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Questao 1

Sejam n € Z e p um ndmero primo. Denota-se com E,(n) o expoente da maior poténcia de p que divide n.

a) Justifique a seguinte afirmacao sobre dois niimeros naturais m e n:
m=n <= E,(m)= E,(n) para todo nimero primo p.
b) Sejam a, b, c € N. Mostre que
[a,b, c)*(a,b)(a,c)(b,c) = (a,b,c)?[a,b][a, c]b, ]
Sugestao: Note que dada a simetria dessa expressao em a, b e c, pode-se supor sem perda de generalidade que

Ep(a) < Ep(b) < Ep(c)‘

Uma solugao:

a) A mengao ao Teorema Fundamental da Aritmética ja deveria garantir metade da pontuagao do {tem.

Se n =m ¢é ébvio que E,(m) = E,(n) para todo nimero primo p. A seguir, provaremos a implicagdo contréria.

Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, podemos escrever m = p* - p2 e n = ¢/* ---¢%, com {p1,...,p.} e
{q1,...,¢qs} dois conjuntos formados por nimeros primos, dois a dois distintos em cada um dos conjuntos anteriores.
Como

{p;p é primo ¢ E,(m) >0} ={p1,...,pr}

{p;p é primo e E,(n) >0} ={q1,..-,¢s},
segue-se que
{pla o 5p7“} = {(h, cee 7Qs}-
Assim, r = s e, apds reordenar os elementos g1, ..., ¢., podemos supor q; = p;, parai=1,...,r. Como
a;=FEy, (m)=E,(n)=p;, i=1,...,r

conclui-se que n = m.

b) Pelo fato desta expressao ser simétrica em a, b e ¢, podemos supor que E,(a) < E,(b) < E,(c). Portanto,
Ep([a, b, c]*(a,b)(a,c)(b, c)) =2E,(c) + 2E,(a) + E,(b). (1)

Por outro lado,
Ep((a7 b, 0)2[6L7 bl[a, c][b, c]) =2E,(a) + E,(b) + 2E,(c). (2)

O resultado segue de a), usando-se (1) e (2), j& que, para todo p primo,

Ep(la,b,c]*(a,b)(a, c)(b, c)) = E,((a, b, ¢)*[a, bl[a, c][b, c]).



Questao 2
Mostre que

a) 7|3l 4 gnt2 b) 37|300...07
3
Uma solugao:

a) Como 9 =2 mod 7, temos que
32l —3.(3%)"=3.9"=3-2" mod 7.
Por outro lado, como 2"12 = 4 - 27, segue-se que
32l 422 =3.9" 1+ 4.2" =7.2" =0 mod 7.

b) Temos que
_ . 3n+1 _ . . 3n _ . 3n
300...07=3-10 +7=3-10-10""4+7=30-10"" +T7.
3n
Mas, como 10° = 1 mod 37, temos que
10%" = (10*)" =1 mod 37,

logo
300...07=30-10°"+7=37=0 mod 37.
—
3n
Questao 3
Considere os nimeros da forma
10" -1
= .
9
a) Mostre que 9|, < 9|n.
b) Mostre que 11|a,, <= n é par.
Uma solugao:
Podemos escrever
0"—-1 10" -1
an = = =10""'+... +10+ 1.

9 10-1
a) Como 10 =1 mod 9 temos que

a,=10""14...+10+1=n mod9,

logo a;, = 0 mod 9 se, e somente se, n = 0 mod 9.

b) Note que 10 = —1 mod 11, logo 10™ = (—1)". Portanto,
A =1+10+---+10"1'=1—-141---+(=1)""" mod 11.

Consequentemente, a,, =0 mod 11 se, e somente se, n é par.



Questao 4

Ache todos os nimeros que deixam resto 2, quando divididos por 7, deixam resto 3, quando divididos por 11 e

deixam resto 5, quando divididos por 13. Aponte a menor solugao positiva.

Uma solugao:

Definindo N =7 x 11 x 13 =1001, Ny =11 x 13 =143, No =7x13=91 e N3 =7 x 11 = 77, temos que resolver

cada uma das congruéncias: 143Y =1 mod 7, 91Y =1 mod 11 e 77Y =1 mod 13

Como 143 =3 mod 7,91 =3 mod 11 e 77 =12 = —1 mod 13, essas congruéncias sao equivalentes as seguintes:

3Y =1 mod7,3Y =1 mod 11 e Y = —1 mod 13, que possuem as seguintes solucoes: y; =5, yo =4 e y3 = 12.

Assim, pelo Teorema Chinés dos Restos, uma solugao é dada por

Tr = lel X 2+N2y2 X 3 +N3y3 X 5 = 1430+ 1092 +4620 = 7142

Essa solucao é tinica médulo N = 1001. Assim, todas as solugoes sao

7142 + t1001, t € Z.

A solugao positiva minima é o resto da divisdo de 7142 por 1001, que é igual a 135.

Questao 5

Seja ¢ a funcao de Euler que associa a cada ndmero natural m > 1 o ntimero de inteiros entre 0 e m que sao

primos com m. Mostre que

a) Se m > 2, entdo p(m) é par. Conclua, nessas condigbes, que Z,, tem sempre um nimero par de elementos

invertiveis.

b) O nimero de elementos invertiveis de Za,, é igual ao nimero de elementos invertiveis de Z,,, se m é fmpar, e igual

ao dobro desse numero, se m é par.

¢) Mostre que o nimero de elementos invertiveis de Z,,2 é m vezes o ntmero de elementos invertiveis de Z,,.

d) Relacione o nimero de elementos invertiveis de Z,,» com o numero de elementos invertiveis de Z,,, sendo r um

inteiro positivo.

Uma solugao:

Observe inicialmente que o nimero de elementos invertiveis de Z,, é igual a ¢(m). Sabemos que se m = 2"p}*

entao

p(m)=2""12—=1)p " ple T (pr — 1)+ (ps — 1).

a) Se m > 2, entdo r > 2 ou s > 1. Em qualquer das duas situagdes ¢(m) é par, pois uma das parcelas é par.

b) Segue da seguinte afirmacao:
p(m), se m é {mpar
p(2m) = .
2p(m), se m é par.
(basta escrever a expressao de ¢(2m)).
¢) é um caso particular de d).

d) Escrevendo a expressao de p(m”), r > 0, segue imediatamente que

Logo, o nimero de elementos invertiveis de Z,,~ é igual a m" !

r
...pss7

vezes o numero de elementos invertiveis de Z,,.



