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Questio 1.
A figura abaixo mostra uma sequéncia de circunferéncias de centros Cy, Cy, ..., C;, com raios r1, 1, . . ., ', respec-

tivamente, todas tangentes as retas s e t, e cada circunferéncia, a partir da segunda, tangente a anterior.

G
O
t
Considerery =aer, = b.
(1,0) (a) Calcule r3 em fungdo dea e b.
(1,0) (b) Calcule r, em funcdo de a e b.
UMA SOLUCAO
S
S )
A NS,

(a) Todos os centros estdo a igual distancia das duas retas, portanto estdo na bissetriz das retas s e t. Seja A o ponto
de interseccdo entre a paralela a reta t passando por C; e a perpendicular a reta ¢ passando por Cy, e seja B o ponto

de intersecgdo entre a paralela a reta ¢ passando por C3 e a perpendicular a reta t passando por Cp. Seja x = r3.



Como os tridngulos-retdngulos AC;C; e BC,C3 sdo semelhantes, temos
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isto é,
a—-b b—x
a+b  b+x’
o que implica x = %2
(b) A relacdo obtida
Ve = é
3= )
pode ser reformulada como
n_rn_b

) r a

0 que mostra que os trés raios formam uma progressdo geométrica de razao %. Como a mesma situagdo ocorre para

quaisquer trés circunferéncias consecutivas, a sequéncia 1, 1o, .. ., ty, . . . € uma progressdo geométrica de razdo % e

b n—1 pr—1
rn:a'(a) :an72/

termo inicial 4. Assim

paran =1,2,3,....
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Questio 2.
Na figura abaixo, a circunferéncia de centro I é tangente em D ao lado BC do tridngulo ABC e é tangente em E e

F aos prolongamentos dos lados AB e AC, respectivamente.

(1,0) (a) Mostre que AE é igual ao semiperimetro do triangulo ABC

(1,0) (b) Mostre que o angulo AIB é a metade do angulo ACB.

UMA SOLUCAO

(a) Seja 2p o perimetro do tridangulo ABC. Tem-se
2p=AB+BC+CA=AB+BD+DC+CA=AB+BE+CF+CA = AE+ AF = 2AE.

Logo AE = p.
(b) No tridangulo ABC, sejam BAC=AeACB=C.0 angulo externo de vértice B é DBE = A+C. Seja ATB = 6.
Como Al e BI sio bissetrizes dos angulos CAB e DBE entio, no triangulo ABI, o angulo externo IBE é tal que

N )
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Questdo 3.

(2,0) Dado um paralelogramo ABCD construa no seu exterior os tridngulos equilateros BCE e CDF. Mostre que o

triangulo AEF é equilatero.

UMA SOLUCAO

E

Primeiro, vemos que BA = DF = CF. A segunda igualdade é consequéncia de CDF ser equilatero, enquanto a
primeira segue de que AB = CD (pois ABCD é paralelogramo) e CD = DF (pois CDF é equilatero).

Depois, vemos que AD = BE = EC. A segunda desigualdade segue de BCE ser equildtero. A primeira segue de
que AD = BC (pois ABDC é paralelogramo) e BC = BE (pois BCE é equilétero).

Finalmente, vamos mostrar que os angulos ABE, ECF e ADF sio iguais. Para isso vamos mostrar que todos
sdo iguais a « + 60°, em que « é o angulo ABC. De fato, isso é evidente para ABE, pois BCE equiltero implica
CBE = 60°. O mesmo para ADF, pois ADC = & (4ngulos opostos do paralelogramos so iguais) e CDF = 60°
(CDF é equilatero). Finalmente, em torno do ponto C tem-se

BCD + DCF + FCE + ECE = 360°,
logo
(180° — &) + 60° + ECF + 60° = 360°

e, portanto, ECF=a + 60°, como queriamos demonstrar.
Portanto os tridngulos ABE, FCE e FD A sdo congruentes, de onde concluimos que AE = EF = AF, isto é, AEF é

equilatero.
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Questio 4.

(2,0) No triangulo ABC, B =68°e C = 40°, AD e BE sdo alturas, M é médio de BC e N é médio de AC. Calcule os
angulos DNM e EDN.

UMA SOLUCAO
A
E
N
B
B D M C

(A figura ndo foi desenhada com os dngulos prescritos no enunciado)

(a) Primeiro, BAC = 180° — 68° — 40° = 72°. Segundo, como N é o ponto médio de AC, entdo é equidistante de
AeD. Logo AND é isésceles e ND = NA. Pela mesma razio NA = NC, de onde resulta que NDC é is6sceles.
Disso resulta que NDC = ACB = 40° e que DNC = 180° — 40° — 40° = 100°. Terceiro, M N é paralelo a BA, logo
MNC é semelhante a BAC e, por conseguinte, MNC é igual a BAC, isto é, 72°. Portanto, DNM = DNC — MNC =
100° — 72° = 28°.

(b) ADN é is6sceles e AND = 180° — DNC = 80°, logo ADN = 50°.

Como BDA = 90° = BEA, entdo E e D pertencem a circunferéncia cujo didmetro é AB. Logo, os angulos ABE e
ADE inscritos nessa circunferéncia sdo iguais. Entdao ADE = ABE = 90° — 72° = 18°.

Portanto EDN = ADN — ADE = 50° — 18° = 32°.
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Questdo 5.

(2,0) O tridangulo equilatero ABC estd inscrito em uma circunferéncia e P é um ponto qualquer do menor arco BC.
Prove que PA = PB + PC (isto é, que a distdncia de P ao ponto A é igual a soma das distancias de P aos pontos
Be Q).
Sugestdo: Considere um ponto D sobre PA tal que PD = PB.

UMA SOLUCAO

A

Seja D o ponto do segmento PA tal que PD = PB. Precisamos mostrar que AD = PC.

Como o arco AB mede 120°, entdo BPA = 60°. Entio BPD = 60° (é o mesmo angulo) e, como PB = PD, entdo
PBD é equilatero, resultando que BD = PB. Também por PBD ser equilatero tem-se BDP = 60° e, por conseguinte,
BDA = 120°.

Como o arco BAC mede 240°, entdo BPC = # = 120°, logo BPC = BDA. Juntando essa informagdo com a
igualdade BAP = BCP, que é evidente da simetria da construgio, concluimos que ABD = PBC.

Por LAL os triangulos ABD e CBP sao congruentes, resultando que AD = PC, como queriamos demonstrar.



