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APRESENTACAO

Este livro é um produto educacional construido em uma
pesquisa do Mestrado Profissional em Matemaética - Profmat,
no Centro Federal de Educacdo Tecnologica de Minas Gerais -
Cefet-MG@G, pelos autores Bruno Freitas e Valéria Moreira, na
ocasiao, mestrando e orientadora.

Os autores, professores de Mateméatica no Ensino Médio,
sempre tiveram uma preocupac¢do em sua pratica profissional
em sala de aula de discutir com os alunos problemas matema-
ticos inseridos no contexto de Empréstimos & Financiamentos,
a partir de situacgoes reais que haviam experimentado particu-
larmente ou de situagoes que surgiam de discussoes em sala de
aula, no contexto da Educacdo Financeira.

Com a homologacao da Base Nacional Comum Curricular
- BNCC, em 2017, a Educacdo Financeira ganha destaque na
Educacao Basica e, apesar de ser apresentada como tema trans-
versal, é na sala de aula de Matematica que ela ganhara espaco,
na maior parte das escolas do Brasil.

Logo, o(a) professor(a) de Matemaética precisa de uma for-
magao continuada e materiais didaticos adequados para abordar
temas relativos & Educacgao Financeira com seus alunos, a fim de
que eles adquiram o conhecimento necessario para se tornarem
cidadaos capazes de administrar com sucesso a vida financeira.

Este livro é, entdo, construido para vocé, professor(a) de Ma-
tematica, contendo uma sequéncia de cinco encontros, com o
objetivo de apresentar e desenvolver com seus alunos de Ensino
Médio o conhecimento acerca de Empréstimos & Financiamen-

tos na Educacao Bésica. O material apresenta uma série de



sequéncias didaticas para compor suas aulas, como também ori-
entagoes para todo o desenvolvimento.

Apresentamos também, ao final, nossa experiéncia vivida
com duas aplicacoes deste material que foram base de sua vali-
dagao.

Professor(a), preparamos o presente material com carinho
para vocé ter todo o apoio no desenvolvimento do seu trabalho.
Mas é vocé a chave para transformar seus alunos em cidadaos
financeiramente responsaveis e capazes de tomar decisdes acer-
tadas frente a situacdes em que se faz necessario decidir sobre

Empréstimos & Financiamentos.

Valéria Moreira e Bruno Freitas



PREFACIO

Quando o jovem Marcos financiou seu primeiro automouvel,
sua principal preocupacao era fazer com que os valores das pres-
tagdes se adequassem ao seu orcamento. Empolgado com a com-
pra, ele assinou o contrato e levou o carro para casa. Que feli-
cidade!

Dias depois, o banco lhe enviou um carné contendo 48 bo-
letos, com wvencimentos e valores jd definidos. Ao analisd-los,
Marcos viu o quanto a diferenca entre a soma das prestagoes e
o wvalor financiado era impressionante. Por se tratar de uma
compra a prazo, ele sabia que as cifras desses papéis tiveram a
interferéncia das tazxas de juros citadas no contrato. Foi entdo
que ele releu o documento, atentando as taxas e ds cobrancas
adicionais que, devido d empolgacio mo momento da compra,
passaram despercebidas.

Marcos lembrou-se dos tempos de escola e pesquisou sobre as

formulas de juros que aprendera nas aulas de Matemdtica:
j=C-t-i, M=C-(1+1).

Entretanto, tais expressoes nao eram suficientes para justifi-
car os valores impressos nos boletos.

Dai, o jovem concluiu que havia mais a aprender sobre o
assunto.

Semelhante ao personagem dessa histéria, criada pelos auto-
res, muitos jovens, apods se formarem no Ensino Médio, lidarao
com empréstimos e financiamentos para pagar bens e servicos,
tais como veiculos e imdveis, cartdo de crédito, graduacao e cur-

sos diversos. Diante disso, esse publico carece de estratégias que



o auxiliem na decisdo sobre a aquisicao desses e outros itens de
forma consciente. Tais estratégias podem ser aprendidas por
meio de conhecimentos matematicos proprios desse segmento,
evidenciando a Educacao Financeira, tema transversal obrigaté-
rio pela BNCC a partir de 2020, ver [3].

Mediante essa necessidade, apresentamos a vocé, docente de
Matematica da Educagao Basica, nosso material de apoio para o
ensino de Empréstimos & Financiamentos. Trata-se de um pro-
duto educacional que é resultado de uma pesquisa do Mestrado
Profissional em Matematica em Rede Nacional — Profmat. Apre-
sentado neste livro, a intencdo do material é incitar seus alunos a
investigacao de diferentes modalidades de financiamento através
de conceitos de porcentagens, juros e progressoes.

Este livro pode ser utilizado em qualquer etapa do Ensino
Médio, desde que os estudantes detenham conhecimentos sobre:

¢ sequéncias numéricas: identificacao de padroes, classificacao
e formulas;

o progressoes aritméticas/geométricas: razao, termo geral e

soma;

© porcentagens: representagoes, aumentos/redugoes, porcen-
tagens sucessivas e inflagao; e

o juros simples/compostos: montantes, taxas equivalentes e

valor futuro.

O material é apresentado em 5 capitulos, que podem ser
ministrados em 10 horas-aulas. Cada capitulo é precedido de
orientacoes ao professor sobre a conducao da aula, seguidas de
atividades introdutérias, explanagoes do tema e atividades de
fixacdo. Apresentamos também textos complementares relevan-

tes para a Educacao Financeira dos alunos e professores. Todos
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os capitulos sao encerrados com a se¢ao “Professor(a), e se...?”,
na qual sdo apresentadas possiveis diividas dos alunos sobre os
assuntos abordados.

Ao longo das explanagoes, adicionamos possibilidades de re-
forgar a aprendizagem por meio do uso de planilhas eletroni-
cas, aplicadveis na resolucao das situacées introdutérias de cada
capitulo e/ou nas questoes de fixagao, na se¢do “Vamos Prati-
car!”. Nesse caso, tais possibilidades sdo opgoes para docentes
que atuam em escolas equipadas com recursos computacionais
em sala de aula e/ou laboratérios de informética, ou ainda, para
alunos que tenham facil acesso aos softwares indicados (ou simi-
lares) em suas residéncias.

Apresentamos a seguir a organizagao de cada capitulo e seus
objetivos.

o Capitulo 1 - Progressoes e Juros: associar as expressoes
de montantes em sistemas de juros simples (ou compostos)
as formulas do termo geral de progressoes aritméticas (ou
geométricas).

¢ Capitulo 2 - Tipos de Financiamento: apresentar o con-
ceito de amortizacao e verificar a existéncia de padroes por
meio de progressoes e recorréncias em diversos processos de

financiamento.

¢ Capitulo 3 - Tabela Price: identificar as progressoes geomé-
tricas formadas pelos valores atualizados das parcelas pagas
em atraso e calcular o valor fixo das prestacoes.

¢ Capitulo 4 - Sistema SAC: identificar as progressoes arit-
méticas presentes na evolucdo das grandezas envolvidas e
comparar a quitagdo da divida em sistemas SAC e Price.

o Capitulo 5 - Recorréncias: explorar os processos de cons-

X111



trucao das fungoes que verificam as relagoes de recorréncia
citadas nos capitulos anteriores. Este é um capitulo comple-
mentar aos anteriores e aconselhdvel para aprofundamento

no tema.

Apés os cinco capitulos apresentados, seguem duas secoes.
No Apéndice A - Aplicacao e Avaliagdo, apresentamos um breve
relato sobre as aplicagdes experimentais do presente produto e
a validacao desse, respaldada nas competéncias da BNCC e nos
objetivos de aprendizagem da Taxonomia de Bloom, ver [6]. No
Apéndice B - Gabaritos Comentados, apresentamos os gabaritos
das atividades introdutoérias dos capitulos e das atividades de
fixagdo.

Esperamos que este livro seja de grande valor a vocé, profes-
sor(a), na conducdo de aulas que buscam a construgao da Edu-
cacado Financeira de seus alunos, no que se refere as discussoes
acerca de Empréstimos & Financiamentos.

23 de julho de 2021

Valéria Moreira®

Centro Federal de Educacdo Tecnoldgica de Minas Gerais
valeriagm@cefetmg.br
www.profmat.cefetmg.br/corpo-docente/valeria-guimaraes-moreira,/

Bruno Freitas®
Centro Federal de Educacao Tecnoldgica de Minas Gerais
srfreitasmatematica@yahoo.com.br
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CapriTUuLO 1

PROGRESSOES E JUROS

Segundo a proposta de ensino mencionada no prefacio deste
material, os alunos ji adquiriram conhecimentos sobre progres-
sOes aritméticas e geométricas e também sobre juros simples e
compostos. O objetivo desta aula é interligar esses conceitos.

Para o desenvolvimento deste capitulo, vocé precisara de 2
horas-aulas.

A intencdo da Secdo 1.1 é resgatar conceitos de PA e PG e
adequé-los ao contexto de juros. Para isso, os alunos, organi-
zados em duplas e/ou trios, terdo 20 minutos para resolverem
as situagoes propostas. Devido a natureza das operacoes, sio
aconselhaveis o uso de calculadora e a intervencao do professor.

Na Secao 1.2, é hora de expor as associagOes existentes entre
as formulas de progressoes e juros. Cabe aos alunos relembrar
essas formulas e, ao professor, fazer a associagdo entre os ele-
mentos desejados, tanto nas situacoes ja construidas, quanto em
generalizacoes. Essa explanacdo pode ser feita em um periodo
de 20 minutos.

Na Secao 1.3, destinada a aplicacdo dessas associagbes, sao
propostas algumas atividades que podem ser feitas em sala. Para
tanto, os alunos dispordo de 25 minutos. Ao fim desse periodo,
disponibiliza-se o gabarito, que serd o detonador de possiveis cor-
recoes. Vale, entdo, acrescentar 15 minutos para sanar possiveis
duavidas.

A Segdo 1.4 traz um texto complementar que mostra mais



uma aplicagdo de progressées em situacdes de Matematica Fi-
nanceira. A sugestdo é que o texto seja lido e comentado em
sala, podendo até mesmo explorar situacées semelhantes men-
cionadas pelos proprios alunos. Para isso, sugere-se um periodo
de 10 minutos. Outra sugestao é deixar a leitura como atividade
para ser feita em casa, preparando os alunos para o proximo
capitulo.

A Secao 1.5 traz possiveis questionamentos dos alunos quanto
a natureza dessas aplicagoes e/ou das progressoes envolvidas em
cada situacdo. As perguntas desta secdo foram feitas por alu-
nos participantes da aplicagiao experimental deste material e/ou
propostas pelos autores.

1.1 E hora de explorar!

1.1. SITUAQAO.

Em fevereiro de 2020, Marcelo comprou seu primeiro au-
tomével, um Uno Way 2016, por R$ 30.000,00. Sabendo que,
no mercado automobilistico, esse modelo sofre uma depreciacio

anual de 10%, faca o que se pede.

(a) Construa uma tabela com os valores desse veiculo ao longo
do quadriénio seguinte a compra, a saber, 2021 a 2024.

(b) Classifique a sequéncia formada pelos valores da tabela cons-

truida no item anterior.
(c) Determine a razao dessa sequéncia.

(d) Escreva uma féormula que defina os termos dessa sequéncia.



§1.1. E HORA DE EXPLORAR!

(e) A partir da férmula obtida no item anterior, calcule o valor

desse carro no ano de fabricacao.

1.2. SITUAGAO.

Todo inicio de més, a familia de Nanda organiza-se para pa-
gar todas as despesas do més, em especial as despesas fixas.
Nanda ainda é uma garota de 16 anos que cursa o Ensino Mé-
dio, mas sempre observa atenta esse momento em sua casa. A
Figura 1.1 representa o boleto de cobranca de uma prestaciao a
ser paga pela familia de Nanda.

Figura 1.1: Boleto de cobranca

BANCO GG s.A

00000.00000 00000.00000 00000.000000 0000
Local do pagamento ) Vencimento

06/01/2021

Cedente
Datadod pé Aceite Data do processamento | Nesso nimero
08/01/2021 0010972051
Uso banca Carteira Quantidade Valor Velordodocumente. R$4.20,00
Instrucées Descontos/Abatimentas

Ap6s o vencimento cobrar multa de R$33,60

Para cada dia de atraso, cobrar mora de 0,2% sobre o valor original do documento. sl

Sacado Valor cobrado

AB12345678910

Fonte: Autoria prépria

Sabemos que a multa é uma cobranga tnica a titulo de pe-
nalizacao financeira pela quebra do contrato, visto que esse nao



foi executado na data correta. Além disso, a mora refere-se aos
juros cobrados pela prorrogagao do prazo de pagamento e é pro-
porcional ao atraso.

Apés analisar as informacoes apresentadas, faga o que se
pede.

(a) Determine o valor da multa e da mora caso o documento
seja pago em 07/01/2021.

(b) Determine o valor da multa e da mora caso o documento
seja pago em 08/01/2021.

(c) Complete a Tabela 1.1.

Tabela 1.1: Pagamentos apds o vencimento

Data Dias atrasados Mora | Multa Valor a
pagar

07/01/2021
08/01/2021
09/01/2021
10/01/2021
11/01/2021

Fonte: Autoria propria

(d) Classifique a sequéncia formada pelos valores registrados na
dltima coluna.

(e) Determine a razao dessa sequéncia.

(f) Escreva uma férmula que descreve os termos dessa sequén-
cia.

(g) Determine o valor desse boleto, passados doze dias do ven-
cimento.



§1.1. E HORA DE EXPLORAR!

(h) Determine a data de pagamento na qual o valor do docu-
mento serd R$ 474,60.

Professor(a), ver Figura 1.2. Ao desenvolver os itens (d),
da Situagao 1.1, e (f), da Situagdo 1.2, os alunos poderao criar
diversas expressoes que traduzam as sequéncias observadas. En-
tretanto, para a proxima secdo, o foco dessas construgoes deve
incidir sobre as expressoes proprias aos termos gerais de uma PA
(ou PG).

Figura 1.2: Sugestao N 1

Professor(a),

esteja atento 4s formulas
GUE 05 AlUnos Criardo para
descrever as sequéncias
ESTUAAAAS EW CAdA SITUALAD.

there

Fonte: Autoria propria



1.2 Da para associar juros e progressoes?

Na Situacdo 1.1, a expressdo V;, = 27.000-(0,90)"~! pode ser
interpretada a luz da férmula de juros compostos, M = C-(1+i)".
Apés comparar os termos dessas duas formulas, temos:

o M=V
o C' =R$ 27.000, 00;
o 1=-10% = —0,10;

o t=mn—1, onde n =1 correspondente ao ano de 2021.
Ja, na Situacao 1.2, a expressao
Vi, =454,44 40,84 - (n — 1)
pode ser reescrita como
Vo, = (33,60 + 420) + (420 - 0,002) - n.
Na equacdo acima, consideremos apenas a expressao
V! =420 + (420 - 0,002) - n. (1.1)

A equagao (1.1) pode ser interpretada sob o contexto de juros
simples.
Nesse caso, faz-se necessario manipular as igualdades

j=C-t-i, M=j+C,
obtendo como parametros as varidaveis da férmula
M=C- -(1+t-1i). (1.2)

Apébs comparar os termos das equagoes (1.1) e (1.2), temos:



§1.2. DA PARA ASSOCIAR JUROS E PROGRESSOES?

o M=V, =V'+33,60;
o C = RS$ 420, 00;
o i=0,2% = 0,002

¢ t =n, onde n = 1 correspondente a data 07/01,/2020.

A partir dessa exposicdo e das progressoes identificadas na
secdo anterior, fagamos a associacdo entre juros simples e pro-
gressoes aritméticas, generalizadas no Quadro 1.1.

Quadro 1.1: Juros simples e progressoes aritméticas

Juros simples ‘ Progressoes aritméticas ‘
Enunciando a Mit)=C-(1+t-1) an=a1+7-(n—1)
férmula
Organizando os M(t)=(C-i)-t+C an=71-n+ (a1 —1)
termos
Comparando Tomando t = n, temos:
o M(t) = an;
or=0C-g
o C=a1—r.

Conclusoes Tomando o tempo ¢ como o n-ésimo termo de uma
progressao an, temos que a férmula de juros simples
fornece-nos parametros suficientes para construir uma
PA derazdor =C-i,ondea; = C+C-i =C-(1+1).

Fonte: Autoria propria

No tocante aos juros compostos e as progressoes geométricas,
segue uma comparacao analoga a anterior (ver Quadro 1.2).

7



Quadro 1.2: Juros compostos e progressdes geométricas

‘ Juros compostos Progressoes geométricas

Enunciando a M=C-(1+1i)t an=ar-q¢" !
férmula
Organizando os M(t)=(1+4)"-C an =4q" - (a1 +q)
termos
Comparando Tomando t = n, temos:
o M(t) = an;
o q=1+471;

o C=ar+(1+1i).

Conclusoes Tomando o tempo ¢ como o n-ésimo termo de uma
progressao an, temos que a férmula de juros compos-
tos fornece-nos parametros suficientes para construir
uma PG de razdo ¢ =1+, onde a1 = C - (1 +1).

Fonte: Autoria propria

1.3 Vamos praticar!

ExXERcicIOS.
1.1 Um artigo custa, hoje, R$ 100,00 e seu preco ¢ aumen-

tado, mensalmente, em 12%, sobre o preco do més anterior.

Se fizermos uma tabela do prego desse artigo més a més,

obteremos uma progressao:

(a) aritmética de razdo 12. (b) geométrica de razao 12.
(c) aritmética de razao 1,12. (d) geométrica de razao 0,12.
(e) geométrica de razao 1,12.

1.2 Na compra de um apartamento, uma pessoa da
R$ 30.000,00 de entrada e assume uma divida de 150 presta-
¢Oes mensais com valores decrescentes. A primeira presta-
cao é de R$ 2.500,00; a segunda, de R$ 2.490,00; a terceira,



§1.3. VAMOS PRATICAR!

de R$ 2.480,00; e assim por diante, isto é, as prestacoes
mensais diminuem R$ 10,00 a cada més.

Nessas circunstancias, o valor da ultima prestacao sera:

(a) R$ 1.000,00. (b) R$ 1.010,00. (c) R$ 1.490,00.
(d) R$ 1.500,00. (e) R$ 1.590,00.

1.3 Um capital de R$ 1.600,00 foi aplicado em um fundo de
investimento de liquidez diaria. Considere que, nos primei-
ros trinta dias, a partir da data da aplicacao, os rendimentos
ocorram em um sistema de juros simples, sob uma taxa fi-
xada em 0,6% ao més. Passados alguns dias, observa-se que
o montante ja estd em R$ 1.606,40.

Nesse caso, podemos afirmar que o periodo observado foi
de:

(a) 5 dias. (b) 10 dias. (c) 15 dias. (d) 20 dias. (e) 25 dias.

1.4 (Profmat - adaptada) O prego de certo produto aumen-
tou, durante os quatro primeiros meses do ano, respectiva-
mente, 1%, 22%, 12% e 23%.

A partir desses valores, podemos afirmar que a taxa média
de aumento mensal durante esse periodo foi de:

(a) 14,14%. (b) 14,50%. (c) 17,46%. (d) 58,00%. (e) 69,74%.

Ao desenvolver as questoes desta se¢do, os alunos poderao
usar as formulas de juros simples ou compostos. Entretanto,
vale a pena incentivar o uso das férmulas do termo geral de uma
PA ou PG. Professor(a), ver Figura 1.3.



Figura 1.3: Sugestao N¢ 2

Frofessor(a),

encoraje os aluos a resolverem
as atividades usando as
ASSOLIAPBES APYESENTAAAS N
segdo anterior, especialmente
nas questoes 1.5 ¢ 1.4

Fonte: Autoria propria

1.4 Ninguém me contou isso antes!

Vocé sabia que temos direito a descontos ao antecipar

parcelas de um financiamento?

Tlustraremos tal situacdo com o seguinte exemplo:

Marcos financiou um automével em 48 prestagoes de
R$ 400,00, sob uma taxa mensal de 2%, registrada em contrato.
Ele comprou o veiculo em agosto de 2013 e a previsao é de que
a ultima prestacao fosse quitada em agosto de 2017.

Em marco de 2017, o governo federal liberou o saque das
contas inativas do FGTS — Fundo de Garantia por Tempo de

10



§1.4. NINGUEM ME CONTOU ISSO ANTES!

N° da parcela
Vencimento
Valor da parcela
na data do venci-
mento

Valor da parcela
em 03/17

Na Tabela 1.2 do Exemplo 1.3, observarmos que a sequéncia
formada pelos valores atualizados é uma PG de seis termos, no
qual o primeiro termo a; = 400, e a razdo ¢é
g = 0,9804 = (1,02)"!. Assim, o valor total pago por Mar-
cos pode ser calculado por meio da soma dos termos dessa PG,
a saber Sg.

11



Segue, entdo, a férmula de soma de PG,

_ (4" 1
S, = a1 <q1).

Para a situacdo mencionada, temos:

_ [(1,02)71° —1
= 400- { (1,02)~1 —1 }

=400 - {5,71346} = 2.285, 38.

Logo, o valor de Sg é igual a R$ 2.285,38.

1.1. OBSERVAGAO.
A razao da PG mencionada,

392,16 384,47 1
— L L — (1,02)*17
400, 00 392,16 1,02

q

¢é consequéncia da antecipacdo de parcelas que foram definidas

a partir da taxa de 2% a.m., que é a taxa de juros vigente no
contrato.

Em uma taxa de juros genérica i, a razdo seria ¢ = (1+1i)~ L.

1.5 Professor(a), e se ...7

Professor(a), e se a sequéncia que eu estiver analisando nao

for PA nem PG?

12



§1.5. PROFESSOR(A), E SE ...7

Nesse caso, sinalizamos a existéncia de novos tipos de sequén-
cias. Algumas delas serdo abordadas nos capitulos seguintes por
meio de recorréncias.

Professor(a), e se eu nao conseguir identificar o padrio da
sequéncia?

O primeiro passo é verificar se existe um padrdo baseado
na soma (ou subtragdo) de um ndmero fixo. Nessa situacao,
estamos trabalhando com uma PA. Se nédo, partimos para o pré-
ximo passo, que é verificar se existe algum padrao baseado em
multiplicagdo (ou divisdo) por um nimero fixo. Nessa situagao,
estamos trabalhando com uma PG. Existem sequéncias com pa-
droes diferentes dos citados acima. Algumas serdo estudadas nos
préximos capitulos.

Professor(a), e se as variagdoes entre os termos da sequéncia
original formam uma PA?

H& sequéncias cuja construgao baseia-se em somar nimeros
em PA. Nesse caso, classificamos essas sequéncias como PAs de
2% ordem. Os termos dessas sequéncias podem ser descritos por
recorréncias ou, ainda, por férmulas quadraticas, ou seja, po-

linémios de grau 2.
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CAPITULO 2

T1POS DE FINANCIAMENTO

Agora é hora de usar os conceitos de juros e progressoes para
mostrar aos alunos algumas modalidades de financiamento, a
saber, o Sistema de Amortizagdo Constante (SAC) e a Sistema
de Amortizacao Francés (Tabela Price).

Para a execucdo deste capitulo, vocé precisard de 2 horas-
aulas.

As intengoes da Secdo 2.1 sao:

¢ apresentar o conceito de amortizacao;
¢ identificar os elementos envolvidos em financiamentos;

o verificar a existéncia de padrdes por meio de PAs, PGs e

recorréncias.

Para isso, os alunos, organizados em duplas ou trios, terdo
30 minutos para resolverem as situacgoes propostas. Devido a
natureza das operacoes, sao aconselhdveis o uso de calculadora
e a intervenc¢ao do professor.

Na Secao 2.2, é hora de identificar as diferencas registradas
nas situagdes da secdo anterior e usd-las para exemplificar os
sistemas de amortizacdo SAC e Tabela Price. Essa explanacéao
pode ser feita em um periodo de 20 minutos.

Ainda na Segdo 2.2, exibimos na Subsegdo 2.2.1 orientacoes
sobre o uso das planilhas eletronicas como uma alternativa de
resolucao das situagoes introdutoérias. Para os professores que
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desejarem seguir tais orientagoes, e dispoem de recursos para
isso, recomendamos o acréscimo de uma hora-aula, tempo sufici-
ente para explanacdo e execucgdo das atividades nas plataformas
sugeridas.

Na Secao 2.3 sao propostas algumas atividades que podem
ser feitas em sala. Para tanto, os alunos disporao de 20 minu-
tos. Ao fim desse periodo, disponibiliza-se o gabarito, que sera
o detonador de possiveis correcoes. Vale, entdo, acrescentar 10
minutos para sanar possiveis duvidas.

Outra modalidade de financiamento é mostrada na Secao 2.4.
A sugestao é que a leitura seja feita nos ultimos 10 minutos de
aula ou, ainda, deixada como atividade para ser feita em casa.

A Secéo 2.5 traz possiveis dividas dos estudantes quanto aos
padroes enxergados em cada sistema de financiamento e também
sobre outras modalidades, além das apresentadas neste capitulo.
As perguntas desta secao foram feitas por alunos que participa-
ram da aplicacao experimental deste material ou propostas pelos
autores.

2.1 E hora de explorar!

2.1. SITUACAO.

Os pais de Pedro realizaram o sonho de sair do aluguel e ad-

quirir sua casa propria! Para isso, realizaram um financiamento
imobilidrio de R$ 126.000,00, a ser pago em 360 prestagoes men-
sais, com taxa de juros efetivo de 1% ao més. A primeira pres-
tagdo é paga um més apés a liberagdo dos recursos e o valor
da prestacdo mensal é de R$ 350,00, a titulo de amortizacao,
mais juro de 1% sobre o saldo devedor (valor devido antes do
pagamento).

A amortizacao é o processo de reducao de uma divida através
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§2.1. E HORA DE EXPLORAR!

de pagamentos peridédicos e definidos com antecedéncia. Assim,
ao amortizar uma divida, o saldo devedor diminui progressiva-

mente, até que a totalidade do débito seja quitada.

Observe que, a cada pagamento, o saldo devedor reduz-se em

R$ 350,00 e considere que nao hé prestacao em atraso.

Para melhor orientar os alunos na resolucdo do problema

proposto, ver Figura 2.1.

Figura 2.1: Sugestdao N° 3

Professor(a),

nesse Item vale a pena mostrar
405 alunos como As amortizagbes
reduzem o salde devedor.
Experimente, entdo, preencher
com ¢les as colunas “Salde devedor”
e “Amortizagio”.

Fonte: Autoria propria

(a) De acordo com as informagoes do texto, preencha a Ta-
bela 2.1.
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Tabela 2.1: Elementos de um financiamento

Meés Saldo Juros Amortizagao Prestacao
devedor

Fonte: Autoria propria

Classifique a sequéncia formada na coluna “Prestacao”.
Determine a razao dessa sequéncia.
Escreva uma férmula para a prestagao P,.

A partir do item anterior, calcule o valor da décima presta-
Gao.

(f) Calcule o valor das trés dltimas prestagoes.

(g) Calcule o valor total que os pais de Pedro pagaram nesse

financiamento.

(h) Determine a porcentagem total de juros embutida nesse fi-

nanciamento.

2.2. SITUACAO.
Roberto negociou com a sogra dele um empréstimo de R$

10.000,00, prometendo pagar-lhe R$ 400,00 mensais, com a pri-
meira parcela paga em um més depois de contraido o emprés-
timo.

18



§2.1. E HORA DE EXPLORAR!

Para conceder esse empréstimo, a sogra de Roberto retirou
o dinheiro da poupanca, que rendia a uma taxa mensal de 1%,
ver Figura 2.2.

Ela exigiu que o valor total de todas as prestacdes pagas,
mais os juros da poupanca, fosse equivalente a manter o dinheiro
aplicado nessa modalidade durante todo o periodo.

Para isso, o genro deveria depositar as prestagoes, mensal-
mente, na mesma conta de onde o dinheiro do empréstimo fora
sacado.

A partir dessas informacoes, faca o que se pede.

Figura 2.2: Sugestao N° 4

Frofessoria),

lembre-se de informar gos glunos
que a taxa mensal de 1% para

A poUpAaNga € Apenas para
facilitar os calculos.

Sequmdo Andrey (2021), em janho
de 2021, essa taxa oscilava em
torvo 0,20%.

Fonte: Autoria propria

(a) Para controlar seus pagamentos e também a evolucdo da
divida, Roberto elaborou uma tabela, na qual constam os
valores dessa negociacdo. A Tabela 2.2 mostra parte dessa
tabela, com os registros do primeiro semestre. Complete-a.
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(b)

(h)

Tabela 2.2: Controle de pagamentos (R$)

Divida atual

Divida Prestagao
anterior

10.000, 00

100, 00 400, 00

9.700, 00 97,00 400,00 9.397,00
9.397,00 93,97 400,00 9.090, 97
9.090, 97

Fonte: Autoria propria

Escreva uma férmula para calcular os juros (j,) em fungao
da divida anterior (D,,—1).

Escreva uma féormula que permita calcular a divida atual

(Dy,) em funcao da divida anterior (D,,_1).

Além de escrever (D,,) em fungao de (D,,—1), é possivel tam-
bém usar a férmula D,y = 10.000- [4 — 3 (1,01)"], na qual
(D,,) é calculado a partir do més n.

Verifique a validade dessa féormula considerando o primeiro

trimestre.

Calcule o valor da divida apds o pagamento da 152 presta-
Gao.

Calcule o valor da divida apds o pagamento da 282 presta-

cao.

Calcule o valor da divida apds o pagamento da 292 presta-
¢ao.

A partir dos resultados obtidos nos itens (f) e (g), determine
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§2.2. PRESTAQOES FIXAS OU DECRESCENTES: POR QUE A DIFERENGA?

0 tempo necessario, em anos, para que o empréstimo seja
totalmente quitado.

2.2 Prestacoes fixas ou decrescentes: por
que a diferenga?

Quando aplicamos a férmula de juros compostos a um de-
terminado valor, o resultado obtido refere-se ao montante dessa
divida no futuro.

Se uma divida de R$ 12.000,00, sob uma taxa mensal de 1%,
for quitada, de uma tnica vez, daqui a um ano o valor a ser pago
sera

M =C-(1+14)"=12.000-(1+0,01)'% = R$ 13.521, 90.

Contudo, se esse débito for pago em parcelas, cada prestacao
terd duas finalidades: amortizar parte da divida e quitar os juros
que incidirao sobre o saldo devedor. Tal modalidade é conhecida
como sistema de amortizacao.

As situagoes apresentadas na Secdo 2.1 sdo exemplos desses
sistemas. No entanto, comparando-as, verificamos diferencas na
forma como cada divida é quitada. Tais diferencas justificam-se
por se tratarem de sistemas de amortizagoes distintos: Sistema
de Amortizacdo Constante (SAC) e Sistema de Amortizagao
Francés (Tabela Price). Embora tenha sido criado pelo econo-
mista inglés Richard Price, o uso da Tabela Price popularizou-se
na Franca, no século XIX.
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O Sistema SAC é caracterizado por amortizacoes constantes
e prestacoes decrescentes. A Situacdo 2.1, que simulou o finan-
ciamento de um imével, é um exemplo comum de negociagoes
baseadas nesse sistema, que também pode ser aplicado a outros
tipos de financiamentos a longo prazo.

Ja a Tabela Price tem como principal caracteristica as pres-
tagoes fixas. A constincia nas parcelas facilita o planejamento
mensal, o que faz dessa modalidade o sistema de amortizacao
mais utilizado no pais quando se trata de financiamentos de curto
e médio prazo, ver [4]. A Situacdo 2.2, que simulou o empréstimo
a juros de poupanca, é apenas um exemplo das varias aplicagoes
desse sistema. Outros exemplos sdo os financiamentos de veicu-

los, os empréstimos bancarios e o parcelamento de dividas.

Para ilustrar as diferencas entre esses sistemas, voltemos ao

Exemplo 2.3.

Se uma divida de R$ 12.000,00, sob uma taxa mensal de 1%,
for quitada, de uma unica vez, daqui a um ano o valor a ser pago

serd

M=C-(144)"=12.000-(1+0,01)* =R$ 13.521, 90.

Suponhamos que esse débito serd pago em 12 parcelas men-

sais.

Pelo Sistema SAC, teremos amortiza¢des constantes no valor
de R$ 1.000,00 e prestagoes superiores a essa quantia. A evolucao
dessa negociagdo é apresentada na Tabela 2.3.
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Tabela 2.3: Sistema de Amortizacio Constante — SAC (R$)

Meés Amortizagao | Prestacao

1 12.000,00 120,00 1.000, 00 1.120, 00 11.000, 00
2 11.000,00 110,00 1.000, 00 1.110, 00 10.000, 00
3 10.000,00 100,00 1.000, 00 1.100, 00 9.000, 00
4 9.000, 00 90, 00 1.000, 00 1.090, 00 8.000, 00
5 8.000, 00 80,00 1.000, 00 1.080, 00 7.000, 00
(§ 7.000, 00 70,00 1.000, 00 1.070,00 6.000, 00
7 6.000, 00 60, 00 1.000, 00 1.060, 00 5.000, 00
8 5.000, 00 50,00 1.000, 00 1.050, 00 4.000, 00
9 4.000, 00 40,00 1.000, 00 1.040, 00 3.000, 00
10 3.000, 00 30,00 1.000, 00 1.030, 00 2.000, 00
11 2.000, 00 20,00 1.000, 00 1.020, 00 1.000, 00
12 1.000, 00 10,00 1.000, 00 1.010, 00 0,00

Fonte: Autoria propria

Entretanto, se esse débito for negociado sob a Tabela Price,
devemos ter 12 prestagoes fixas, cujos valores também serdao su-
periores a R$ 1.000,00. Suponhamos, entao, prestagoes constan-
tes equivalentes a média das prestagoes mostradas na Tabela 2.3,
a saber, R$ 1.065,00. Em tais condigoes, segue a Tabela 2.4.
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Tabela 2.4: Sistema de Amortizacio Francés — Tabela Price (R$)

Prestacgao Saldo
atual

Meés

Amortizagao

1 12.000,00 120,00 945, 00 1.065,00  11.055,00
2 11.055,00 110,55 954, 45 1.065,00  10.100,55
3 10.100,55 101,01 963,99 1.065,00  9.136,56
4 9.136, 56 91,37 973,63 1.065,00  8.162,92
5 8.162, 92 81,63 983, 37 1.065,00  7.179,55
6 7.179,55 71,80 993,20 1.065,00  6.186,35
7 6.186, 35 61,86 1.003, 14 1.065,00  5.183,21
8 5.183,21 51,83 1.013,17 1.065,00  4.170,04
9 4.170, 04 41,70 1.023, 30 1.065,00  3.146,74
3.146, 74 31,47 1.033,53 1.065,00  2.113,21
2.113,21 21,13 1.043, 87 1.065,00  1.069,34
1.069, 34 10, 69 1.054, 31 1.065, 00 15,03

Fonte: Autoria propria

A partir de ambas as tabelas, seguem, no Quadro 2.1, algu-

mas comparacoes.

Quadro 2.1: Comparagoes SAC e Tabela Price

| SAC  Tabela Price
Saldo inicial R$ 12.000, 00 R$ 12.000, 00
Juros Decrescem em PA Decrescem sem
(razao = —10) razao definida
Amortizagoes Constantes Crescem em PG
(razdo =1,01)
Prestacoes Decrescem em PA Constantes

(razdo = —10)

Saldo devedor

Decrescem em PA
(razdo = —1000)

Decresce sem razao
definida

Saldo final

R$ 0,00

R$ 15,03

Fonte: Autoria propria

Observe que prestacoes fixas de R$ 1.065,00 nao siao sufi-
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cientes para quitar a divida no prazo estabelecido. Para que
isso ocorra, é necessario que as parcelas sejam fixadas em R$
1.066,19. Esse valor foi obtido por meio de uma férmula que
serd deduzida no Capitulo 3, “Tabela Price” :

Vi

p=— "
1—(1+i)"

Os capitulos seguintes tratarao esses sistemas separadamente,
apresentando propriedades, aplicacbes, vantagens e desvanta-

gens de cada um.

2.2.1 Sistemas de amortizacao na Planilha Calc

As atividades envolvendo o Sistema SAC e a Tabela Price,
em contextos de Empréstimos & Financiamentos, podem ser de-
senvolvidas com os alunos do Ensino Médio utilizando planilhas
eletronicas. Trata-se de um recurso que promove aos USUArios
uma visdo geral de todo os elementos do financiamento além de
simular com agilidade diversas situacoes de parcelamento.

Caso a escola tenha disponivel uma sala de aula com recursos
computacionais, recomendamos o acréscimo de uma hora-aula a
este capitulo, para se dedicar a construgao de planilhas eletroni-
cas, na intenc¢do de simular as situagoes de empréstimos e finan-
ciamentos apresentadas na Secdo 2.1, “E hora de explorar!”. A
construcao dessas planilhas deve ocorrer apds a discussao apre-
sentada na Secao 2.2, “Prestacoes fizas ou decrescentes: por que
a diferenca?”.

Outra possibilidade, caso seus alunos possuam em casa re-
cursos computacionais que possam ser utilizados, seria lhes for-
necer uma orientagdo oral (ou escrita) sobre o uso da planilha
eletronica escolhida para desenvolver as atividades e pedir que,
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a partir de tais orientacoes, eles refacam, em casa, em horério
extraclasse, as situacoes 2.1 e 2.2.

Uma possibilidade para essa atividade é o uso do Plani-
lha Calc, parte do pacote LibreOffice, escolhido para orientar
essa atividade por se tratar de um software livre. Esse pro-
grama pode ser baixado gratuitamente no enderego eletrénico
https://pt-br.libreoffice.org/baixe-ja/libreoffice-novo/.

Ao abrir o Planilha Calc em um computador ou tablet, o
aluno verd uma janela de documento denominada “Sem titulo
1”7 como mostra a Figura 2.3. Esse nome pode ser substituido
pelo nome da atividade, salvando o arquivo em seguida. Nessa
mesma figura, sdo apresentados os principais componentes do
Planilha Calc, para conhecimento dos alunos.

Figura 2.3: Tela inicial da Planilha Calc

Barra de Titul
Barrade Men

Barra de Ferramentas Padra
Barra de Formatagao

Célula Aliva e Barra de Formulas.
Cabecalho de Colunas |
Cabecalho de Linhas |

\\

- @ @ &M

Fonte: Autoria propria

Na planilha apresentada na Figura 2.3, observamos uma fo-
lha de calculo que estd nomeada como “Planilha 1”. O aluno
pode deletar ou acrescentar novas folhas de calculo sempre que
necessario.

Ao refazer a Situacgao 2.1 na Planilha Calc do LibreOffice, o
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aluno deve primeiramente montar o cabecalho da tabela, orga-
nizando a atividade que serd desenvolvida. Um modelo para o
referido cabecalho é apresentado na Figura 2.4.

Figura 2.4: Organizagdo para a Situagdo 2.1

Arquivo  Editar Exibir |nserir Formatar  Estilos  Planilha Dados  Ferramentas  Janela  Ajuda

B-E-HB-D&R XHRMGRE- £ 409- S 20 | - -
Liberation Sans “Jwop ¥ N T S A-. === = = o
A2 2l S Z- =

F G | H |

Saldo devedor Juros  |Amortizagio| Prestacio

PE\C\D\EI
1 Situacfio 2.1

> | Més

A

3

6

7

8

a

Fonte: Autoria propria

Para exemplificar a Situacao 2.1, oriente seus alunos a mon-
tar a planilha contendo as 360 prestacoes do financiamento, se-

guindo os seguintes passos:

¢ Passo 1.

Em A3, digite o ntimero “1”, referente ao primeiro més.
Feito isso, insira em B3 o valor financiado e, em D3, o valor
referente a amortizagdo. Nessas células, virgulas devem ser

usadas para separar reais dos centavos.
o Passo 2.
Para a célula C3, digite na barra de férmulas, ou na prépria

célula, o comando =0,01*B3. O decimal 0,01 usado nesse
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comando refere-se a taxa de juros mencionada na atividade
(1%). Quanto a célula E3, digite =C3+D3.

¢ Passo 3.

Para preencher a proxima linha da tabela, insira os coman-
dos =A3+1, em A4, e =B3-D3, em B4. Digite também,
em D4, o comando =D38. J4 para as células C4 e E4, basta
copiar os contetdos de C3 e E3, usando os comandos “Co-
piar” e “Colar”, disponiveis no menu “Editar” ou na barra

de ferramentas.
¢ Passo 4.

Para configurar a apresentacdo em valores monetarios, se-
lecione o conjunto de células desejado e edite-o usando a

ferramenta “Células”, no menu “Formatar”.
o Passo 5.

As demais linhas da tabela serdo preenchidas a partir dos
comandos “Copiar” e “Colar”. Para isso, selecione o con-
junto de células A4:E4 e, por meio dos referidos comandos,
copie-o nas linhas seguintes, até obter o nimero de presta-
¢oes mencionado na atividade.

A Figura 2.5 mostra as primeiras linhas preenchidas, a partir
dos passos supracitados.
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§2.2. PRESTAQOES FIXAS OU DECRESCENTES: POR QUE A DIFERENGA?

Figura 2.5: Planilha preenchida para Situacao 2.1

A | ¢ NN o | ¢ |
1 Situagdo 2.1
2 Més Saldo devedor| Juros [Amortizagfio| Prestacio

El RS 126.000,00 [RE 1.260.00] R$ 350,00 | R$ 1.610,00
4 2 RS 125 650,00 | R$ 1.256,50 | R$ 350,00 | R$ 1606,50
5 3 RS 125.300,00 [ R$ 1.253,00 | R$ 350,00 |R$ 1.603,00
6 4 RS 124.950,00 | R$ 1. 249,50 | R$ 350,00 | R$ 1599,50
7 5 RS 124.600,00 [ R$ 1.246,00 | R$ 350,00 |R$ 1.506,00
8 6 RS 124 250,00 [ R$ 1. 242,50 | R$ 350,00 | R$ 1592,50
9 7 RS 123.000,00 [ R$ 1.239,00 | R$ 350,00 |R$ 1.589,00
10 8 RS 123 550,00 [ R$ 1.235,50 | R$ 350,00 | R$ 158550
11 9 RS 123.200,00 [ R$ 1.232,00 | R$ 350,00 |R$ 1.582,00
12 10 RS 122 850,00 | R$ 1.223,50 | R$ 350,00 | R$ 1578,50
13 11 RS 122.500,00 [ R$ 1.225,00 | R$ 350,00 |R$ 1.575,00
14 12 RS 122 150,00 [ R$ 1.221,50 | R$ 350,00 |R$ 157150

Fonte: Autoria propria

A planilha apresentada na Figura 2.5 pode ser usada para si-
mular novos financiamentos, cujas amortizagoes sejam constan-
tes. Para tanto, insira novos nimeros nas células B3 e D3. Caso
a taxa de juros seja diferente de 1%, altere também o comando
da célula C3, copiando-o, em seguida, para todos os valores da
coluna C. Caso o prazo do financiamento seja inferior a 360 me-
ses, valores negativos surgirdo nas células da coluna B, indicando
a liquidacao da divida a partir da linha que contém valores nulos
para o Saldo Devedor.

Quanto ao empréstimo proposto na Situacgao 2.2, o cabecalho
deve ser editado de acordo com os elementos mostrados no item
(a) da atividade, semelhante a Figura 2.6.
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Figura 2.6: Organizagdo para a Situacao 2.2
_EWW  : | _c | o |
Situagiio 2.2
Més |Divida anterior|  Juros Prestaciio | Divida atual

1

2
EN

4

5

Fonte: Autoria propria

Por se tratar de um sistema de amortizagao diferente, no
qual as prestagoes sao fixadas em R$ 400,00, as etapas para o

preenchimento dessa tabela de amortizacdo sao as seguintes.

¢ Passo 1.

Em A3, digite o nimero “1”, referente ao primeiro més.
Feito isso, insira em B3 o valor do empréstimo e, em D3, o

M M 7
valor referente a prestacao.

¢ Passo 2.

Na célula C3, insira o comando =0,01*B3 e, em E3, digite
=B3+C3-D3.

¢ Passo 3.

Para preencher a proxima linha da tabela, insira o comando
=A3+1 em A4 e digite nas células B4 e D4, os comandos
=F3 e =D3, respectivamente.

J& para as células C4 e E4, basta copiar os conteidos de C3
e E3, usando os comandos “Copiar” e “Colar”, mencionados

anteriormente.

¢ Feitos esses procedimentos, repetem-se os passos 4 e 5, lis-
tados na Situagao 2.1.
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§2.2. PRESTAQOES FIXAS OU DECRESCENTES: POR QUE A DIFERENGA?

A Figura 2.7 mostra as primeiras linhas preenchidas, segundo
as orientacdes descritas.

Figura 2.7: Planilha preenchida para Situagéo 2.2

A | o NN o | ¢ |
1 Situagiio 2.2
2 Més |Divida anterior| Juros Prestaciio | Divida atual

El R$ 10.000,00 [ RS 100,00 | R$ 400,00 |R$ 9.700,00
4 2 RE 9.700,00 R$ 97,00 R$ 400,00 | RE9.397,00
5 3 R% 9.397,00 RE 93,97 RE 400,00 | R 9.080,97
6 4 R% 9.080,97 R$ 00,01 R$ 400,00 | RE8.781,88
7 5 R% 5.781,88 RE 87,82 RE 400,00 | R 8.469,70
8 6 RE 8.469,70 R$ 84,70 R% 400,00 | R 8.154,40
9 7 R% 8.154,40 RE 81,54 RE 400,00 | R§7.835,94
10 g RE 7.835,04 R$ 78,36 R$ 400,00 | RE7.514,30
1 9 R% 7.514,30 RE 75,14 R 400,00 | RE7.189.44
12 10 RE 7.180,44 R$ 71,89 R% 400,00 | RE6.861,34
13 11 R% 6.861,34 RE 68,61 RE 400,00 | R%6.529,95
14 12 R% 6.520,95 R$ 65,30 R$ 400,00 | RE6.195,25

Fonte: Autoria propria

De forma semelhante a tabela construida para a Situagao 2.1,
a planilha apresentada na Figura 2.7 pode ser usada para simular
outros financiamentos, porém com prestacoes fixas. Para tanto,
insira novos nimeros nas células B3 e D3. Altere o comando da
célula C3, ajustando-o para a taxa de juros desejada, e copie-
o para todos os valores da coluna C. Valores negativos podem
surgir nas células da coluna E, indicando a liquidacao da divida
a partir do referido més.

Em ambas as situacdes, as tabelas de amortizagdo permi-
tem observar a evolucdo de todas as grandezas envolvidas nos
processos, bem como identificar os valores solicitados no desen-
volvimento de cada atividade.

Quanto ao total pago em juros e/ou em prestagoes, a fungao
SOMA constitui-se como um recurso eficaz nessa plataforma.
Nesse caso, em qualquer célula fora da tabela, é possivel usar o
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referido comando. Por exemplo, na Figura 2.8, referente a Situ-
agao 2.2, digitamos na célula I2 o comando =SOMA(C3:C31),
com C3:C31 o intervalo que contém os juros pagos ao longo das
29 parcelas do empréstimo. Um comando semelhante foi usado
na célula 14, para a soma das prestagoes.

Figura 2.8: Totais a pagar

| B

=

E | F | G | H

Situacéo 2.2
Divida anterior| Juros
R$ 10.000,00 | RS 100,00

9.700,00
9.397,00
9.000,97
8.781,88
8.469,70
8.154,40
7.835.94
7.514,30
7.189,44
5.861,34

ivida atual Juros totais R$ 1.564 8
9.700,00
039700 [ Soma das prestagées  |R$ 11.600,00]
9.090,87
8 781,88
5.469,70
5.154,40
7 835,94
7.514,30
7 189,44
5.861,34
652005
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Fonte: Autoria propria

A conferéncia desses totais na tabela da Situac¢ao 2.1 é uma
Otima oportunidade para praticar sobre a utilizacdo da funcao
SOMA. Peca aos alunos para fazerem isso!

2.3 Vamos praticar!

EXERCICIOS.

2.5 (Profmat - adaptada) Alceu tomou um empréstimo de
R$ 1.200,00 a juros mensais de 5%. Quitou-o em quatro me-
ses, amortizando i da divida original a cada més e pagando
juros sobre o saldo devedor.

A Tabela 2.5 mostra como foi a quitagdo desse montante ao
longo dos quatro meses.
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§2.3. VAMOS PRATICAR!

Tabela 2.5: Quitacdo do montante

Amortizagao Prestacao

Fonte: Autoria propria

Completada a Tabela 2.5, podemos concluir que o valor da
dltima prestacao que Alceu pagou nesse empréstimo foi:

(a) R$ 300,00. (b) R$ 315,00. (c) R$ 330,00. (d) R$ 345,00.
(e) R$ 360,00.

2.6 O exercicio anterior é um exemplo de sistema de amor-

tizagdo constante (SAC).

Assinale a afirmativa que justifica corretamente essa classi-
ficacdo.

(a) Os juros formam uma progressdo aritmética decres-

cente.

(b) As amortizagbes formam uma progressdo aritmética

constante.

(c) As amortizagoes formam uma progressao aritmética

decrescente.

(d) As prestagoes formam uma progressao aritmética cons-
tante.

(e) As prestagoes formam uma progressao aritmética de-
crescente.
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2.7 Sebastido é dono de um sitio, em uma pequena cidade na
Zona Rural. Como ele possui uma boa reserva financeira,
alguns moradores da cidade costumam negociar com ele pe-
quenos empréstimos financeiros. Um primo de Sebastiao fez
um empréstimo de R$ 800,00 com ele, a uma taxa de 10%
ao més, comprometendo-se a saldar a divida em dois meses.
No fim do primeiro més, seu primo lhe pagou uma parcela
de R$ 600,00. Assim, é correto afirmar que, para quitar o
empréstimo feito, ao final do segundo més, seu primo deve
lhe pagar:

(a) R$ 200,00. (b) R$ 280,00. (c) R$ 308,00. (d) R$ 368,00.
(e) R$ 380,00.

2.8 Michel vende mochilas escolares em seu colégio. Os pro-
dutos sao adquiridos por seu tio, que tem uma loja virtual
no Instagram, e divide seu lucro com Michel por mochila
que ele venda. Victor deseja adquirir uma dessas mochilas
com Michel e negocia compré-la de forma financiada a uma
taxa de juros compostos de 2% ao més. O primeiro paga-
mento, no valor de R$ 76,50, serd efetuado em um més apés
a aquisicao do produto. O segundo pagamento ocorrera em
um més apds o primeiro e terd o valor de R$ 78,03.

Para concretizar a compra, Michel leva para Victor a mo-
chila escolhida e a nota fiscal fornecida por seu tio com o

valor do produto a vista.

O valor a vista, em real, que devera constar na nota fiscal é
de:

(a) R$ 144,18. (b) R$ 150,00. (c) R$ 151,50. (d) R$ 154,53.
(e) R$ 170,00.
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§2.4. NINGUEM ME CONTOU ISSO ANTES!

A fim de apresentar mais possibilidades de resolugao para os

exercicios 2.7 e 2.8, ver Figura 2.9.

Figura 2.9: Sugestdo N° 5

Professor(a),

encorgje seus almos a
resolverem os exercicios
2.7 ¢ 2.6 usando 4
construgdo de tabelas
¢e/out linhas do tempo.

Fonte: Autoria propria

2.4 Ninguém me contou isso antes!

Crédito rotativo: um grande vilao do cartao de crédito

O cartao de crédito é uma das principais formas de paga-
mento usadas pelos consumidores em todo o mundo e, se-
gundo uma pesquisa do Servigo de Protecao ao Crédito (SPC
Brasil), no pais, jd sio quase 52 milhoes de usudrios.

Entre esses, 34% apontam a sequranga como principal van-
tagem do cartdo de crédito, uma vez que ndao é mecessdrio
andar sempre com dinheiro ou cheque. Outras vantagens
citadas pelos entrevistados sdo poder parcelar o valor das
compras, comprar mesmo quando nao tém dinheiro e ter um
prazo maior para pagar. Jd entre as desvantagens, citam-se
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o risco de comprar mais do que pode e o descontrole ao usar
o cartao, realizando compras ndao planejadas e por impulso.

Em meio a isso, a pesquisa apresenta um diagnostico preo-
cupante ao revelar que 79% dos consumidores nao sabem o
quanto pagam pela anuidade do cartdo e 72% desconhecem
o valor dos juros cobrados pelo uso do crédito rotativo.

[11]

A estratégia conhecida como crédito rotativo consiste em fi-
nanciar parte do valor da fatura para o més seguinte. No Brasil,
a taxa de juros dessa modalidade é uma das maiores do mundo.
Segundo [8], em novembro de 2019, essa taxa oscilava em torno
de 317% ao ano.

Para ilustrar o funcionamento dessa modalidade, suponha
uma fatura no valor R$ 1.000,00, na qual, por questdes diversas,
o dono do cartao opte por pagar apenas metade da divida.

Pelo crédito rotativo, os R$ 500,00 restantes serao financia-
dos na préxima fatura, sob a taxa de 12,64% a.m. (equivalente a
317% a.a.). Com isso, a divida serd atualizada para R$ 563,20.

Se o dono do cartdao optar por essa mesma estratégia de pa-
gamento nos préximos meses, o saldo da divida progredird con-

forme mostra a Tabela 2.6.
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§2.4. NINGUEM ME CONTOU ISSO ANTES!

Tabela 2.6: Progressao do saldo da divida (R$)

Crédito Rotativo

Valor da Valor a Valor da
fatura financiar préxima
fatura
1 1.000, 00 500, 00 500, 00 63,20 563,20
2 563, 20 281,60 281,60 35,59 317,19
3 317,19 158, 60 158, 59 20,05 178,64
4 178,64 89,32 89, 32 11,29 100, 61
5 100, 61 50, 30 50, 31 6,36 56,67
6 56,67 28,33 28,34 3,58 31,92
7 31,92 15,96 15,96 2,02 17,98
8 17,98 8,99 8,99 1,14 10,13
9 10,13 5,06 5,07 0,64 5,71
10 5,71 2,86 2,85 0,36 3,21
11 3,21 1,61 1,60 0,20 1,80
12 1,80 0,90 0,90 0,11 1,02

Fonte: Autoria propria

A andlise da Tabela 2.6 leva-nos a entender o crédito rotativo
como um sistema de financiamento em que as prestagoes (valor
da fatura) e juros progridem geometricamente, o que o diferencia
do SAC, cujos juros decrescem em PA, e da Tabela Price, na qual
hé prestacoes fixas.

Os valores registrados na tultima coluna da Tabela 2.6 for-
mam uma PG de razao ¢ = 0, 5632, cuja férmula,

V(n) = 563,20 - (0,5632)" L,

permite-nos deduzir a quitagdo da divida em um prazo de 22
meses, visto que V(22) = 563,20 - (0,5632)?2~! = R$ 0, 003.

Portanto, o total pago nesse periodo é dado pela soma dos
valores registrados na coluna “Valor pago”.
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Ao considerar esses valores como os elementos de uma PG
de razao
q=20,5632 e ay = 500,

22_1
522=a1'{q
qg—1

22
500, {(0,5632) 1}

temos:

0,5632 — 1
=500 - {2,28936}

= 1.144, 68.
Apesar de o total pago, Soo = R$ 1.144,68, ser levemente

superior a divida inicial, temos que considerar as seguintes situ-

acoes:

¢ Os valores registrados na tabela referem-se apenas ao finan-

ciamento do valor da primeira fatura;

¢ Esses valores serdo aumentados caso o usudrio continue uti-
lizando o cartao de crédito nos meses seguintes ou, ainda,
caso haja parcelas a vencer de compras anteriores a fatura
mencionada;

¢ Visto que as dividas geradas pelo crédito rotativo sdo agre-
gadas aos gastos mensais e as prestacoes de compras par-
celadas, o valor da proxima fatura é bem maior do que o

esperado.

Nessas condigoes, a opc¢ao constante pelo crédito rotativo,
simultanea ao uso continuo do cartdo e as compras parceladas,
gera o efeito “bola de neve”, tido como um dos grandes vilées no
uso do dinheiro de plastico. Entao, tenha cuidado! Planeje-se!
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§2.5. PROFESSOR(A), E SE ...7

2.5 Professor(a), e se ...7
Professor(a), e se o financiamento for feito com entrada?

Nesse caso, o valor a ser financiado, seja pelo Sistema SAC
ou pela Tabela Price, é a diferenca entre o valor do empréstimo
e o valor pago no ato da compra. Calculada essa diferenca, a
evolugdo da divida dé-se nos mesmos moldes apresentados neste
capitulo.

Professor(a), e se nem as amortiza¢oes nem as prestacoes

forem constantes?

Conforme visto na Secdo 2.4, existem sistemas em que as
amortizagoes e/ou prestagdes nao sdo constantes. Nesse caso,
convém analisar as tabelas de amortizacdo a fim de identificar
padroes descritos por PAs e/ou PGs ou, ainda, por outros tipos
de progressoes.

Professor(a), SAC e Price servem para todo tipo de
financiamento?

N&o. Apesar da vasta utilizacdo de ambos, existem outros
sistemas. Ha modalidades em que as amortizagoes ocorrem de
forma tnica (Sistema Americano), no final do prazo da negocia-
¢do, e também ha modalidades em que as amortiza¢ées ocorrem
de forma inconstante (Sistema Sacre). Esses casos ndo serdo
tratados nesse material, uma vez que ndo sao os sistemas de

financiamentos mais comuns.
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CapriTUuLO 3

TABELA PRICE

Agora é hora de retomar as caracteristicas do sistema francés
de amortizacdo, a Tabela Price.

Para a execucgao deste capitulo, vocé precisara de 2 horas-
aulas.

A primeira se¢do, Se¢do 3.1, tem a finalidade de:

o verificar a necessidade da atualizacdo das parcelas em atraso;
¢ identificar sequéncias de atualiza¢des como PGs;

¢ calcular o valor fixo das prestacoes nas situagoes propostas.

Para isso, os alunos, organizados em duplas ou trios, terdo
30 minutos para resolverem as situagoes propostas. Devido a
natureza das operacoes, sao aconselhdveis o uso de calculadora
e a intervencao do professor.

Na Secdo 3.2, é hora de generalizar as situagbes da segao
anterior. Esse processo vai nos permitir deduzir a formula para
o célculo das prestacoes da Tabela Price. Essa explanacao pode
ser feita em um periodo de 20 minutos.

Ainda na Segéo 3.2, exibimos na Subsec¢do 3.2.1 uma apre-
sentacao dos comandos especificos das planilhas eletronicas para
esse sistema, especialmente no calculo das prestagoes. Lembra-
mos aos professores que desejarem trabalhar com esses recursos
a necessidade de dedicar mais uma hora-aula para essa tarefa.
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Na Secao 3.3 sdo propostas algumas atividades que podem
ser feitas em sala de aula. Para tanto, os alunos disporao de 20
minutos. Concluido esse periodo, divulga-se o gabarito, detona-
dor de possiveis correcoes. Vale, entdo, acrescentar 10 minutos
para sanar possiveis dividas.

A Se¢do 3.4 mostra uma situagdo em que a finalidade das
prestacoes fixas ndo é quitar dividas, mas acumular patrimonio.
O texto pode ser lido em sala de aula e usado para explorar si-
tuagoes semelhantes, propostas pelos proprios estudantes. Para
isso, sugere-se um periodo de 10 minutos. Se o professor julgar
conveniente, a leitura pode ser usada como atividade para ser
feita em casa.

Ja na Secdo 3.5, sdo apresentadas possiveis duvidas dos estu-
dantes quanto a utilizacdo das féormulas apresentadas para essa
modalidade de financiamento. As perguntas desta se¢do foram
feitas pelos participantes da aplicagdo deste material e/ou pro-

postas pelos autores.

3.1 E hora de explorar!

3.1. SITUAGAO.

Na data 10/01/2020, Marina comprou um tablet no valor de
R$ 924,58.

A loja dava-lhe a opgao de parcelar esse valor em 6 vezes no

cartdo de crédito ou no carné. Uma vez que seu cartdo estava
com o limite insuficiente, Marina optou pelo carné, composto
por 6 boletos, no valor R$ 200,00 cada.

Sabendo que a taxa de juros vigente nessa modalidade era
de 8% a.m. e que os vencimentos ocorreriam no dia 10 de cada
més, faca o que se pede.
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§3.1. E HORA DE EXPLORAR!

(a) De acordo com as defini¢oes das aulas anteriores, defina
qual é o sistema de financiamento vigente nesse contrato.
Justifique.

(b) Por motivos diversos, Marina ndo conseguiu pagar as par-
celas em dia. Na verdade, ela precisou agendar todos os
pagamentos para 10/07/2020.

Nessas condigoes, indique quais prestacoes sofreriam reajus-
tes.

(c) Complete a Tabela 3.1 mostrando os valores atualizados de
cada prestacao, reajustados para pagamento em 10/07,/2020.
E conveniente comecar pela tltima prestacio.

Tabela 3.1: Atualizacdo das prestagdes em atraso

Valor
atualizado

Prestacao Vencimento Valor original

10/02/2020 R$ 200, 00

10/03/2020 R$ 200,00
10/04,/2020 R$ 200,00
10/05/2020 R$ 200,00
10/06,/2020 R$ 200,00
10/07/2020 R$ 200,00

Fonte: Autoria propria

(d) Apéds organizar os valores na ultima coluna da tabela em
ordem crescente, classifique a sequéncia formada.

(e) Determine a razao da sequéncia formada no item anterior.
(f) Calcule a soma dos elementos dessa sequéncia.

(g) Considerando uma inflacdo de 8% ao més, calcule o valor
do tablet, caso a compra a vista seja feita em 10/07,/2020.
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(h) Compare as respostas dos itens (f) e (g).

3.2. SITUAGAO.

Ao abrir a fatura do cartdo de crédito, é comum o usudrio
deparar-se com as seguintes opc¢oes de pagamento: integral, mi-

nimo e parcelado.

Se optar pelo pagamento minimo, o cliente pode escolher pa-
gar qualquer valor entre o valor total da fatura e o valor minimo
estipulado pela administradora. Nesse caso, o valor restante sera
refinanciado para a préxima fatura, sob a taxa de 15% a.m.

Caso o usuario escolha o pagamento parcelado, ele quitara a
fatura em prestacgoes fixas. O usuario paga a primeira parcela
na data do vencimento da fatura e as demais serdo debitadas nas
faturas seguintes. Nesse caso, o valor das prestagoes é calculado
sob uma taxa de 12% a.m.

Considere a situagdo em que Samuel recebe a fatura do seu
cartao no valor de R$ 1.200,00 a vencer em 22/04/2020. Sem
condigoes de quitar integralmente a fatura, ele opta pelo paga-
mento parcelado, assumindo 6 prestagoes fixas de “P” reais.

Considerando a taxa de juros mencionada no texto para essa
modalidade, faca o que se pede.

(a) De forma semelhante ao item (c) da situagdo anterior, com-
plete a Tabela 3.2 mostrando os valores atualizados de cada
prestacao.
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§3.1. E HORA DE EXPLORAR!

Tabela 3.2: Atualizagdo das prestagdes em atraso

Valor
atualizado

Prestacao Vencimento Valor original

22/04,/2020
22/05/2020
22/06,/2020
22/07/2020
22/08,/2020
22/09,/2020

javBavilavilisv B sv v}

Fonte: Autoria propria

(b) Calcule a soma das prestagoes atualizadas.

(c) Calcule o valor dessa fatura, caso ela fosse paga integral-

mente um semestre apds o vencimento.

(d) A partir dos itens (b) e (c) e também da concluséo da Situ-
acao 3.1, calcule o valor “P” da prestacgao.

Para melhor orientar os alunos na resolugao da Situacao 3.2,

ver Figura 3.1.
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Figura 3.1: Sugestao N° 6

Professor(a),

esteja atento para gue
05 dlunos resolvam g
Situdgdo 3.2, da mesma
forma que conduziram 4
resolugdo da situacdo 3.1,

e

Fonte: Autoria prépria
3.2 Como calcular o valor das prestacoes?

De acordo com item (h) da Situacdo 3.1, a soma das presta-
¢oes atualizadas é equivalente ao valor futuro do bem financiado,

isto é,

(Pj):P6+P5+P4+P3+P2+Pl:Vfuturo-
1

6
Jj=

O célculo das prestacoes atualizadas ocorre com base nos

fatores de atualizacdo mostrados na Tabela 3.3.
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Tabela 3.3: Prestacoes atualizadas conforme os fatores de atualizacdo

Prestacao Valor Fator de Valor

original atualizacao atualizado

R$ 200,00 (1,08)°

R$ 200, 00 (1,08)* 272,10
R$ 200,00 (1,08)3 251,94
R$ 200,00 (1,08)2 233,28
R$ 200,00 (1,08)* 216,00
R$ 200,00 (1,08)° 200,00

Fonte: Autoria propria

Ao analisar a tltima coluna da Tabela 3.3, podemos, entéao,
considerar que as prestacoes atualizadas, tomadas da ultima a
primeira, formam uma PG crescente de razao ¢ = 1,08.

Assim, a soma dessas prestagoes pode ser calculada por meio
da férmula da soma de termos de uma PG, a saber,

q”—l)

S, = ay - .

no (q—l
(Pj))=Ps+Ps+Py+P3s+ P+ P

1
1,080 -1
—9 B et
00,00 (1708_1>

6
Jj=

= R$ 1.467, 19.

J& o valor futuro do bem financiado é dado pela férmula de
juros compostos, a saber, M = C' - (1 +14)", tomando

M — Vfuturo 3 C - Vatual-

Viwturo = Vatual - (1 +14)" = 924,58 - (1 +0,08)° = R$ 1.467, 19.
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Para generalizar essa situagdo, tomemos um bem, cujo preco
é “V” reais, financiado em “n” prestacgoes fixas no valor de “P”
reais, sob uma taxa mensal “i”.

A partir dessas incégnitas, os valores atualizados das presta-
coes serao

P=P- (149"
Py=P.-(14149)"2

Py=P- (140"

P;=P-(1+i)" .

Generalizando, podemos escrever que o valor da n-ésima presta-

¢ao sera
P,=P-(1+9)" " =P

Ao tomarmos esses valores considerando a ordem crescente
das poténcias (1 + )"/, temos uma PG de razio ¢ = (1 +1).

Nesse caso, consideramos
=P -(1+i)°=Pea,=P-(14+i)"L

Portanto, escrevemos

n n
P-(1+)" 7 =) P-q"7
=1 j=1

J

P_|_P.q_|_P.q2_|_...+P.q"*2+P.q”*1_

. 7’ n__ N ~ .
Aplicando a féormula S, = aj - (qq_ll) a expressao acima,
temos
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n

n—1
Z(Pj) = P+P-q+P-¢*+---+P-¢" 2+P-¢" ' = P (qq — ) .
j=1

Sob esse conjunto de incognitas, {V,n, P,i}, generalizamos
também o valor futuro.

Vf’uturo = Vatual * (1 + 'l)n =V. (1 + ’L)n
De acordo com o que foi definido no inicio desta secao, temos

P;) = uturo P
]z:l( ) = Viu = (q—l

):v«ymw

Substituindo ¢ = (1 +17) :

n

P-(q 11)=V.(1+z')"

q-—
(1+1)n_1 _ . V()
:P-((1+i)_1>—V (1+19)

N P.(W) V(1 44)"
— P [1+4)"—1]=V-i (1+i)"

Dividindo ambos os membros da igualdade por (1 + )"

P l—(14d)™"]=V-i

Vi
1—(1+i)™

Essa expressao é a férmula utilizada para se calcular o valor

:}P:

da prestacao em um financiamento baseado na Tabela Price, sem

entrada e sem caréncia. Sobre essa féormula, ver Figura 3.2.
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Situagoes com entrada e/ou caréncia serdo abordadas na se-

¢ao “Professor(a), e se ...7"

Figura 3.2: Sugestao N° 7

Frofessor(a)l,

A fBrmala apresentada acima também pode ser
deduzida a partir do valor atval (4 vista)
do bem financiado, Nessé casso €
necessAario que 1odas As prestagses sejam
ANFECIPAAAS PAVYA 4 AATA dA LOMPYA, e

am processo semelhante gdo aprésentado na
segdo 1.4, o capitulo 1. €ssa dedugdo estd
VEQISTIAAA HoS AMENDS,

Fonte: Autoria propria

Vejamos a aplicagdo da férmula da Tabela Price na Situa-
¢ao 3.2.
Uma fatura de R$ 1.200,00 foi parcelada em 6 prestacoes de

P reais, sob a taxa de 12% a.m. Qual é a valor de cada prestacao?

Vi 1.200,00 - 0, 12 144,00

P: = — —
1—(1+i)™ 1—(140,12)=6 ~ 1—-0,507

R$ 291, 87.

A mesma expressdo também é valida para calcular o valor

financiado V, dados o valor e a quantidade das prestacoes e a
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taxa de juros.
Para ilustrar isso, voltemos a Situagao 2.1, no Capitulo 2.
Um empréstimo é saldado em 29 parcelas de R$ 400,00, sob
a taxa de 1% a.m. Qual é o valor do empréstimo?

Vi V-0,01
1—(1+i)" 1—(140,01)~2
0,01V
— 400 = 2V
00= 10719

= 400 = 0,040V

= V = R$ 10.000, 00.

3.1. OBSERVAQAO.

Manipulagoes algébricas distintas, bem como a quantidade
de casas decimais utilizadas, podem gerar resultados diferentes

do apresentado, mas com uma aproximacao razoavel.

3.2.1 Prestagoes constantes na Planilha Calc

Além das tabelas de amortizagdo apresentadas no capitulo
anterior, as planilhas eletronicas oferecem fungoes especificas
para o trabalho com a Tabela Price. Entre essas, destacamos
a funcdo PGTO, cujo resultado corresponde a féormula usada no
calculo das prestagoes fixas de um financiamento, a saber,

Vi
T 11+

Nas planilhas eletronicas, o comando PGTO requer infor-
magoes sobre a taxa de juros (Taxa), o nimero de prestagoes
(NPER) e o valor financiado (VP). Para exibi-las, usaremos a

configuracao apresentada na Figura 3.3.
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Figura 3.3: Uso do comando PGTO

ST |

1 Taxa de juros
2 Mimero de prestagdes
3 Walor financiado
4
_ Valor daprestacio | ]

Fonte: Autoria propria

Para conduzir a construcao dessa planilha, utilizaremos os
valores mencionados na Situac¢ao 3.2: uma divida de R$ 1.200,00
financiada em 6 prestagoes fixas, calculadas sob a taxa de juros
de 12%. Esses dados devem ser inseridos nas células C3, C2 e
C1, nessa ordem. Lembre-se de que, ao digitar a taxa de juros,
deve-se considerar a forma decimal (12% = 0,12).

E em C5 que a funcio PGTO serd inserida. Nesse caso, com
o cursor sobre a referida célula, clique no icone “f,”, a esquerda
da barra de férmulas. O icone, destacado na Figura 3.4, abrira
o “Assistente de Fungoes”.

Na aba “Funcbes”, digite no campo “Pesquisar” a func¢ao de-
sejada, PGTO, e selecione-a na lista de fungoes (ver Figura 3.5).
Nessa lista, constam diversos outros itens que se aplicam ao es-
tudo de Empréstimos & Financiamentos, mas nao serao explo-
rados neste texto.
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Figura 3.4: Assistente de Funcoes

Arquive Editar Exibir |nserir  Eormatar Estilos  Planilha
3 =t O, 5 K |
B-E-H-DeQ@ X B G-
Liberation Sans ~| [(10pt ¥ N I i ﬁ
A | D

Taxa de juros 0,12

Numero de prestagdes 6|
Valor financiado R$ 1.200,00]

ESIPERLEN e

Fonte: Autoria prépria/

Figura 3.5: Pesquisa da fun¢do PGTO

Asglente de fungaes X
Aquivo Editar Exbir Inserc Formatar  Est

B-Den X s Estrtura Resultado da fungdo,

= roto
toersionsin: || [10pt 7] N T | |[poral
PGTO( Taxa; NPER; VP; VF; Tipo )

Taxa de juros 012[] Eungso ‘anuidade, com base em pagamentos regulares e uma taxa fixa de:

Valor financiado RS 1.200,00

PGTOCAPACUM_ADD.
PGTOPRINC
ppGTO

|

Formula Resultado | #NULO!

Do [ Tl [ oo =

o[efelellelels

Fonte: Autoria propria

Um clique duplo sobre a funcdo PGTO na lista de fungoes,
abrird novos campos de preenchimento, apresentados na Figura
3.6. Nela, os destaques “Taxa”, “NPER” e “VP” referem-se,
respectivamente, a taxa de juros, ao nimero de periodos (pres-
tagoes) e ao valor presente do bem/servigo financiado.
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Figura 3.6: Preenchimento da fun¢do PGTO

(B Tebelas de smortizagso.ods - LibreOffice C Assistente de fundes X

Arquive Editar Exibir Inserir Formatar Est]

Fungdes Estrutura PGTO Resultado da fungio | RS 201,67
Pesquisar Pagamentos regulares. Retorna o pagamento perisdico de uma
F—— - anuidade, com base em pagamentos regulares e ums taxa fixa de
Pg juros periédicos.
5 pgrg  Cetegera VP (necessério)
1| [Financeiras -
| A B Valor presente. Q valor atual de uma série de pagamentos

1 Taxa de juros 0.12| Fungéo
e e | E—

3 Valor financiado RS 1.200,00 ~
= PGTOCAPACUM_ADD Taa | i | C1 =
I Vaior da prosacs PGTOPRING

5 PPGTO NPER | fy 2 =

7 PRECO

B PRECODESC ve | fx =

9 PREGOPRIMINC =

10 PRECOULTING vE | fx gl .
| PRECOVENC
2 RECEBER
% RINV Femr Resultado RS 291,87

= SDA =PGTO(CT:C2-C3) ~

3 TAXA

7 TAXAJUROS

18 TR v 5
_19 |
_20 |

2 [ Maticial Ajuda < Voltar e Foremn

2

Fonte: Autoria propria

Na Figura 3.6, os campos “Taxa”, “NPER” e “VP” foram
preenchidos a partir das células C1, C2 e —C3, em que o sinal
negativo indica uma divida. Para essa construgdo, ndo carece
o preenchimento do campo “VF”, referente ao valor futuro do
bem/servigo. Finalizando, basta clicar em “OK” para exibir o
resultado na célula C5, automaticamente.

Para outros financiamentos, o valor fixo das parcelas sera au-
tomaticamente alterado, mediante a inser¢do de novos nimeros
nas células C1, C2 e C3, dispensando alteragoes adicionais em
C5. Experimente isso com seus alunos!
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3.3 Vamos praticar!

EXERcicIOS.
3.9 Considere a oferta mostrada na Figura 3.7.

Figura 3.7: Oferta

Tablet Tela 8 + 128G wifi

.r..-u RS 6?.9-@ . tio da loja ’
ae 15X RS 51,78 =

ou R$ 776,67

de RS 77 67 sem juros

Fonte: Autoria propria

Nesse anuncio, verificamos trés opgoes de pagamento: a
vista, parcelado em 15 vezes no cartdo da loja e parcelado

em 10 vezes nos demalis cartoes.

Apés comparar as modalidades parceladas, verifique se as
afirmativas a seguir sdo verdadeiras (V) ou falsas (F).

(a) () A soma das prestacgoes é a mesma.

(b) () O valor a vista é 10% menor do que o valor parce-
lado.

(¢) () O valor financiado no cartdo da loja é menor.
(d) () O cartdao da loja tem a menor taxa de juros.

(e) () Os parcelamentos sao baseados na Tabela Price.

55



3.10 Ao financiar um valor V' ao longo de ¢t meses, o valor
da prestacio pode ser obtido pela férmula

Vi

P=——
1— (14

em que 7 é a taxa mensal de juros.

Sabendo disso, é correto afirmar que, ao financiar uma moto
de R$ 12.000,00, em 48 meses, sob taxa mensal de 2%, o
valor da prestacao é, aproximadamente:

Obs.: ao usar a calculadora, utilize valores com aproxima-
coes de trés casas decimais.

(a) R$ 380,00. (b) R$ 390,00. (c) R$ 400,00. (d) R$ 410,00.
(e) R$ 420,00.

3.11 Ao renegociar sua divida com o banco, um cliente con-
corda em quitd-la em 8 prestacoes de R$ 174,00, sob uma
taxa mensal de 8%.

Sabe-se que essas prestacoes serdo debitadas mensalmente
na conta do cliente e que a primeira cobranga ocorrerd em

um més apds a renegociagao.

Nessas condigoes, é correto afirmar que o valor inicial da

divida é aproximadamente:

Observacdo: ao usar a calculadora utilize valores com apro-

ximagoes de trés casas decimais.

(a) R$ 1.000,00. (b) R$ 1.100,00. (c) R$ 1.200,00.
(d) R$ 1.300,00. (e) R$ 1.400,00.

Para uma outra proposta de resolucao dos exercicios 3.10 e
3.11, ver Figura 3.8.
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Figura 3.8: Sugestao N° 8

FProfessor{a),

CASL SCUS Alunss +enham
acesso a planilhas eletrbnicas,
pega-ihes que usem essa
fervamenta na resolugio dos
exercicios 3.10 ¢ 3.11.

Fonte: Autoria prépria

3.12 Uma TV que, a vista, custa R$ 2.000,00 serd paga em
4 parcelas iguais, as quais s@o uma entrada e 3 prestagoes

mensais.

Se a taxa de juros é de 3% ao més, o valor de cada parcela
serd de:

(a) R$ 500,00. (b) R$ 522,38. (c) R$ 538,05. (d) R$ 546,36.
() R$ 562,75.

Sobre o exercicio 3.12, ver Figura 3.9.
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Figura 3.9: Sugestao N° 9

Frofessor{a),

USE 0 EXErcicio 312 para
explorar o uso da formula
em casos de financiamentos
com entrada,

Fonte: Autoria prépria

3.4 Ninguém me contou isso antes!

E se, ao invés de financiar um bem, escolhermos

guardar o dinheiro?

Roberto é um jovem de 18 anos que tem a ambicdao de com-
prar uma moto. Algumas de suas pesquisas mostram a versao
“0 Km” do modelo desejado custando R$ 12.000,00, valor que
pode ser financiado em 24 prestacoes de R$ 634,45, sob a taxa
de 2% a.m.

Por nao ser ainda habilitado, Roberto decide ndo comprar
a moto agora. No entanto, ele pretende guardar parte do seu
salario que recebe como estagidrio para alcancar seu objetivo
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no futuro, quando tiver permissao legal para dirigir. O gerente
do banco pelo qual o rapaz recebe o salario sugeriu que esses
valores fossem guardados em um fundo de investimento, cujo
rendimento mensal é 1% sobre o saldo atual do mesmo.

Ciente do objetivo de Roberto, o gerente fez uma simulagao
baseada em depdsitos mensais de R$ 600,00. A evolucao desses
depésitos consta na Tabela 3.4.

O gerente mostrou a Roberto que, em 2 anos, ele acumularia
R$ 16.184,08, valor superior a soma de todas as prestagoes da
moto, R$ 15.226,80. Esse argumento foi suficiente para conven-
cer Roberto a contratar o servico.

Ainda sobre a construgao da Tabela 3.4, ver Figura 3.10.

Figura 3.10: Sugestdo N2 10

Professor(a),

PELa A0S Alunos para comparar
as estruturas das tavelas 3.4,
nessa segdo, € 2.2,

no Capitulo 2.

As diferengas sio bem
Interessantes!

Fonte: Autoria propria
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Tabela 3.4: Simulagdo (R$)

Meés Saldo Juros Depésito Saldo atual
anterior
1 — - 600, 00 600, 00
P 600, 00 6,00 600, 00 1.206, 00
3 1.206, 00 12,06 600, 00 1.818,06
4 1.818,06 18,18 600, 00 2.436,24
5 2.436,24 24, 36 600, 00 3.060, 60
6 3.060, 60 30,61 600, 00 3.691,21
7 3.691,21 36,91 600, 00 4.328,12
8 4.328,12 43,28 600, 00 4.971,40
9 4.971,40 49,71 600, 00 5.621,12
5.621,12 56,21 600, 00 6.277,33
6.277,33 62,77 600, 00 6.940, 10
6.940, 10 69, 40 600, 00 7.609, 50
7.609, 50 76,10 600, 00 8.285, 60
8.285,60 82,86 600, 00 8.968, 45
8.968, 45 89, 68 600, 00 9.658, 14
9.658, 14 96, 58 600, 00 10.354,72
10.354,72 103,55 600, 00 11.058,27
11.058, 27 110, 58 600, 00 11.768, 85
11.768, 85 117,69 600, 00 12.486, 54
12.486, 54 124,87 600, 00 13.211,40
13.211, 40 132,11 600, 00 13.943, 52
13.943, 52 139,44 600, 00 14.682,95
14.682, 95 146, 83 600, 00 15.429,78
15.429,78 154,30 600, 00 16.184,08

Fonte: Autoria propria

A Tabela 3.4 apresentada a Roberto é baseada em prestacoes
constantes, semelhante as primeiras tabelas construidas para
exemplificar o sistema francés de amortizacdo, a Tabela Price.
Porém, a intencao dessas prestacoes nao é amortizar uma divida,
mas acumular capital.

Nesse exemplo, a fungao S,y = 60.000-[(1,01)" —1] permite-
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nos calcular o saldo em tempos mostrados na tabela e além.
Veja alguns testes:

¢ Em 10 meses, temos

S(10) = 60.000 - [(1,01)'° — 1] = R$ 6.277, 33;
¢ Em 24 meses, temos

S(24y = 60.000 - [(1,01)*" — 1] = R$ 16.184, 08;
o Em 33 meses, temos

S(a3) = 60.000 - [(1,01)* — 1] = R$ 23.321, 41;
o Em 48 meses, temos

Ss) = 60.000 - [(1,01)"® — 1] = R$ 36.733, 56.

Essa funcao foi obtida a partir de uma férmula que estabelece
a relacdo entre o saldo acumulado (S,), o valor dos depésitos
(D), o prazo (n) e a taxa de juros (7).

i
A expressao acima é muito utilizada entre aqueles que tra-

0y = p- [ 1]

balham na area de financas, principalmente ao se estudar inves-
timentos cujos depdsitos e taxas de juros sao constantes.

Entretanto, é importante mencionar que as taxas de juros vi-
gentes em modalidades de investimento podem ser bem diferen-
tes das taxas praticadas em empréstimos e/ou financiamentos.
Portanto, fique atento!

Seja qual for a situagdo, ndo se iluda com prestagdes que
caibam em seu or¢amento. Os obsticulos a serem driblados aqui
sdo as taxas de juros.

Entao, antes de fazer empréstimos e/ou financiamentos, ou

até mesmo investimentos, pesquise!
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3.5 Professor(a), e se ...7
Professor(a), e se o financiamento for com entrada?

A férmula P = % é valida apenas para financiamen-
tos sem entrada, nos quais a primeira prestacao é paga um més
apo6s a concessao do empréstimo.

Se no ato da concessdo do empréstimo for paga uma entrada
de F reais, o valor financiando serd (V — E) e a férmula a ser

aplicada para o calculo das prestacoes sera alterada para

p_ (V — E) ¥ .
1—(14+4)™
Caso o valor da entrada seja uma das prestacgoes (E = P),
escrevemos
 (V=P)-i
1—(1+i)—

Manipulagoes algébricas dessa expressdo permitem-nos es-

crever

Vi
11— (143" -1+14)’
que é equivalente a dividir o resultado da férmula original por
(1+14).
Ha também os financiamentos com caréncia, nos quais a pri-

P=

meira parcela é paga k meses apés a concessao do empréstimo.
Nesse caso, o resultado da férmula original deve ser multiplicado
pelo fator (1 +4)F.

Professor(a), e se eu usar a formula de depdsito para calcular o
valor da prestacao?

Embora as expressoes

S:D'{(Hi)nl} ep—_ V1

1
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sejam parecidas, as aplicagoes sdo bem distintas. Conforme visto
na secio anterior, a férmula “S” serve para acumular capital, ao
passo que “P” tem a finalidade de quitar um empréstimo.

Os valores V e S também diferem em suas defini¢Ges, uma vez
que V é o valor do empréstimo concedido no inicio do processo
e S, o valor do saldo ao final do processo.

A questao dos juros também ¢é crucial, visto que o fator (14
i)™ denota juros crescentes a medida que (1+1¢)~"™ implica juros
decrescentes.

Numericamente falando, para um empréstimo de
R$ 10.000,00, quitado em 24 prestacoes, sob a taxa 1% a.m.,

temos prestacoes no valor

10.000- 0,01

P=—""""""
1—(1,01)~24

= R$ 470, 73.

Se, ao invés de pagar essas prestagoes, optarmos por fazer
depdsitos mensais de R$470,73 em fundo de investimento, sob a

mesma taxa, ao final de 24 meses, teremos um saldo

(1,01)%4 — 1

=4 .
S 70,73 [ 0.01

1 = R$ 12.697, 22,
superior a soma de todas as prestagoes.

“Professor(a), e se, no exemplo da moto, eu guardar o valor da

prestacdo, da taxa de 2%¢”

Uma nova tabela pode ser construida para registrar os 24
depositos de R$ 634,45.

Nesse caso, o saldo ao final do periodo é calculado a seguir.
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§=p. [Ar =Y

]

= 634,45 -
’ 0,02

(1+0,02)% — 1]

= R$ 19.301, 15.

Esse valor coincide com o valor futuro da moto,
Viwturo = 12.000 - (1,02)** = R $19.301, 15.

Concluimos que, ao fazermos dep0dsitos mensais constantes,
por um determinado prazo, o saldo acumulado ao final do pe-
riodo é equivalente ao valor futuro de um bem que é financiado
sob a mesma taxa de juros e com prestacdes mensais idénticas

ao valor dos depésitos.

“Professor(a), e se a moto for mais cara ao final do periodo?”

E claro que ela ficard mais cara!

A principio, ela custaria Viuuo = 12.000 - (1,02)%* =
19.301, 15, o que equivale a um aumento anual de 26,82%. Para
que ela custe Soy = R$ 16.184, 08, o aumento anual deveria ser
de 16,13%.

No entanto, a realidade dos tltimos cinco anos traz taxas de
aumento bem diferentes, regidas pela inflacdo. Observe: 6,29%
(2016); 2,95% (2017); 3,75% (2017); 4,31% (2019) e 4,52% (2020).

Considerando esses niimeros, temos entdo uma inflagdo mé-
dia de 4,36% ao ano, sob a qual estimamos o valor futuro da

moto (‘/inflagdo) .

Vin flagao = 12.000 - (1,0436)2 = R$ 13.069, 21 < Sas < Viuturo-
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Nessas condigoes, os depdésitos propostos pelo gerente ainda

sao vantajosos.
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CaAPIiTULO 4

SISTEMA SAC

Agora é hora de retomar as caracteristicas do sistema de
amortizagdes constantes, o Sistema SAC.

Para a execucdo deste capitulo, vocé precisard de 2 horas-
aulas.

A Secdo 4.1 tem os seguintes objetivos:

¢ retomar o conceito de taxas equivalentes;

¢ identificar a evolugdo das grandezas SAC como progressoes
aritméticas;

o comparar a quitacdo da divida em sistemas SAC e Tabela
Price.

Para isso, os alunos, organizados em duplas e/ou trios, terao
20 minutos para resolverem as situacbes sugeridas. Devido a
natureza das operacdes, sao aconselhdveis o uso de calculadora
e a intervencao do(a) professor(a).

Na Secao 4.2, é hora de mostrar como as progressoes aritmé-
ticas regem o sistema SAC. Cabe aos alunos escrever os termos
gerais dessas sequéncias e, posteriormente, serd mostrado a eles
sua aplicabilidade e generalizacbes. As vantagens e desvantagens
desse sistema também devem ser abordadas nesta secdo. Essa
explanagao pode ser feita em um periodo de 30 minutos.

Ainda na Segao 4.2, apresentamos na Subsegao 4.2.1 as cons-
trugoes de um simulador de financiamento em planilhas eletroni-

cas. Lembramos que essa construcido é uma opg¢ao para turmas
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que tenham acesso a laboratérios de informdtica e/ou recursos
computacionais disponiveis em sala de aula. Essas agoes reque-
rem o acréscimo de uma hora-aula aos trabalhos.

Na Segao 4.3, sd@o propostas algumas atividades nas quais os
alunos podem comparar as caracteristicas de ambos os sistemas.
Para tanto, sugere-se usar 20 minutos da aula para que essas
atividades sejam feitas em sala. Concluido esse periodo, divulga-
se o gabarito, detonador de possiveis correcoes. Vale, entéo,
acrescentar 10 minutos para sanar ocasionais dividas.

O texto da Sec¢ao 4.4 mostra possiveis variagoes de um finan-
ciamento dentro do sistema SAC. Sugere-se um periodo de 10
minutos para que o texto possa ser lido e comentado em sala de
aula, além de explorar situacoes semelhantes mencionadas pelos
préprios alunos.

Ja na Sec¢do 4.5 sdo apresentadas ocasionais duvidas dos es-
tudantes quanto as aplicabilidades dos sistemas estudados. As
perguntas desta se¢ao foram feitas pelos alunos presentes na apli-
cagao experimental deste material e/ou propostas pelos autores.

4.1 E hora de explorar!

4.1. SITUAGAO.

Para financiamentos imobilidrios, um banco oferece planos

com taxas de juros varidveis, determinadas pelos indices de in-
flacdo, e também com taxas fixas.

Em todos os planos regidos pelo sistema SAC, a institui¢ao
financia até 80% do valor do imével em um prazo de até 480
meses.

A fim de explorar os planos disponiveis, um cliente faz uma
série de simulagoes.

Em uma delas, ele financia um apartamento de 150 mil reais,
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§4.1. E HORA DE EXPLORAR!

em 30 anos, sob uma taxa anual fixada em 8,5%. Para validar
essa simulacdo, ele estipula uma entrada de 40% do valor do
imével.

Nessas condicoes, faga o que se pede.

(a) Determine o valor a ser financiado.
(b) Determine o valor da prestagdo sem juros.
(c) Determine a taxa de juros mensal.

(d) No sistema SAC, a resposta do item (b) equivale & amorti-
zacdo mensal da divida. Uma vez que a prestacdo mensal é
a soma dessa amortizagdo aos juros sobre o saldo devedor,
preencha a Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Financiamento Imobilidrio através do SAC

Saldo Juros Amortizacao Prestacgao
devedor

Fonte: Autoria propria

(e) Determine a razdo da sequéncia formada na coluna “pres-
tagao”.

(f) Escreva o termo geral (Pn) da sequéncia formada na coluna

“prestacao”.

(g) A partir do item anterior, calcule o valor da tltima presta-

cao.
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(h) Calcule o valor total que o cliente pagaria nesse financia-

mento.

Ao efetuar os célculos da situacdo anterior, esteja atento as

orientacoes da Figura 4.1.

Figura 4.1: Sugestao N¢ 11

Professor(a),

atengiiv 4 quantidade ae casas
decimals que os alunos utilizarae
A6 ESLYEVEX 4 14KA MEnsAl.

Tsso € importante!

As solugdes propostas no
gabarito consideram uma +axa
mensal de 0,66 %.

1.2

Fonte: Autoria propria

4.2. SITUAGAO.

Considere que o cliente mencionado na Situacdo 4.1 tenha
feito uma simulagao semelhante em outro banco, mantendo os
mesmos valores financiados, bem como taxas e prazos, alterando
apenas o sistema de amortizacao.

Suponha essa nova simulacdo feita com base no sistema fran-

cés de amortizagao (Tabela Price) e faca o que se pede.
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§4.1. E HORA DE EXPLORAR!

(a) Determine o valor da prestacdo a partir da férmula

V.i

S

(b) Ao tomar como referéncia a resposta do item anterior, pre-
encha a Tabela 4.2.

Tabela 4.2: Financiamento Imobilidrio através da Tabela Price

Divida Juros Prestacao Divida
anterior atual

Fonte: Autoria propria

(c) Sabe-se que, em qualquer sistema de amortizacdo, cada
prestacdo quitada tem a finalidade de amortizar parte da
divida e também pagar os juros que incidem sobre o saldo
devedor. Nesse caso, acrescente uma coluna a tabela acima

registrando as amortizagoes que acontecem em cada més.
(d) Calcule a soma de todas as prestagdes desse financiamento.
(e) Compare o resultado anterior ao item (h) da Situagao 4.1.

(f) A partir da andlise das colunas “Amortizagdo” e “Juros” em
ambas as tabelas, escreva uma justificativa para a resposta
dada no item anterior.
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4.2 Quais as vantagens do Sistema SAC?

Sabemos que o Sistema SAC tem como principal caracteris-
tica as amortizacOes constantes, que sao calculadas pela razao
entre o valor financiado e o nimero de prestacées. Essas amor-
tizagOes acarretam juros e prestacoes decrescentes.

A Situagao 4.1 é um exemplo disso.

Veja a Tabela 4.3 construida a partir da taxa mensal de
0,68%.

Tabela 4.3: Sistema de Amortizagao Constante (SAC) (R$)

Divida Amortizagao | Prestagao Divida
anterior atual
1 90.000, 00 612,00 250, 00 862,00 89.750, 00
P 89.750, 00 610, 30 250,00 860, 30 89.500, 00
3 89.500, 00 608, 60 250,00 858, 60 89.250, 00
4 89.250, 00 606, 90 250,00 856, 90 89.000, 00
5 89.000, 00 605, 20 250,00 855,20 88.750, 00

Fonte: Autoria propria

Observando que todas as colunas dessa tabela estao em pro-
gressao aritmética, temos na Tabela 4.4 as seguintes compara-
¢oes, em fungdo do més “n”.
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§4.2. QUAIS AS VANTAGENS DO SISTEMA SAC?

Tabela 4.4: Progressdes aritméticas no sistema SAC

Primeiro Termo geral
termo (RS$)

Juros 612,00
(jn)
Amortizagdo 250,00 0 an = 250
(an)
Prestacao 862,00 1,70 pn =862—1,70-(n —1)

jn=612—1,70- (n—1)

((29)
Divida atual 89.750, 00 250,00 D, = 89.750—250-(n—1)
(€259

Fonte: Autoria propria

A partir dessas identificacoes, é possivel determinar o valor
da prestacao e a situagao da divida em qualquer més. Por exem-
plo, apds pagar a centésima prestacao no valor de

p1o0 = 862 — 1,70 - (100 — 1) = R$ 693, 70,
o saldo da divida estara em
D1gp = 89.750 — 250 - (100 — 1) = R$ 65.000, 00.

Podemos acrescentar que, até esse momento, ji foram pagos
R$ 77.785,00. Esse ultimo valor foi calculado por soma de PA.

100
S100 = (p1+p1o0) - - = 50+ (862,00+693,70) = RS 77.785, 00.

Vamos, agora, generalizar essas expressoes para um financi-

amento de V reais, pagos em k prestagoes, sob a taxa i.

¢ Visto que amortizagoes do sistema sao calculadas pela razao

entre o valor financiado e o ntimero de prestacoes, temos

v
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Para os juros, temos

jn:jl"'r‘(n_l)v

comji=i-Ver=—i A,=—-%¢

-
Uma vez que o valor das prestagdes equivale a soma da

amortizacdo com os juros sobre o saldo devedor, temos

pn:An+jn-
Portanto,
pnz%—i—jrﬁ-r-(n—l):%—l—i-V—%-(n—l).

Associando a tltima expressao a férmula p, = p1+r-(n—1),
temos p; = Vi + % er = —‘l/f.

Analogamente, para a “Divida atual”, escrevemos

D,=Dy+7" - (n-1),

talqueDle—%er’:—%.

Como conclusdo, podemos enunciar que, para o conjunto de
incognitas {V, k,i}, o valor da enésima prestacio de um sistema

SAC (py) e o saldo da divida apds o pagamento dessa parcela
(D;,) podem ser calculados pelas expressoes

v Vi Vv v

n = +— ) ———-(n—-1), D= ——]——-(n-1).

po=(Vit )= -1 (V-5%)- 50D

A titulo de testes, retomemos o financiamento proposto na
Situacdo 2.1, no Capitulo 2.

Na ocasido, tinhamos V' = R$ 126.000, 00, k = 360 parcelas

e i = 1% a.m, com os quais é possivel reescrever (p,) e (Dy)
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§4.2. QUAIS AS VANTAGENS DO SISTEMA SAC?

126. 126.000 - 0, 01
pn—(126.000-0,01—|- 6000)— 6.000-0,01

1
360 360 (n=1)
— (1.610) — 3,50 - (n — 1).

126.000 126.000
D, = (126.000 — ) — “(n

360 360
— (125.650) — 350 - (n — 1).
Veja alguns testes para n € {1,4, 10, 358}.

p1 =1.610—3,50- (1 —1) =R$ 1.610,00 ‘
{ Dy =125.650 — 350 - (1 — 1) = R$ 125.650, 00; ’
ps =1.610—3,50-(4—1) =R$ 1.599,50
{ Dy =125.650 — 350 - (4 — 1) = R$ 124.600,00
pio = 1.610—3,50- (10 — 1) = R$ 1.578,50
{ Dy =125.650 — 350 - (10 — 1) = R$ 122.500, 00 7
p3ss = 1.610 — 3,50 - (358 — 1) = R$ 360, 50
¢ { Dsss = 125.650 — 350 - (358 — 1) = R$ 700, 00 ‘
Veja que esses valores, exceto D1g e Dssg, figuram na resolu-
¢ao da Situacao 2.1.
Uma vez que, no sistema de amortizacdo em questao, as pres-

tacoes estdo em PA, podemos acrescentar informagoes sobre o

montante pago no financiamento, dado pela férmula

n
Sn = (P1+pn) -5,
na qual n é o nimero de prestagcoes.

Como exemplos, voltemos as situagoes 2.1 e 4.1, nos itens (g)

e (h), respectivamente.
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© Situagao 2.1:

360

Sa60 = (p1 + P360) - -

= (1.610, 00 + 353, 50) - 180

= R$ 353.430, 00.

¢ Situacao 4.1:

360

S360 = (p1 + P360) - -

= (862 + 251, 70) - 180

= R$ 200.466, 00.

Esses montantes caracterizam a maior vantagem do sistema
SAC sobre o sistema francés. Na se¢do anterior, isso ficou expli-
cito no item (e) da Situagao 4.2. Isso acontece porque as amorti-
zagoes ocorridas logo nos primeiros meses, por serem maiores que
as amortizacoes iniciais da Tabela Price, geram saldos devedores
menores, sobre os quais também incidem juros menores.

O fato de as primeiras prestagoes do sistema SAC serem mais
altas que as do sistema francés pode também ser considerado
uma desvantagem. Isso porque, segundo [4], algumas institui¢oes
financeiras liberam empréstimos cujas parcelas correspondam a,
no méximo, 30% da renda familiar. E, para vdrias familias, as

prestacoes iniciais do sistema SAC ultrapassam esse percentual.

4.2.1 Simuladores de financiamento na planilha Calc

Na Planilha Calc, as tabelas de amortizacao construidas no
Capitulo 2, bem como a funcdo PGTO exibida no Capitulo 3,

constituem excelentes ferramentas para comparar os sistemas
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§4.2. QUAIS AS VANTAGENS DO SISTEMA SAC?

SAC e Tabela Price. Nesse sentido, orientamos a construcao de

um simulador baseado nesses itens.

A referida construcgao serd conduzida a partir dos dados das
situacoes 4.1 e 4.2, isto é, uma divida de R$ 90.000,00 sera
financiada em 360 prestagoes sob a taxa mensal de 0,68%. Uma
vez que, em cada situacdo, é tratado um sistema de amortizacao
diferente, convém que a planilha seja configurada da seguinte

maneira como na Figura 4.2.

Figura 4.2: Configuracio para comparar Tabela Price e SAC

A c | o E | ¢ | & | W | )
1 Taxa de juos Tabela Price
2 [ Nmero de Més | Divida
3 Valor financiado
3
5 | Valor da prestacio | ]
7 [ Amortizagio SAC | 1
9 Nontante Price. ]
10 |
1
12 Montante SAC ]
13 |

Fonte: Autoria propria

Os valores inseridos nas células C1, C2 e C3 serao referéncias
para ambos os sistemas analisados na planilha. Nesse exemplo,
usaremos os valores 0,0068; 360 e R$ 90.000,00, nessa ordem.
Quanto ao “Valor da prestacao”, insira em C5 a funcdo PGTO,
conforme as instrucgoes apresentadas no capitulo anterior. Ja no
campo destinado a “Amortizagdo SAC”, na célula C7, digite o
comando = C3/C2. Com isso, a partir dos valores de referéncia,
teremos os resultados R$ 670,45 e R$ 250,00, conforme mostra
a Figura 4.3.
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Figura 4.3: Referéncias para a planilha Tabela Price e SAC
<:I M K E - =[ee<<i

T o e | ¢ | & | wu | 1 f « . " N o
T — Tabela Prce
WEs | Diida | Juros fzagho] Prestagio Més [ Dida [ Juros izagao] Prestagio

0,006
s\ Valor da prestagdo | /" RS 670.45|
5

[X_RS2500

Montante Price

Montants SAC

Fonte: Autoria propria

Quanto as tabelas de amortizacdo, o preenchimento da pri-

meira linha ocorre conforme as seguintes instrucoes.

¢ Para o més, digite “1” nas células E3 e K3.
¢ para a divida, insira o comando = C3 nas células F3 e L3.

¢ para os juros, digite os comandos = $C$1 x F'3, em G3, e
= $C$1 % L3, em M3. Os cifroes ($) servem para fixar a

taxa informada em C1, em célculos futuros.

o A prestagdo da Tabela Price deve ser fixada na célula I3,
digitando = $C'$5. Analogamente, fixe o valor da Amorti-
zagao SAC, inserindo o comando = $C$7 na célula N3.

o Nos campos restantes, H3 e O3, insira os comandos
= 13— G3 e = M3+ N3, respectivamente.

Para a segunda linha, seguem os passos.

¢ Na coluna “Més”, insira em E4 e K4 os comandos = F3+1
e=K3+1.

¢ Na coluna “Divida”, insira em F4 e L4 os comandos = F'3—
H3e=L3—- N3.
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¢ Para o conjunto G4:14, copie as células G3:13 usando os co-
mandos “Copiar” e “Colar”. Faca o mesmo para o conjunto
M4:04, copiando os valores de M3:03.

As linhas seguintes serdo completadas copiando o conjunto
E4:04. Ao considerar as Situagoes 4.1 e 4.2, preenchemos até a
3602 prestagdo. A Figura 4.4 mostra as primeiras linhas dessas
tabelas.

Figura 4.4: Planilha Tabela Price e SAC preenchidas

o e |l 6 | w |
Tabela Pice
Divida Juros i Prestagio

RS 90 000,00 RS 612 RS RS 670 _
RS 69 04155 RS 611 RS RS 670 _
[ 3lRsp988269 RSGIL RS RS 670 3
[ drsmoszal Rs6i0 RS RS 670
[ olRse76379 RS 610 RS RS 670 _

[ 6Rs6970373 Rse00 RS RS 670

| RS 89.643.26] RS 609 RS RS 670,

1 [ elRs69582.38 RS 600 RS6120] RS 670,

il [ o[RS89.521.00 RS 606, RS6L RS 670,

2 Montante SAC RS 8945037 R5 608,32 RS 62.13 RS 670

13 [ 11RS89.307.24 RS 607 RS 62. RS 670,
| RS 69.334,69] RS 607, RS 62,05 RS 670,

Fonte: Autoria propria

A Figura 4.4 apresenta a evolucao das grandezas no primeiro
ano de financiamento, em ambos os sistemas. Essa evolucao
altera-se a medida que novos valores sdo informados nas célu-
las C1, C2 e C3, caracterizando simulagoes distintas. Caso se-
jam informados prazos menores que 30 anos, valores negativos
aparecerao nas colunas “Divida”, permitindo identificar o més
referente a liquidacio total do débito.

Nessa construcao, os campos “Montante Price” e “Montante
SAC?” constituem outro item relevante na comparacao de ambos
os sistemas. Para preenché-los, recorremos novamente a funcao
SOMA, apresentada no Capitulo 2. Portanto, digitamos os co-
mandos = C5 x C2, na célula A10, e = SOM A(O3 : 0362), na
célula A13. O intervalo referenciado em A13 (ver Figura 4.5)
¢é formado pelos registros da coluna “Prestagao”, em SAC, po-
dendo ser ajustado caso se considere um numero diferente de

parcelas.
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Figura 4.5: Montante Price e Montante SAC
A3 - vl fy 2 v = | =SOMA(03:0362)

1 Taxa de juros 0,0068]
2 MNomero de prestagdes 360
3 Valor financiado R$ 90.000,00
F
5 Valor da prestacio | R$ 670,45
]
7 RE 250,00
8
9 Montante Price
10 R$ 241.363,45
11
12 ~ Wontante SAC ™,

[ 13 | SRS 200.466 00 |

Fonte: Autoria propria

A comparagdo entre os valores destacados na Figura 4.5,
também mencionada no item (e) da Situagao 4.2, é um fator
relevante a ser considerado na tomada de decis@ao ante um finan-
ciamento, seja em curto, médio ou longo prazo.

Temos entao um simulador que funciona mediante a inser-
¢do dos numeros referentes a taxa de juros, a quantidade de
prestacoes e ao valor financiado; e do ajuste do intervalo refe-
rente & coluna “Prestacdo”, em SAC. Inseridas tais informacoes,
as tabelas de amortizacdo para ambos os sistemas sdo automa-
ticamente preenchidas, permitindo a observagdo das grandezas
envolvidas em qualquer periodo desejado. Ademais, ajustado o
devido intervalo, temos também a possibilidade de comparar os
montantes pagos nessas negociagoes.

Recomendamos que esse simulador seja usado para conferén-
cia dos resultados obtidos nas atividades propostas nos capitulos
2 e 3, tanto na secio “E hora de explorar!” quanto em “Vamos

praticar!”. Além disso, novas situagoes de financiamento podem
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ser propostas pelos préprios alunos. Experimente!

4.3 Vamos praticar!

EXERcicIOS.
4.13 Em contratos de financiamento, é muito comum a co-

branca de taxas de administragao e seguros. Essas sdo agre-
gadas aos valores calculados em cada prestacdo, indepen-
dentemente do sistema de amortizacdo utilizado.

A Figura 4.6 mostra as primeiras prestagdes de uma simu-
lacdo real feita no site da Caixa Econ6émica Federal, em
02/04,/2020, com os valores da Situagdo 4.1, acrescidas das
taxas de administracao e de seguro.

Figura 4.6: Simulacdo da Situacao 4.1

Taxa de

N°  Vencimento Prestagdo Seguro Administragéo Encargo  Saldo Devedor
1 02/05/2020 R$ 863,94 R$32,70 R$2500 R$92164 RS 89.750,00
2 02/06/2020 R$862,23 R$32,64 R$2500 R$91987 RS 89.500,00
3 02/07/2020 R$ 860,52 R$32,58 R$2500 R$918,10 RS 89.250,00
4 02/08/2020 R$ 858,82 R$3253 R$2500 R$916,35 RS 89.000,00
5 02/09/2020 R$ 857,11 R$3247 R$2500 R$91458 RS 88.750,00
6 02/10/2020 R$85541 R$3241 R$ 25,00 R$91282 RS 88.500,00
Fonte: [2]

As divergéncias registradas na coluna “prestacao” ocorrem
pela quantidade de casas decimais na taxa mensal de juros,
que, na realidade, é de 0,682149%.

Diante disso, considere que, em todas as colunas dessa ta-
bela, existem progressbdes aritméticas, cujas razoes extrapo-
lam a segunda casa decimal.

Assim, verifique se as afirmativas a seguir sdo verdadeiras

(V) ou falsas (F).
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(a) () A progressao, registrada na coluna “Seguro”, tem
razao —R$ 0,06.

(b) () A razaona coluna “Saldo Devedor” refere-se a amor-
tizacdo da divida.

(¢) () A progressao “Taxa de Administragdo” pode ser
considerada uma PG.

(d) () As progressoes das colunas “Prestagao” e “Encargo”

tém a mesma razao.

(e) () A progressao que justifica o sistema SAC estd na
coluna “Saldo Devedor™.

4.14 Para abrir uma pequena empresa, José realiza um em-
préstimo no valor de R$ 12.000,00 no regime de amorti-
zacOes constantes em uma instituicdo financeira e devera
quita-lo em 48 prestacdes mensais.

Ao considerar a taxa de juros de 2% ao més, o valor da 152
prestacao sera:

(a) R$ 250,00. (b) R$ 390,00. (c) R$ 420,00. (d) R$ 640,00.
(e) R$ 490,00.

4.15 Os dados do exercicio anterior sé diferem do Exerci-

cio 3.10 (p.56), pelo sistema de amortiza¢ao aplicado.

Comparando as prestagoes vigentes em cada sistema, o valor
da prestacao calculado pelo sistema SAC serd menor do que
o valor da prestacao calculado pela Tabela Price a partir do:
(a) 182 més. (b) 192 més. (c) 20° més. (d) 21° més.
(e) 22° més.

4.16 (Profmat — adaptada) Uma divida de R$ 6.000,00 foi
amortizada em 6 prestagoes, com juros de 10% ao més. Da-
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das as amortizagdes constantes, é correto afirmar que a soma
dos juros pagos nessa negociacao é:

(a) R$ 1.000,00. (b) R$ 2.100,00. (c) R$ 3.600,00.
(d) R$ 4.600,00. (e) R$ 9.600,00.

A fim de explorar novas possibilidades de resolugao para os

exercicios propostos nesta se¢do, ver Figura 4.7.

Figura 4.7: Sugestao N¢ 12

Professor(a),

caso seus alunos tenham acesso
a planilhas eletrénicas, vocé
pode sugeriv-lhes que usem

o simalador construido na

segao anterior nos exercicios
414, 4.15 ¢ 4.1¢.

Fonte: Autoria propria

4.4 Ninguém me contou isso antes!

Como a inflacao pode afetar um financiamento

imobiliario?

Em 12 de junho de 2019, [1] publicou, no site EXAME, uma
lista com as taxas minimas de juros anuais que os principais ban-
cos aplicam em seus financiamentos imobilidrios. Atualmente,
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os indices presentes na lista sdo corrigidos pela Taxa Referencial
(TR), zerada desde outubro de 2018.

Entretanto, os novos indices, agora indexados pela inflagao,
passam a oscilar entre 2,95% e 4,95% ao ano + IPCA.

Figura 4.8: Taxas de Financiamento Imobiliario

SFH - Imdveis de até R$ 1,5

sanco milh&o

Itau a partir de 8,3%

Banco do a partir de 8,49%

Brasil

Caixa a partir de 8,5%

Bradesco a partir de 8,85%

Santander a partir de 8,99%
Fonte: [1]

O IPCA, Indice de Precos para o Consumidor Amplo, ¢ usado
para identificar a variagao dos pregos no comércio. Medido men-
salmente pelo IBGE, esse indicador é considerado, pelo Banco
Central, o indice oficial da inflacdo no Brasil.

Muitos financiamentos imobilidrios sdo feitos pelo sistema
SAC, por meio do qual os valores das prestagées diminuem com
o tempo, mas a primeira delas é bastante elevada. No entanto,
quando a negociacido é vinculada ao IPCA, o indice faz com
que as prestacgoes iniciais sejam mais baixas, permitindo que tal
modalidade seja mais acessivel. Segundo Meyer Joseph Nigri,
fundador e vice-presidente do conselho de administracdo da in-
corporadora Tecnisa e defensor do crédito imobiliario corrigido

pelo TPCA junto ao governo, isso acontece devido ao calculo que
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usa os numeros do IPCA no futuro para reduzir as prestacoes ao
valor presente.

Embora essa indexacdo seja vantajosa em primeira analise, é
importante considerar que, dado o longo prazo do financiamento,
essa negociacao nao é previsivel. O mutuario assume o risco de
arcar com aumentos no valor das prestagoes em periodos de su-
perinflacdo, quando o IPCA dispara, além da meta estabelecida
no contrato. Apesar do fato de esse indice ter variado discreta-
mente no ultimo quinquénio, é importante observar como essa
taxa tem se comportando ao longo de anos anteriores. A partir
das observacoes do grafico na Figura 4.9, é possivel estimar pro-
jecdes do TPCA para os anos seguintes e nao ser surpreendido
com 0s novos numeros, que podem acarretar aumentos significa-

tivos na divida.

Figura 4.9: Variagbes do IPCA

Inflagd@o ao longo dos ultimos anos
variagdo do IPCA (em %)

1999 2002 2006 2015 2017 2019

Fonte: [9]

E, apesar de focarmos nas taxas de juros, é importante lem-

brar que

essa (a taxa de juros) é sé um primeiro indicador que o con-
sumidor deve olhar ao buscar financiar um imével. O mais
importante é comparar o Custo Efetivo Total (CET) do fi-
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nanciamento entre os bancos. Pode ser que o banco ofereca
uma taza de juros menor, mas no final das contas, conside-
rando o preco do sequro e outras despesas do financiamento,
o crédito pode ficar mais caro. Para evitar cair nessa pega-
dinha, basta comparar o CET.

[1]

Para exemplificar, considere as simulacées que um possivel
mutudrio ndo correntista fez, no “Simulador Habitacional da
Caixa”, em 17/04/2020. Os trés planos disponiveis — TR, IPCA
e Taxa Fixa — consistiam em amortizacdes constantes.

O cliente fez simulagbes para um imével usado de
R$ 150.000,00, considerando uma entrada de R$ 60.000,00 e o
restante financiado em 30 anos.

Seguem algumas comparacdes na Tabela 4.5.

A anédlise dessas comparagoes leva-nos a assumir o plano
“Taxa de juros + IPCA” como o mais vantajoso. Porém, lembra-
mos que, dados os aumentos inesperados no IPCA, as prestacoes
serdo corrigidas, elevando o valor da divida. O mesmo também
poderia ocorrer no plano “Taxa de juros + TR”. Contudo, nao
ha indicios de que a TR, zerada desde 2018, sofra reajustes. As-
sim, a Unica op¢io ndo passivel de alteragoes é o plano “Taxa
Fixa”.

Independentemente do plano, sempre que considerar o finan-
ciamento de um imével, ou outro bem, é importante analisar se
o valor das prestacoes ajusta-se ao orcamento. Alguns bancos
concedem seus empréstimos estabelecendo um teto para o valor
das prestacoes. Também convém comparar o valor das parcelas
(com juros) ao de um aluguel e ao rendimento obtido ao investir
o valor de entrada. E nio se podem esquecer possiveis imprevis-
tos, como desemprego e outras mudancas na renda.
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§4.5. PROFESSOR(A), E SE ...7

Tabela 4.5: Financiamentos pela TR, IPCA e Taxa Fixa

Plano SAC Taxa de juros + | Taxa de juros Taxa fixa
TR + IPCA
Juros 8,50% 4,95% 9, 75%
CET 10, 30% 6,72% 11,57%
Primeira R$ 863,94 R$ 613,08 R$ 950,47
prestacao - P;
Ultima R$ 251,71 R$ 251,01 R$ 251,95
prestacao - Psgo
Seguro R$ 38, 58/més™ R$ 38,58/més™ R$ 38, 58/més™
Taxa R$ 25,00/més R$ 25,00/més  R$ 25,00/més
administracao
P; com R$ 921,64 R$ 670,78 R$ 1.008, 17
acréscimos **
Ps60 com R$ 276,71 RS 276,01 R$ 276,95
acréscimos **
Total a pagar R$ 223.703, 96 R$ 178.425,10  R$ 239.324,24

com acréscimos™*

x As parcelas do seguro sdo decrescentes em PA para determinados periodos do
contrato. Concluidos esses periodos, elas sdo reajustadas e voltam a decrescer.
O valor mensal R$ 38,58 é a média das 360 parcelas.

*% Os acréscimos referem-se a Taxa de Administragédo e ao Seguro. Perceba que
os acréscimos de Seguro e Taxa Administrativa, nessas simulagdes, equivalem
a 25% do valor financiado, aproximadamente.

Fonte: Autoria propria

4.5 Professor(a), e se ...7
Professor(a), em que situagoes o SAC é mais caro?

No tocante as prestagoes, sabemos que o SAC tem prestagoes
iniciais mais caras do que as da Tabela Price. No entanto, por
se tratar de prestagoes decrescentes, em SAC, sempre haverd um
momento em que essas serao mais baratas do que a prestacao na
Tabela Price.

Agora, quanto ao montante pago no financiamento, o SAC
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sempre serd mais vantajoso. Contudo, para uma taxa fixa, os
montantes SAC e Price tendem a ser bem préximos quando se
trata de financiamentos de curto prazo.

A Figura 4.10, construida a partir de um empréstimo de R$

12.000,00 a uma taxa fixa de 2% a.m., ilustra isso.

Figura 4.10: A evolugdo dos montantes: SAC e Tabela Price

RS 70.000,00
RS 60.000,00
-
]
g R$50.000,00
2
]
S RS 40.000,00
=
o
€ RS 30.000,00 s—SAC
% e Price
= RS 20.000,00
-]
e
RS 10.000,00

RS - T T T T T T
12 36 60 84 108 132 156 180 204 228
Meses

Fonte: Autoria propria

Professor(a), visto que o SAC é sempre mais barato, por que

usar Price em prazos curtos?

H4 quem argumente que o valor fixo da prestagdo é um
grande facilitador na organizacdo das contas mensais e torna
o periodo de financiamento mais previsivel. Para a advogada
imobilidria Paula Farias, em entrevista ao site Valor Investe,

a Tabela Price € interessante para um financiamento de curto
periodo ou para o mutudrio (tomador de empréstimo) que
tem alguma previsdo de aumento de renda, fazendo com que
a parcela apresente um percentual menor no seu rendimento
mensal ao longo do periodo.
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[4]

Ja para o credor (aquele que concede o empréstimo), a Ta-
bela Price sempre é mais vantajosa, o que seria mais uma boa

justificativa para oferecé-la ao mutuéario.
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CAPITULO 5

RECORRENCIAS

O presente capitulo, diferente dos anteriores, ndo se dedica
exclusivamente ao contexto de Matemaética Financeira. Trata-se
de uma abordagem sobre o processo de construcao das fungoes
semelhantes a D(n) = 10.000-[4—3-(1,01)"], citada no item (d)
da Situacdo 2.2, como verificacdo de uma relacido de recorréncia.

A aplicacao deste capitulo é aconselhavel para turmas que
dispoem de aulas extras para aprofundamento no tema. Nesse
caso, serao necessarias 2 horas-aulas.

A Secao 5.1 tem o objetivo de associar as relagées de recorrén-
cias as formulas que descrevem os elementos de uma sequéncia,
em funcado das posicoes desses, sem a necessidade de se ater a
contextos financeiros.

Para isso, os alunos, organizados em duplas ou trios, terdo
20 minutos para resolverem ambas as situagoes. Devido & natu-
reza das operagoes, sao aconselhaveis o uso de calculadora e a
intervengao do(a) professor(a).

Na Secao 5.2, é hora de mostrar como as férmulas de termo
geral decorrem das relagoes de recorréncia. Geralmente, o con-
ceito de recorréncia nao é apresentado aos estudantes do Ensino
Médio. Por isso, pensamos em um capitulo que apresente aos
alunos a noc¢do de recorréncia, importante no contexto das ati-
vidades propostas neste material; porém, sem grandes aprofun-
damentos.

Assim, cabe ao(a) professor(a) demonstrar que, mesmo que
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uma recorréncia gere uma sequéncia distinta de uma PG (ou
PA), os conceitos validos para essa progressao sao tteis e neces-
sarios & obtencgdo da férmula do termo geral.

Essa explanacdo pode demandar um tempo maior que as
explanacoes feitas nos capitulos anteriores. Portanto, sugere-se

um periodo de 30 minutos.

Na Secao 5.3, sdo propostas algumas atividades que podem
ser feitas em sala. Para tanto, os alunos disporao de 20 minutos.
Concluido esse periodo, divulga-se o gabarito, detonador de pos-
siveis correcoes. Vale, entdo, acrescentar 10 minutos para sanar

ocasionais duvidas.

O texto da Se¢ao 5.4 mostra alguns modelos de recorréncias
de 22 ordem, bem como os passos necessarios a resolucao das
mesmas. Dali, destacamos a sequéncia de Fibonacci, mencio-
nando algumas de suas aparigdoes. Sugere-se um periodo de 10
minutos para que o texto seja lido e comentado em sala.

Dadas mencoes superficiais das aplicagoes dessa sequéncia,
convém encorajar os alunos a pesquisarem sobre as utilizagoes do
“Nimero de Ouro”, o qual é representado pela razao ¢ = 12—‘/5, e
considerado o equivalente matematico da perfeicdo na natureza.
Ademais, é estudado desde a Antiguidade e, além disso, muitas

construgoes gregas e obras artisticas apresentam-no como base.

E, mais uma vez, a Secdo 5.5 traz possiveis dividas dos es-
tudantes sobre o contetido abordado. As perguntas desta secao
foram feitas pelos participantes durante a aplicagdo experimen-
tal deste material e/ou propostas pelos autores.
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§5.1. E HORA DE EXPLORAR!

5.1 E hora de explorar!

5.1. SITUAGAO.

Os nimeros figurados ou poligonais ja eram conhecidos desde

a Grécia antiga. Eles expressam a quantidade de pontos em cer-
tas configuragbes geométricas. A Figura 5.1 mostra os Numeros

Triangulares.

Figura 5.1: Numeros Triangulares

Fonte: [5]

Apés analisar a sequéncia apresentada na Figura 5.1, faga o

que se pede.
(a) Classifique essa sequéncia.

(b) Determine a quantidade de pontos usados para construir a

7% figura.

(c¢) Considerando P, o numero de pontos da enésima figura e
P,—1 o nimero de pontos da figura de posi¢ao (n — 1), es-

creva uma relagao entre P, e P, 1.

(d) No item anterior, ao escrever (P,) em fung¢do de (P,—1),
dizemos que estamos estabelecendo uma relacdo de recor-

réncia.
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Contudo, além dessa, também ¢é possivel expressar os termos
dessa sequéncia por meio da funcgéo

n2+n
P(n) = =5,

comneceNen>1.

Verifique a validade dessa funcgao, considerando os valores
registrados na figura.

A partir da funcdo mencionada no item anterior, determine
a quantidade de pontos necessaria para formar o 15° trian-
gulo.

A partir da fun¢do mencionada no item (d), determine a
posicao do tridngulo formado por 190 pontos.

5.2. SITUAGAO.

Voltemos & situagdo proposta no texto da Secdo 3.4: “E se,

ao invés de financiar um bem, escolhermos quardar o dinheiro?”.

Para comprar uma moto que, hoje, custa R$ 12.000,00, Ro-

berto pretende guardar parte do seu salario que recebe como

estagiario. O gerente do banco pelo qual o rapaz recebe o salé-

rio sugeriu que o jovem fizesse depdsitos mensais no valor de R$

600,00 em um fundo de investimento, cujo rendimento mensal é

1%.

Nessas condicoes, faca o que se pede.

(a)

Roberto usara a Tabela 5.1 para acompanhar o saldo desse

fundo ao longo do primeiro semestre. Complete-a.
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(b)

Tabela 5.1: Rendimento Semestral do Fundo

Saldo Depésito
anterior

Fonte: Autoria propria

Descreva como vocé obteve os valores das colunas “Juros”
e “Saldo atual”.

Representando o saldo anterior por S,_1 e 0s juros por jy,

escreva uma féormula que relacione j, e S,_1.

Representando o saldo anterior por 5,1 e saldo atual por
Sn, escreva uma férmula que relacione S, e S,,_1, apenas.

Ao escrever (S,) em fungao de (S,—1), temos uma relagao

de recorréncia.

No entanto, além dessa relagdo, também podemos definir
o saldo atual em funcdo do més n. Nesse caso, a funcao é
S(ny = 60.000 - [(1,01)" — 1].

Verifique a validade dessa férmula considerando os trés pri-

meiros meses.

Use a funcdo mencionada no item anterior para calcular o

saldo ao fim de dois anos de aplicagoes.

95



5.2 Como obter fungoes a partir de recor-

réncias?
Considere as progressoes
an = (2,5,8,11,---) e b, = (2,6,18,54,---).

Observando a,, como uma PA e b,, como uma PG, com a; =
b = 2er = q = 3, os termos dessas progressoes podem ser
descritos por meio das férmulas a, =3n—1e b, =2 3" 1.

Além dessas, existem outros meios de descrever os termos de

ay, € by.
Observe.
a2 =a1 + 3 b= b1-3
as =as + 3 b3 = by-3
as =as + 3 by= b3-3
aip =ag + 3 bio= bg-3

A partir disso, generalizamos os enésimos termos:
ap =0p—1+3 € b, =b,—1-3.

Nessas generalizagoes, dizemos que a, e b, sdo sequéncias
dadas como recorréncias, visto que, com exce¢do dos termos a;
e b1, precisamos recorrer aos termos anteriores a,_1 € b,_1, res-
pectivamente, para obter os termos seguintes.

Considere agora uma sequéncia genérica x,.
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§5.2. COMO OBTER FUNCOES A PARTIR DE RECORRENCIAS?

Usando o conceito de recorréncia, o valor do termo z,, de-
pende do termo x,_;. Entretanto, é possivel escrever uma ex-
pressao na qual o valor de z, seja dado em funcéo da posicao n,
ou seja, x, = f(n), com f: N — R.

Essa funcao é chamada de solucdo da recorréncia.

Nesses termos, podemos assumir que as formulas a, = 3n—1

e b, = 2-3""! sdo as respectivas solucdes das recorréncias
Gp =0ap-1+3 € by =">by_1-3,

com a; = b = 2.

Entretanto, existem recorréncias que descrevem sequéncias
diferentes das PAs e PGs. As recorréncias presentes na Situa-
¢ao 5.1, P, = n+ P,_1, e na Situacgao 5.2, .S, = 1,01-.5,,_1+600,
sdo exemplos disso.

Para cada uma dessas recorréncias foi dada uma solugao, a
saber: P(n) = ”2;'" e S = 60.000 - [(1,01)" — 1].

A seguir, a resolucgao desses exemplos.

Situagéo 5.1: P, =n+ P,_1,onden>1e P, =1.

Escrevamos os elementos P,,, conforme a recorréncia.

P,=2+P
P3 =3+ P2
P4 =4 + P3
P, =n+P,_.

Somando os termos de cada lado da igualdade, temos:
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Py+Py+ P+ +P=2+3+4+ - +n+P +P+P;
+ ot Ppo.
Portanto,
P,=2+3+4+---+n+ P

Substituindo P, = 1, escrevemos P, = 1+2+3+4+4+---+n.
As n parcelas de P, sdo termos de uma PA, na qual a; =
r=1.

Desse modo, pela férmula de soma de PA, temos:

2
n n n°+n
Sn:§-(a1+an):§‘(1+n): 5
Logo, tomando P,, = S,,, encontramos P, = "2; % como Sso-

lucdo da recorréncia, ja testada no item (d) da Situagao 5.1.
Situagdo 5.2: S, =1,01-S5,,_1 + 600, com Sy = 0.

Pela recorréncia dada, construimos os seguintes resultados.

S1 =1,01- Sy + 600 = 1,01 - 0 + 600 = 600, 00
Sy =1,01 - S; + 600 = 1,01 - 600,00 + 600 = 1.206, 00
S5 =1,01- S5 + 600 = 1,01 - 1.206, 00 + 600 = 1.818, 06

Sy =1,01-S534600=1,01-1.818,06 + 600 = 2.436, 06

Com esses resultados, temos uma sequéncia Sy, cujos elemen-
tos representam os saldos acumulados em n meses, com n € N e
n > 0.
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S, = (0,00; 600, 00; 1.206, 00; 1.818, 06; 2.436, 06; - - - ).
Analisando a evolucdo dos termos dessa sequéncia, escreve-

mos:
S1 =Sp + 600,00

Se =51 + 606, 00
S3 =852 + 618,06

Sy =S5 + 624, 36

Sy, =S,_1 +600-(1,01)"!

Somando os termos de cada lado da igualdade, temos:

S1+So+---+8,=5+51+8S2+---+S,_1+ 600+ 606

+ 618,06 + - - - + 600 - (1,01)" ",

Portanto,

S,, = So + 600 + 606 + 618,06 + - - - + 600 - (1,01)" .
Substituindo Sy = 0, escrevemos
S,, = 600 4 606 + 618,06 + - - - + 600 - (1,01)" L.

As n parcelas de S), sdo termos de uma PG, na qual S; = 600
eq=1,01.
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Logo, pela férmula de soma de PG, temos:

B (1,01)" — 1] B [(1,01)"—1]
Sn = 600 [ 1,01 —1 =600 0,01

= 60.000 - [(1,01)™ —1].

Portanto, encontramos S, = 60.000 - [(1,01)"” — 1] como so-
lugdo da recorréncia S, = 1,01 - S,,—1 + 600, ja testada no item
(e) da Situagao 5.2.

Ao generalizarmos o problema da Situacao 5.2 para “n” de-

Wpn
1

poésitos mensais de “D” reais, a uma taxa mensal , 0 saldo
Sy serd descrito por S, = (1+1)-S,—1 + D, com Sy = 0. Re-
solvendo essa recorréncia de forma andloga ao exemplo anterior,
temos como solugdo a funcao S(n) = D - [%], citada no
texto “F se, ao invés de financiar um bem, escolhermos guardar
o dinheiro?”, no Capitulo 3.

Outro exemplo de recorréncia, citado nos capitulos anterio-
res, é o problema do empréstimo, mencionado na Situagdo 2.2, no
Capitulo 2, em que a fun¢ao D(n) = 10.000-[4—3-(1,01)"] é a so-
lucdo da recorréncia D, = 1,01 - D,_1 — 400, com
Dy = R$ 10.000,00. Dada a semelhanga dessa recorréncia com
as abordadas acima, o processo para a obtengao da fungao D(n)
¢é analogo.

Se generalizarmos a recorréncia do paragrafo anterior, temos
D,=(1+1i) Dy_1 — P, em que D, é o valor da divida no més
n, negociada a uma taxa i, e P é o valor da prestagdo. Nesse
caso, Do =V serd o valor do empréstimo.

A solugdo para essa recorréncia é a fungao
n P n
D(n)=V-(1+1) —7-[(1+z) + 1],
na qual o saldo da divida D é dado a partir do més n. A raiz
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dessa func¢ao fornece-nos o prazo para a quitagdo do empréstimo,
a saber: n = log ;) <P_Lw) .
Da manipulacao algébrica dessa expressao decorre a férmula

utilizada no cédlculo da prestacdo da Tabela Price,

_ Vi
I I

j& discutida no texto “Como posso calcular o valor das presta-
coes?”, no Capitulo 3.

Os exemplos acima nos dao a ideia de que, quando se trata
de recorréncias aplicadas a situagdes de empréstimos e/ou finan-
ciamentos, sdo comuns as somas de PG (ou PA), mesmo que as
progressoes geradas pelas recorréncias nao recebam tal classifi-
cagao.

Entretanto, existem recorréncias cujas solugdes dao-se por
outras estratégias, tais como poténcias e fatoriais. Muitas vezes,
essas recorréncias sao geradas em contextos alheios a Matema-
tica Financeira. Por isso, elas ndo sao tratadas neste material.

5.3 Vamos praticar!

EXERcicIOS.
5.17 Dado a; = 1.000, é correto afirmar que a recorréncia

an =1,05-a,-1, com n > 2, d4 origem a uma:

a

(
(b

progressao sem razao definida.

progressao aritmética de razao 50.

)
)
(c) progressao geométrica de razao 50.
(d) progressao aritmética de razao 1,05.
)

(e) progressao geométrica de razao 1,05.
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5.18 A sequéncia z, = (2,5,14,41,---) pode ser descrita

pela recorréncia:

(a) zp =xp_1-3.
(b) xp, = xp_1 -3l
(

(c
d

(e

)

)

) Ty = xp_1+ 3.
) Tp = 13" L
)

Ty = Tp_1 + 371,

5.19 Ao receitar certo antibiético, o médico considera a taxa
de absorcao desse farmaco no corpo do paciente, que é de
90% para um periodo de seis horas, isto é, apenas 10% dessa
droga permanece no organismo seis horas apds ser minis-

trada.

Em um de seus atendimentos, o profissional recomenda ao
enfermo a ingestdo de um comprimido de 200 mg desse me-

dicamento a cada 6 horas.

Se o paciente obedece as recomendagoes do médico para
o tratamento, podemos concluir que a quantidade do anti-
bidtico que estara presente em seu organismo logo apos ele
tomar a quarta dose sera:

(a) 220,00 mg. (b) 222,00 mg. (c) 222,20 mg. (d) 290,00
mg. (e) 292,20 mg.
5.20 A situacdo mencionada na questdo anterior pode ser
descrita pela recorréncia @, = 0,1-Q,_1 + 200, em que @,
é a quantidade de droga no corpo, em miligramas, apds a

ingestao da dose n, com @y = 0.

A resolucdo dessa recorréncia é uma funcéo, com dominio

natural, cuja lei de formacao é:
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§5.4. NINGUEM ME CONTOU ISSO ANTES!

(a) Q(n) =200-10""".

(b) Qeny =2 - (10" —1).
(€) Qny =200 (10" —1).
(d) Quy=23"-(1—-107").

(e) Q(n) = 2.000 - (1 — 10771)'

5.4 Ninguém me contou isso antes!

Recorréncias de segunda ordem e a sequéncia de
Fibonacci.

Considere a sequéncia (a,,) definida pela expressao

ap+1 + an

Ap42 = 2 )

com n € N.

Ao analisarmos essa recorréncia, vemos que o termo an49
depende dos dois termos anteriores a ele, a saber, a1 € a,. Por

isso, ela é classificada como recorréncia de 2% ordem.

Dados valores para aq e ag, é possivel construirmos a sequén-
cia.

Logo, suponhamos a; = —8 e as = 16 para escrever os pri-
meiros termos de (ay,).
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an,

_a2+a1_ —8+16_4
BT T T T
as + as 4416
M= 2

a4 + as 10+ 4 7
ar = = = .
> 2 2

De posse desses valores, escrevemos a sequéncia

= (-8,16,4,10,7,---), cujos termos podem ser calculados

pelo termo geral a, = 8 + 32 - (—0,5)", solu¢ao da recorréncia,

para n > 1.

cia

O processo para a obtencao do termo geral de uma recorrén-
como essa € bem distinto daqueles aplicados as recorréncias

de 1% ordem, nas quais a,, depende apenas de a,_1.

L.

II.

I11.

Vejamos seus passos.

Transformando a expressdo em uma equac¢ao homogénea (de
resultado nulo).
An+1 + ap
an+2:# = 2:-ap42—1-apy1—1-a, =0

Associando a equagdo homogénea a uma equacio quadra-
tica.

2 Gpro—1-Gpi1—1-a,=0 = 2> —1r —1=0

Dadas as raizes dessa equacao, 11 = 1 e ro = —0, 5, escrever
a solucao genérica.

ap=C1-(r)"+Co-(r2)" = ap=C1-(1)"+C-(-0,5)"

Nessa solugao, C] e Cs sdo constantes reais dependentes dos

valores iniciais do problema.
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IV. Usar os termos a1 e as para definir os valores de C; e Cs.
ar =Cr- (1) +Co- (-0,5)"
ag =C1-(1)2+Cy-(—0,5)2

Portanto,
C1—-0,50-Cy = -8

Ci+0,25-Cy =16

A solucao do sistema fornece-nos os valores para as cons-
tantes C7 e Cy, a saber, C1 = 8 e Cy = 32.

V. Escrever a, como termo geral.

an =8+ (1) +32-(=0,5)" = a, =8+ 32-(—0,5)".

E importante citar que uma mesma recorréncia pode gerar
formulas distintas para o termo geral. Isso ocorre quando os
valores iniciais do problema sao alterados. Por exemplo, na re-
corréncia anterior, a,;s = W, a resolucdo dos passos I,
IT e III permanece a mesma para quaisquer valores de a; e as.
Entretanto, alterando esses valores para a; = 8 e as = —1,
o passo IV fornece novos valores para as constantes C7 e Cs,
com as quais obtemos, em V, um novo termo geral, a saber,
anp =2—12-(-0,5)".

Esses cinco passos sdo vilidos em recorréncias de 2% ordem,
cujo polinémio de grau 2 associado tenha raizes distintas, 1 e 1o,
tais que 71 # ro. Caso contrario, utilizam-se outras estratégias,
nao mencionadas neste texto.

Um exemplo famoso de recorréncia de 2% ordem é a sequéncia
de Fibonacci, F,, = (1,1,2,3,5,8,---), construida a partir da
recorréncia

P =F=1
Fn+2 = I'pt1 + Fn
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Ao aplicarmos os passos descritos anteriormente para essa

recorréncia, encontramos a funcgao

1 Vi+H1\" 1 V5 —1\"

+—-|—%—| , nelN

Foo=_.
SORNS 2 5 2

Ainda sobre a fungao F{,), veja a Figura 5.2.

Figura 5.2: Sugestao N2 13

Professor(a),

a resolugdo completa
da recorréncia de
Fibonacei consta

nos anexos.

Fonte: Autoria propria

VE+1
2

Nessa funcdo, destaca-se o ntmero ¢ = , conhecido
como “numero de ouro” ou “razdo aurea”. Essa razdo explica
varias relagoes da natureza, tais como o crescimento da popula-
cao de coelhos e abelhas, a relagdo dos anéis espirais da concha
dos caramujos, a razdo entre nossa altura e a distancia dos pés
ao umbigo, entre outras. Essas relagoes também sdo estudadas

no contexto financeiro, especificamente, no mercado de acoes. O

inverso do niimero de ouro, % = ‘/‘?’271, ¢é aplicado na andlise dos

padroes de reversao das agoes de uma empresa.
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5.5 Professor(a), e se ...7

Professor(a), e se eu quiser escrever a sequéncia ao invés de

resolver a recorréncia?

Em alguns casos, a solu¢ao encontrada para a recorréncia nao
é de facil manipulacdo. Na sequéncia de Fibonacci, por exem-
plo, os calculos de F(7) e F{13) sdo extremamente trabalhosos, se
feitos manualmente, a partir da funcdo F{,). Nessas condigoes,
é mais eficaz obedecer a férmula de recorréncia e construir a
sequéncia. No entanto, o uso das fungoes é conveniente quando
consideramos altos valores para n, seja em calculos manuais ou
utilizando calculadoras e/ou planilhas. Isso é vélido em situa-
¢oes de financiamentos em longo prazo. Agora, imagine como
seria trabalhoso caso fosse necesséario calcular o milésimo termo

de Fibonacci, F(; o), ou de outra sequéncial

Professor(a), e se aplicarmos 0s passos das recorréncias de 2¢

ordem aos exemplos anteriores?

Essa aplicagdo é inviavel, visto que nao ha polinémio de grau
2 associado a recorréncia de 1? ordem. Quando tratamos recor-
réncias de 12 ordem, espera-se que suas resolugoes recaiam em
sequéncias conhecidas, tais como PAs, PGs, ou ainda, poténcias
e fatoriais.
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APENDICE A

APLICACAO E AVALIACAO

As primeiras aplicagoes deste produto educacional ocorre-
ram em duas escolas privadas de Belo Horizonte — MG, nas
quais Bruno Freitas atuava como professor. A primeira apli-
cagao ocorreu em julho de 2020, em uma turma de 1° ano do
Ensino Médio (1°EM) e a segunda, em uma turma de 3° ano
(3°EM), em novembro do mesmo ano, em outra escola. Diante
da suspensao das aulas presenciais no periodo de margo até o
fim do referido periodo letivo, devido & disseminacao do corona-
virus, as aulas deram-se em ambientes virtuais. Em ambas as
instituigoes, alunos e professores interagiam em plataformas de
videoconferéncias, a saber, Google Meet e Zoom.

No primeiro encontro, destinado a apresentacao do projeto,
os estudantes impressionaram-se ao comparar o prego a vista de
um automovel com o valor total a ser pago por esse mesmo vei-
culo em um financiamento, situacdo semelhante & histéria apre-
sentada na introducdo deste livro. Na ocasido, alguns alunos
comentaram ser melhor poupar para comprar a vista, enquanto
outros sugeriram que se pesquisassem melhores opg¢oes de finan-
ciamento. Tais sugestoes foram usadas como referéncias para as
aulas seguintes, nas explanagoes contidas nas segundas segoes de
cada capitulo.

Quanto as atividades propostas nas se¢oes “E hora de explo-
rar!” e “Vamos praticar!”, as dividas relatadas pelos discentes

foram semelhantes as esperadas para as aulas presenciais. Os
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assuntos tratados nas atividades em questao, bem como nos tex-
tos propostos em “Ninguém me contou isso antes!”, detonaram
discussbes preciosas que muito contribuiram com a Educacio
Financeira dos envolvidos.

Os alunos encerraram sua participagao neste projeto fazendo
criticas e sugestoes a utilizacdo do produto educacional. Entre as
sugestoes, ressaltamos a necessidade de um aumento no tempo
de aula destinada a cada capitulo, caso a aplicacdo ocorra em
ambientes remotos. As referidas aplicagoes também foram tteis
para adequacdes no material, tais como inserir novas instrugoes
e novas perguntas na Secdo “Professor(a), e se ...?”, e para
reformular um item da Secao “Vamos praticar!”.

Quanto a andlise e a validagao, o presente produto educacio-
nal foi avaliado a partir de dois critérios especificos, a saber, as
competéncias da BNCC, especificas para a area Matemaética e
suas Tecnologias, e os objetivos de aprendizagem da Taxonomia
de Bloom.

A.1 Sobre a analise a luz da BNCC

Na drea da Matematica, a BNCC organiza os contetidos em
unidades tematicas (Ntmeros, Algebra, Geometria, Grandezas
e Medidas e Probabilidade e Estatistica) que devem ser traba-
lhadas a partir das ideias fundamentais da disciplina (equivalén-
cia, ordem, proporcionalidade, interdependéncia, representacao,
variagdo e aproximacao). Esse trabalho ocorre através de pro-
cessos matemadaticos como resolugao de problemas, investigacao,
desenvolvimento de projetos e modelagem, os quais constituem
o conjunto de competéncias especificas dessa area, apresentadas
na Figura A.1.
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Figura A.1: Competéncias BNCC - Matemaética

AOEED S
(o EeRERSES

oesEn o
\r\._\-\e\\'\'.c =
BECCS

=

RS

Fonte: Autoria propria

O desenvolvimento e a consolidacao, total ou parcial, dessas
competéncias constituem um dos critérios de avaliacdo do pro-
duto educacional. Nesse sentido, apontamos neste texto como
tais competéncias figuram no material.

Nas situagoes introdutérias da Secio “E hora de explorar!”,
os estudantes devem usar conhecimentos numéricos para comple-
tar tabelas e identificar possiveis padroes a partir dessas. Para
tanto, exigem-se dos participantes habilidades de Raciocinio
légico e Investigacdo, uma vez que o preenchimento da ta-
bela segue uma ordenagao légica de operacoes e a identificacao
de padroes é baseada na analise de sequéncias numéricas. Dali,
os padrdes devem ser descritos em linguagem textual e algébrica,
evocando a competéncia Registros e Linguagens.

Os conhecimentos necessarios & manipulacdo das tabelas, a
identificacdo e ao registro de padroes permeiam os contetdos
“Porcentagens e Juros”, “Sequéncias e Progressoes” e “Equagoes
e Funcdes”. Uma vez que esses topicos podem ser trabalhados
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a partir de unidades tematicas distintas (N@meros, Algebra e
Grandezas/Medidas), temos o caréter intradisciplinar da Mate-
matica, endossando o desenvolvimento da competéncia Rela-
¢oes Intra/Interdisciplinar.

A linguagem algébrica usada para registrar os padroes iden-
tificados nas tabelas da origem a funcdes que descrevem a depen-
déncia entre grandezas financeiras e temporais. Os estudantes
sdo orientados a testar a validade dessas relacbes a partir dos
numeros ja registrados e aplicd-las na obtencao de novos valo-
res, passiveis de andlises e comparagoes. Os atos de analisar
as cifras obtidas e de registrar as conclusbes sobre essas ao fi-
nal de cada situacdo consolidam a capacidade de Observacgao
e Argumentagao dos alunos.

Ainda sobre a validade das fung¢bes obtidas, as verifica¢oes
matematicamente adequadas ficam sob a responsabilidade do
professor(a), na explanacdo do conteido de cada capitulo. Tais
averiguacoes, aliadas a investigacdo e a generalizacdo, ajudam o
aluno a enxergar a Matematica como Ciéncia.

Quanto ao desenvolvimento da competéncia Resolugao de
Problemas, as questoes de fixacdo da secao “Vamos praticar!”
apresentam contextualizacoes tipicas do cotidiano financeiro —
compras parceladas, pagamento de prestacbes, prazos, rendi-
mentos, juros e inflagdo. Ademais, tais assuntos sdo ampliados
nos textos da Secao “Ninguém me contou isso antes!”, que rela-
cionam o conhecimento adquirido a informagoes/instrugoes tteis
a Educacao Financeira dos participantes.

Nesse sentido, vale lembrar que os textos da secdo supraci-
tada contribuem com a insercdo dos estudantes no universo do
dinheiro e com a compreensao desses sobre financas e economia.
Trata-se de uma abordagem em acordo com a Educac¢ao Finan-

ceira Escolar, que visa tornar o individuo apto “a analisar, fazer
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julgamentos fundamentados, tomar decises e ter posigoes cri-
ticas sobre questoes financeiras que envolvam sua vida pessoal,
familiar e da sociedade em que vivem”, ver [10. p. 12]. Nessas
condigoes, caracterizamos o produto educacional como parte de
um Projeto de Cunho Social.

Ademais, nosso material apresenta uma proposta de aborda-
gem de Sistemas de Amortizagdo na sala de aula do Ensino Mé-
dio, mas nao esgota as possibilidades para o topico Empréstimos
& Financiamentos. Nesse sentido, questionamentos diversos sur-
girdo ao longo de sua utilizagdo, ora por parte de docentes, em
primeiro contato com este material, ora por parte dos estudantes,
durante as aulas sobre o tema. As davidas registradas na Secao
“Professor(a), e se ...?”, bem como outras possiveis indagagoes,
apontam para a necessidade de novos estudos, configurando a
presente obra como detonadora da competéncia Desenvolvi-
mento de Pesquisas.

Feitas as consideragoes sobre as competéncias apontadas pela
BNCC para a area Matemadtica e suas tecnologias, atentemos a
analise do livro a luz dos objetivos educacionais da Taxonomia
de Bloom.

A.2 Sobre a andalise a luz da Taxonomia de
Bloom

A Taxonomia de Bloom consiste em um sistema de classi-
ficagdo de objetivos de aprendizagens formulado por um grupo
de pesquisa coordenado por Benjamin Bloom, em 1956, e revi-
sado em 2002 por seu colaborador David R. Krathwohl. Nesse
sistema, a evolucao do conhecimento é descrita em etapas, con-

forme a Pirdmide de Bloom, na Figura A.2.
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Figura A.2: Piramide de Bloom

=

Fonte: Autoria propria

A fim de denotar o grau de dificuldade atribuido ao contetido
que esta sendo avaliado, um conjunto de verbos cognitivos é asso-
ciado a cada degrau da piramide. Os primeiros degraus, Lembrar
e Entender, compoem a fase de aquisicdo de conhecimento, re-
ferenciando a capacidade de memorizagao e de compreensao do
que estd sendo ensinado. As etapas seguintes, Aplicar e Ana-
lisar, consistem no desenvolvimento do pensamento critico, ao
passo que os niveis mais altos da construcao, Avaliar e Criar,
referenciam a evolucdo da criticidade a capacidade de criacio de
conhecimento.

Segundo [6], a classificagdo proposta por Bloom constituiu-
se uma ferramenta eficaz de suporte a organizacao e a analise
dos objetivos educacionais de sequéncias didaticas, avaliacOes e
curriculos. Logo, as etapas supracitadas, bem como o conjunto
de acbes associado a cada uma delas, norteardo a andlise das
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sequéncias didaticas propostas em cada capitulo.

A etapa Lembrar requer que o aluno recorde informacoes
e conteudos previamente abordados e, em Entender, verifica-
se se o aprendiz é capaz de modificar informacGes originais,
ampliando-as (ou reduzindo-as) e representando-as em outros
formatos. Nesse contexto, esses degraus constituem-se como
ponto de partida para o Capitulo 1, Juros e Progressdes, uma
vez que esse evoca 0s conhecimentos que os alunos tém sobre
progressoes aritméticas e geométricas, contextualizando-as a si-
tuagoes financeiras e associando-os as férmulas de juros.

A etapa Aplicar exige do estudante a habilidade de usar,
em situagoes novas, as informacoes aprendidas em estagios an-
teriores, selecionando, transferindo e aplicando dados e princi-
pios para resolver um problema ou completar uma tarefa com
um minimo de coordenacdo. Isso é o que ocorre no Capitulo 2,
Tipos de Financiamentos, uma vez que, mediante os conceitos
recém-adquiridos sobre amortizacao, a verificacao de padroes em
processos diversos permite caracterizar os modelos de financia-
mentos apresentados.

As especificidades dos sistemas de amortizacido sdo tratadas
nos capitulos 3 e 4, a saber, Tabela Price e Sistema SAC, res-
pectivamente. Esse tratamento consiste na distin¢do, na classi-
ficagdo e na relacdo entre as estruturas de cada sistema, apre-
sentadas logo no infcio das sequéncias didéticas, nas se¢des “E
hora de explorar!”. Tais atitudes configuram o quarto nivel da
Taxonomia de Boom: Amnalisar. Nesses capitulos, os discentes
recebem as tarefas de avaliar, comparar, discutir e explicar sobre
vantagens e desvantagens dos sistemas estudados. Essas ac¢oes
fazem parte do conjunto de verbos cognitivos associados a fase
Avaliar.

Quanto ao apice Criar, o aluno deve combinar elementos de
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um conhecimento para formar um todo que se apresente como
uma, estrutura que antes ndo estava Obvia. Isso ocorre no Ca-
pitulo 5, Recorréncias, cujo objetivo é explorar os processos de
construgao das fungdes que verificam as relagdoes de recorréncia
citadas nos capitulos anteriores. Vale lembrar que uma recorrén-
cia descreve o comportamento de uma sequéncia numérica atra-
vés de uma relagdo entre elementos consecutivos dessa sequén-
cia. Embora muitas dessas relagoes nao sejam classificadas como
progressoes aritméticas (nem geométricas), conceitos atrelados a
soma dos termos dessas sequéncias sao tteis a obtencao das fun-
¢Oes que solucionam as recorréncias. Logo, temos, no referido
capitulo, a criagdo de um conhecimento (Recorréncias) a partir
de outro (PA/PG).

Além da andlise descrita nos paragrafos acima, apresenta-
mos, nos quadros A.1l e A.2, um detalhamento das etapas que
sao trabalhadas em cada sec¢do das sequéncias didaticas do pro-

duto educacional.
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Quadro A.1: Detalhamento das etapas dos capitulos 1 a 3

Secao/Capitulo Capitulo 1 Capitulo 2 Capitulo 3
Juros & Financiamentos Tabela Price
Progressoes
E hora de ex- | E2—Entender; | E2 — Entender; | E1 — Lembrar;
plorar! Situ- | E3 — Aplicar; | E3 -  Aplicar; | E2 — Entender;
agoes Introduté- | E4 — Analisar. | E4 — Analisar. E3 — Aplicar;
rias E4 — Analisar;
E5 — Avaliar.
Problema E1 — Lembrar; | E2 -~ Entender; | E3 — Aplicar;
de pesquisa | E4 — Analisar. | E4 — Analisar. E6 — Criar.
Apresentacao de
conteudo
Vamos prati- | E2—-Entender; | E1 — Lembrar; | E1 — Lembrar;
car! Questdes | E3 — Aplicar; | E2 — Entender; | E3 — Aplicar;
de fixacao E4 — Analisar; | E3 — Aplicar. E4 — Analisar;
E5 — Avaliar. E5 — Avaliar.
Ninguém me | E3 — Aplicar. E4 - Analisar; | E6 — Criar.
contou isso E5 — Avaliar.
antes! Texto
complementar
Professor(a), e | E4 — Analisar; | E5 — Avaliar. E3 — Aplicar;
se...? Duvidas | E6 — Criar. E4 — Analisar;
dos alunos E5 — Avaliar;
E6 — Criar.

Fonte: Autoria propria
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Quadro A.2: Detalhamento das etapas dos capitulos 4 e 5

Secao/Modulo Capitulo 4 Capitulo 5
Sistema SAC Recorréncias

E hora de ex- | E2 — Entender; E2 - Entender;

plorar! Situ- | E3 — Aplicar; E3 - Aplicar;

agoes Introduté- | E4 — Analisar; E4 — Analisar.

rias E5 — Avaliar.

Problema de | E4 — Analisar; E6 — Criar.

pesquisa Apre- | E5 — Avaliar.
sentagao de con-

teido
Vamos prati- | E1 — Lembrar; E2 - Entender;
car! Questdes | E2 — Entender; E3 - Aplicar;
de fixacdo E4 — Analisar; E4 — Analisar.

E5 — Avaliar.
Ninguém me | E4 — Analisar. E6 — Criar.
contou isso
antes!  Texto
complementar
Professor(a), | E5— Avaliar. E3 — Aplicar.

e se...? Duvi-
das dos alunos

Fonte: Autoria propria

Mediante as andlises aqui expostas, temos entdo a validagdo
do presente produto educacional, tanto perante a BNCC quanto
ante a Taxonomia de Bloom.

O relato completo das primeiras aplicagoes deste produto
educacional, bem como da sua validagao, é parte da pesquisa
de Mestrado desenvolvida pelo mestrando e orientadora, autores
deste livro.
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GABARITOS COMENTADOS

B.1 Atividades - E hora de explorar!

Situacao 1.1.

(a) 2021 — R$ 27.000,00;
2022 — R$ 24.300,00;
2023 — R$ 21.870,00;
2024 — R$ 19.683,00.

(b) PG
(¢) ¢=0,90

(d) V(n) = 27.000 - (0,90)""!, com n = 1 correspondente a
2021.

(e) Para 2016, temos n = —5, ou seja,
V(=5) = 27.000 - (0,90)° = 27.000 - 1, 693509
— RS 45.724, 4.
Situacao 1.2.
(a) Mora = R$ 0,84 e Multa = R$ 33,60;

(b) Mora = R$ 1,68 e Multa = R$ 33,60;
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(c) Tabela completa (R$), ver Tabela B.1;

Tabela B.1: Pagamentos apds o vencimento

Data Dias Mora Multa Valor a
atrasados pagar
07/01/2021 1 0,84 33,60 454,44
08/01/2021 2 1,68 33,60 455,28
09/01/2021 3 2,52 33,60 456,12
10/01/2021 4 3,36 33,60 456,96
11/01/2021 5 4,20 33,60 457,80

Fonte: Autoria prépria

(f) V(n) =454,44+40,84-(n—1), com n > 1;

(g) V(12) = 454,44 + 0,84 - (11) = 463, 68;

(h) V(n) = 474,60 = 454,44+ 0,84 (n — 1) = 474,60 =
n=25 = 31/01/2021.

Situagao 2.1.

(a) Tabela completa, ver Tabela B.2;
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Tabela B.2: Elementos de um financiamento

Més Saldo devedor Juros Amortizagao Prestacao
1 126.000,00 1.260,00 350,00 1.610,00
2 125.650,00 1.256,50 350,00 1.606,50
3 125.300,00 1.253,00 350,00 1.603,00
4 124.950,00 1.249,50 350,00 1.599,50
5 124.600,00 1.246,00 350,00 1.596,00

Fonte: Autoria propria

(b) PA;

(c) r=—3,50;

(d) P, =1.610 — 3,50 - (n — 1);

(e) Pip=1.610 — 3,50 (10 — 1) = R$ 1.578, 50;

(f) Psss = 1.610 — 3,50 - (358 — 1) = R$ 360,50 = Piso =
R$ 357,00 => Pigo = R$ 353, 50;

(g) Soma dos termos da PA
(1.610,00; 1.606, 50; 1.603, 00; - - - , 360, 50; 357, 00; 353, 50)

¢

360

S360 = - (a1 + aseo)

=180 (1.610, 00 + 353, 50)

= R$ 353.430, 00;

(h) Juros totais: R$ 353.430,00 + R$ 126.000,00 = 2,805 —
+180,5% em 30 anos.
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Situacgao 2.2.

a) Tabela completa, ver Tabela B.3;

Tabela B.3: Controle de pagamentos (R$)

4 R$ 9.090,70 R$ 90,91 R$ 400,00 R$ 8.781,88
5 R$ 8.781,88 R$ 87,82 R$ 400,00 R$ 8.469,70
6 R$ 8.469,70 R$ 84,70 R$ 400,00 R$ 8.154,40

Fonte: Autoria propria

(b) jn =0,01-D,_ 1, com Dy = R$ 10.000, 00;
(¢) D, =1,01-D,_; — 400, com Dy = R$ 10.000, 00;

(d) D(1) = 10.000 - [4 — 3 - (1,01)}] = 10.000 - [4 — 3 - 1,01] =
R$ 9.700, 00

D(2) =10.000-[4 — 3-(1,01)%] = 10.000 - [4 — 3 - 1,0201] =
R$ 9.397, 00

D(3) = 10.000-[4—3-(1,01)3] = 10.000- [4 —3-1,030301] =
R$ 9.090, 97;

(e) D(15) = 10.000-[4—3-(1,01)'] = 10.000-[4—3-1,160969] =
R$ 5.170, 93;

(f) D(28) = 10.000-[4—3-(1,01)28] = 10.000-[4—3-1,321291] =
R$ 361, 27;

(g) D(29) = 10.000-[4—3-(1,01)?°] = 10.000-[4—3-1, 334504] =
—R$ 35, 12;

(h) 29 meses = 2,42 anos = 2 anos e 5 meses.
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Situacao 3.1.

(a) Tabela Price, pois ha prestagoes fixas;
(b) Todas, exceto a tltima;

(c) P, = R$293,87; P, = R$272,10; P; = R$ 251,94; Py =
R$ 233,28; P5 = R$ 216, 00; Ps = R$ 200, 00;

(d) PG;
(e) ¢=1,08;
(f) S¢ = R$ 1.467,19;
(g) V =924,58-(1,08)% = R$ 1.467,19;
(h) V = Sg.
Situacgao 3.2.

(a) P, = P-1,7623; P, = P -1,5735; Py = P - 1,4049; Py =
P.1,2544; P; = P -1,1200; Ps = P - 1,0000;

(b) Sg= P -8,1152;

() V =1.200-(1,12)% = R$ 2.368, 59;

(d) V=S = P-8,1152=2.368,59 = P = R$291,87.
Situacao 4.1.

(a) 60% de 150 mil = 90 mil;
(b) 90 mil = 360 = R$ 250;

() 1+0,085 = (1+i)12 = i=(1,085)1z — 1 = 0,0068 =
0, 68%;
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(d) Tabela completa, ver Tabela B.4;

Tabela B.4: Financiamento Imobilidrio através do SAC

Maés Saldo Juros Amortizacido Prestacao
devedor R$ RS RS RS
1 90.000,00 612,00 250,00 862,00
2 89.750,00 610,30 250,00 860,30
3 89.500,00 608,60 250,00 858,60
4 89.250,00 609,90 250,00 856,90
5 89.000,00 605,20 250,00 855,20

Fonte: Autoria propria

(e) r=—RS$1,70;
(f) pp, =862 —1,70- (n—1) = 863,70 — 1, 70n;
(2) psso = 863,70 — 1,70 - 360 = R$ 251, 70;

(h) Sse0 = (p1 + pseo) - 252 = (862,00 + 251,70) - 180 =
R$ 200.466, 00.

Situagao 4.2.

_ _ V4 _ _ 90.000-0,0068  _ )
(a) P = 1—(1+zi)—" — 1-(140,0068)—360 — R$ 670, 45;

(b) Tabela completa, ver Tabela B.5;
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Tabela B.5: Financiamento Imobilidrio através da Tabela Price

R$ 90.000,00 R$ 612,00 R$ 670,45 R$ 89.941,55
R$ 89.941,55 R$ 611,60 R$ 670,45 R$ 89.882,70
R$ 89.882,70 RS$ 611,20 RS$ 670,45 R$ 89.823,45
R$ 89.823,45 R$ 610,80 R$ 670,45 R$ 89.763,80
R$ 89.763,80 R$ 610,40 R$ 670,45 R$ 89.703,75

T W N

Fonte: Autoria propria

(c) Ay = R$58,45; A, = R$ 58,85 A3 = R$ 59,25, Ay =
R$ 59,65; A5 = R$ 60, 05;

(d) Sse0 = 360 - 670,45 = RS 241.362, 00;

(€) Sprice > SsAC:

(f) A explicagao para essa diferencga estd no conceito de valor
do dinheiro no tempo, no qual “dinheiro antes” vale mais
do que o mesmo “dinheiro depois”. Na tabela SAC, vocé
paga parcelas maiores antes e, quem paga antes, paga menos

juros; por isso a soma das parcelas da um valor total menor.
Situacao 5.1.

(a) PA de 2® ordem; ver conceito abordado na Segdo 1.5 do
Capitulo 1;

(b) 28 pontos;
(¢) P,=Py,_1+n,comnéeNen>2
2
F=LfR)=32=
2 2
fB) =32 =E=6ef4) =5 =2 =10

[\l
|
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(e) f(15) = 1255 = 20 = 120,

() 250 2190 = n?+n—380 =0 = n =19 ou n =
—20 = 19? posicao.

Situagao 5.2.
(a) Tabela completa, ver Tabela B.6;

Tabela B.6: Rendimento Semestral do Fundo

Meés Saldo Juros Depésito Saldo atual
anterior

1 R$ 0,00 R$ 0,00 R$ 600,00 R$ 600,00
2 R$ 600,00 R$ 6,00 R$ 600,00 R$ 1.206,00
3 R$ 1.206,00 R$ 12,06 R$ 600,00 R$ 1.818,06
4 R$ 1.818,06 R$ 18,18 R$ 600,00 R$ 2.436,24
5 R$ 2.436,24 R$ 24,36 R$ 600,00 R$ 3.060,60
6 R$ 3.060,60 R$ 30,61 R$ 600,00 R$ 3.691,21

Fonte: Autoria propria

(b) Juros é 1% do saldo anterior.
Saldo atual é a soma entre o saldo anterior, juros e depésito;

(¢) jn=10,01-8,1;
(d) Sp=1,01-S,_1 + 600;
(€) Sq1y = 60.000-[(1,01)' —1] = 60.000-[1,01000—1] = 600, 00;

S(zy = 60.000 - [(1,01)% — 1] = 60.000 - [1,020100 — 1] =
1.206, 00;

Si3) = 60.000 - [(1,01)3 — 1] = 60.000 - [1,030301 — 1] =
1.818, 06;

(f) S(aa) = 60.000 - [(1,01)2* — 1] = 60.000 - [1,269735 — 1] =
16.184, 08.
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B.2 Atividades - Vamos praticar!

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.

E

Basta analisar a sequéncia

(JAN; FEV; MAR,;---) = (100, 00; 112,00; 125, 44; - - - ).

B

Aplicando a férmula de termo geral de PA & sequéncia
(2.500,2.490,2.480, - - - ), obtemos a150 = a;+149r = 2.500-+
149 - (—=10) = R$ 1.010, 00.

D

Em um sistema de juros simples, a taxa mensal de 0,6% é
equivalente a 0,02% ao dia, o que nos permite concluir um
rendimento didrio de R$ 0,32. Isso nos permite escrever a

sequéncia
(R$ 1.600, 32; R$ 1.600, 64; R$ 1.600, 96; - - - ; R$ 1.606, 40),
no qual o termo a, representa o montante no dia n. Logo:
an =a1+r-(n—1)
4
1.606,40 = 1.600,32 4+ 0,32 - (n — 1) = n =20 dias.

A
Suponha um valor inicial de R$ 100,00.

Aplicando os aumentos sucessivos sugeridos, obtemos R$
169,74.

Agora, pelo conceito de PG, temos 100 - ¢* = 169,74 —
q=1,1414.
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2.5. B
Basta completar a Tabela B.7.

Tabela B.7: Quitacdo do montante

Meés Saldo Juros Amortizagido Prestacao
devedor
1 R$ 1.200 R$ 60 R$ 300 R$ 360
2 R$ 900 R$ 45 R$ 300 R$ 345
3 R$ 600 R$ 30 R$ 300 R$ 330
4 R$ 300 RS 15 R$ 300 R$ 315

Fonte: Autoria propria

2.6. B
Bastar retomar a defini¢ao de SAC.

2.7. C
Divida no més 1 = saldo devedor + juros — pagamento =
800 4 80 — 600 = 280.
Divida no més 2 = saldo devedor + juros — pagamento =
280 4+ 28 — 308 = 0.

2.8. B
A taxa de variagdo entre as prestacoes pagas é de 78,03 +
76,50 =1, 02.
Considere Py a prestagdo sem juros, temos 76,50 +~ Py =
1,02 = Py, =R$ 75, 00.
Logo, duas prestacoes, sem juros, somam 150 reais.

3.9. VVFVV

(a) 10-77,67 =15-51,78 = 776, 70;
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3.10.

3.11.

3.12.

4.13.

(b) 776,67 - 0,90 = 699, 00;

(c) Idem item (a);

(d) Embora nao haja proporcionalidade entre as grandezas
P, n e i, podemos dizer que o valor da prestacdo é
influenciado pelo prazo e pela taxa de juros, tais que
prestacoes menores sdo consequéncia de prazos maiores

e de taxa de juros menores.

(e) Prestagoes fixas.

B
Basta aplicar a férmula da Tabela Price.
_ V4 12.000:0,02  _ 240,00 __
P= 1—(1+Zz‘)*n — 1-(140,02)-® — 1-0,387 R$ 391, 22.
A

Basta aplicar a férmula da Tabela Price.
_ Vi _ V0,08 _
0,174V = V = R$ 1.000, 00

B
Usar a conclusao do item (h) da situacdo 5: Viyuro =

Soma PG
Viuturo = 2.000 - (1,03)* = R$2.185, 45
Soma PG =P -1,00+P-1,03+ P-1,0609+ P -1,0927

— P 4,1836

Igualando: P -4,1836 = 2.185,45 — P = 522,38
Observacao: neste item, a férmula citada na questao ante-
rior é valida se considerarmos V = 2.000 — P e n = 3.

VVVFEFV
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4.14.

4.15.

4.16.

C

Apesar de termos r = —0,06 para os primeiros ele-
mentos, temos a4 — a3 = R$0,07. Essa divergéncia
justifica-se pelo ntimero de casas decimais usadas na

simulagao;

Razao r = —250 = 9%‘380 = amortizacao;
Razao q = 1;

Tencargos = —1,77 e T'prestagio = -1,71;
Vide item “b”.

As prestagoes formam a PA (490,485,480, - --) cujo termo

geral é calculado por p, = 490—5-(n—1). Nesse caso, basta
calcular pi5, a saber, p15 =490 — 5 - (15 — 1) = R$420, 00.
Outra sugestao seria usar a féormula, p, = % +1-V - % .

(n — 1), apresentada na Secgao 4.2.

D

Basta comparar a férmula P, a resposta do Exercicio 3.10,
ou seja, 490 — 5 - (n — 1) < 391,22, o que nos da n > 20,7.

B

Considere a Tabela B.8 de amortizacao.
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Tabela B.8: Juros em SAC

Meés Divida Juros Amortizagao Prestacao
anterior
1 R$ 6.000,00 R$ 600,00 R$ 1.000,00 R$ 1.600,00
2 R$ 5.000,00 R$ 500,00 R$ 1.000,00 R$ 1.500,00
3 R$ 4.000,00 R$ 400,00 R$ 1.000,00 R$ 1.400,00
4 R$ 3.000,00 R$ 300,00 R$ 1.000,00 R$ 1.300,00
5 R$ 2.000,00 R$ 200,00 R$ 1.000,00 R$ 1.200,00
6 R$ 1.000,00 R$ 100,00 R$ 1.000,00 R$ 1.100,00

Fonte: Autoria propria

Basta somar os valores da coluna “Juros”.

4.17. E
Basta escrever os primeiros termos da sequéncia

a, = (1.000, 00; 1.050, 00; 1.102, 50; - - - ).

5.18. E

Basta analisar a construgao dos primeiros termos:
_ 1. _ 2 _ 3
To=x1+3; xz3=x2+3" e x4 =x3+ 3°.

5.19. C, ver Tabela B.9.

Tabela B.9: Medicacao ao longo do tempo

Quantidade Comprimido Quantidade
anterior (mg) (mg) atual (mg)
0h00 0,00 0,00 200,00 200,00
6h00 200,00 20,00 200,00 220,00
12h00 220,00 22,00 200,00 222,00
18h00 222,00 22,20 200,00 222,20

Fonte: Autoria propria
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5.20. D
Basta usar a resposta da questdao anterior, Q4 = 222,20,
para testar as alternativas, ou ainda usar uma resolugao se-
melhante a aplicada na Situacao 5.2, na se¢ao “Como obter

funcoes a partir de recorréncias?”.
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Anexo I — Dedugao alternativa para féormula da Tabela
Price

Considere um bem cujo valor a vista V' serd pago em n pres-
tagbes mensais de P reais, com o primeiro pagamento efetuado
um més apds a compra. Seja i a taxa mensal de juros vigente
nessa negociagao.

Sabendo que, na Matematica Financeira, ndo se deve compa-
rar valores em tempos diferentes, a comparacao entre o montante
pago nas prestagoes e o valor a vista requer um tempo referen-
cial. Nesses termos, tomemos como referéncia o tempo t = 0, a
fim de preservar o valor a vista V.

Contudo, o valor de cada parcela devera ser reajustado para
a data t = 0. Com isso, temos a primeira prestacio P, = ~t~1

A+l
P P

a segunda P», = e @ terceira P3 = e © assim su-

cessivamente, até chegarmos a enésima parcela, definida por
_ P

P, = N
Uma vez que todas as prestagoes foram reajustadas para o

tempo t = 0, podemos escrever:

V=P1—|-P2—|-P3—|----—|—Pn

V= P + P + P + +L
(4 (1442 (144)3 (140~

Na equagao acima, as parcelas registradas no segundo mem-

bro da igualdade sdo termos de uma PG, com a1 = @ fz‘)l e razao

_ 1
9= Ty
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Logo, a partir da férmula S, = a; - (qqn_—_ll), usada para

calcular a soma dos termos de uma PG, escrevemos:

n—1
V:Sn:al-(q )
qg—1

1 n
P I
(144)t (1-1&-1') -1

:P.{l_(lﬂ)_n}.

Multiplicando os termos extremos da igualdade por i, obte-

110S

Veii=P-{1-(1+i)"}

Dividindo ambos o0s membros da igualdade por
{1-(1+™"}:
Vi
T—(1+i)7"
A igualdade acima é a expressdo apresentada na Secao 3.2
como a férmula utilizada para se calcular o valor da prestagao de
um financiamento baseado na Tabela Price, sem entrada e sem

caréncia. Solucao generalizada a partir dos exemplos de [12].
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Anexo IT - A funcao de Fibonacci

Um exemplo famoso de recorréncia de 2% ordem é a sequéncia
de Fibonacci, F,, = (1,1,2,3,5,8,--), construida a partir da

. P =F=1
recorréncia
Fn+2 = I'pt1 + F,
Ao aplicarmos os passos proprios a resolugcao de uma recor-

réncia de 2% ordem, encontramos a func¢ao

1 '<1+\/5>"_ 1 '<1—\/5

V5

Finy) = ﬁ 9 9

Vejamos os passos.

n
) ,com n € N.

I. Transformando a expressao em uma equacao homogénea (de

resultado nulo).

Fn+2:Fn+1+Fn — Fn+2_Fn+1_Fn:0

IT. Associando a equagdo homogénea a uma equagdo quadra-
tica.

Foyo—Fpi1—F,=0 = > —r—-1=0

III. Dadas as raizes dessa equacdo, r| = 1+72\/5 ery = 1_2‘/5,

escrever a solucao genérica.
F,=0C- (Tl)n+02 . (7’2)”

4

Fn:01-<1+2\/g> +C2.<1—2\/5> .

Nessa solugao, C] e (5 sdo constantes reais dependentes dos

valores iniciais do problema.
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IV. Usar os valores iniciais do problema.

f - (49 s (58)

B () o ()

S

ot

Portanto,

{01 (55) + - (155) =1

o (158) von- (355) =

A solucdo do sistema fornece-nos os valores para as cons-
tantes C7 e Oy, a saber, C1 = —Cy = %

V. Escrever F,, como funcao.

Ja _L. 1+V5 n_i. 1-v5\"
"5 2 NG 2

Essa solucao esta disponivel em [7].
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