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Prefacio

A natureza traz junto consigo uma riqueza extraordindria de fendmenos, os
quais muitas vezes possuem alto grau de simetria. Por exemplo, todo objeto base-
ado em poliedros regulares possuem eixos e angulos de simetria (colméias, pétalas,
cristais, 4tomos, ...); ou podem aparecer conjuntos infinitos dessas: uma esfera é
exatamente igual independente da dire¢do e dngulo que vocé a gira. Mas um dos
melhores exemplos rege o nosso dia-a-dia: as leis da fisica sdo invariantes por
referéncial, ngulo e posicao.

Tais simetrias ganharam atencdo por si s e suas aplicacdes permeam a ma-
tematica moderna. Esse manuscrito é dedicado a estudar uma classe especial de
simetrias através de sua estrutura algebro-geométrica. Como toda classe de sime-
tria, essa é representada por um grupo, o SO(3). Aqui exploramos a riqueza da
geometria herdada por esse grupo, com o objeto de familiarizar o aluno a con-
ceitos habituais em geometria moderno, porém de cardter muito profundos (como
variedades, recobrimentos e essencialidade de aplicagdes).

O manuscrito atual encontra-se em forma indesejavelmente preliminar, porém
serd completado ao longo do tempo.
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Capitulo 1

O que € simetria?

por A. Zanardini

“Symmetry, as wide or as narrow as you may define its meaning, is
one idea by which man through the ages has tried to comprehend and
create order, beauty, and perfection.”

— H. Weyl, Symmetry, Princeton: Princeton University Press, 1952, p.5.

Se perguntados, certamente podemos responder com alguma facilidade se um
dado objeto é simétrico ou nao. Por qué? O que € simetria, ou, o que significa
algo ser simétrico? Tem sentido dizer que um determinado objeto € mais simétrico
que outro? Como? Uma ideia geral do que se trata simetria parece permear nossas
experiéncias didrias e, surpreedentemente, ser inerente a natureza:

Assim como a exposi¢do de Weyl, em seu famoso livro ‘Symmetry’[4], a nossa

5



6 CAPITULO 1. O QUE E SIMETRIA?

(a0 menos a de quem escreve estas notas) percep¢ao do conceito de simetria co-
meca com a vaga no¢do de harmonia de proporgoes.

Se consultarmos o verbete ‘simetria’ em um diciondrio provavelmente encon-
traremos um similar ao seguinte:

s.f. 1. Propor¢do; correspondéncia entre as partes de um
todo; harmonia; equilibrio. 2. (Geom.) Correspondéncia, na
forma, de duas partes, em relacdo a uma linha ou plano.

Minidicion4rio Luft. Editora Atica. 20%d.

A primeira denotacdo estd de acordo com a tal vaga nocdo e diz respeito a
propriedades intrinsecas de um objeto, um animal, uma flor... e assim podemos
responder se algo é simétrico ou ndo sem maiores dificuldades. Ainda mais, apre-
ciamos a ordem, beleza e perfeicdo que as acompanham:

Ja a segunda denotacdo, coincidentemente, concorda com o segundo passo na
abordagem de Weyl. Simetria num contexto geométrico (i.e., o que se refere a
formas, propriedades de figuras) possui diferentes formas tais como simetria bi-
lateral e simetria rotacional. O verbete acima faz referéncia a simetria bilateral
a qual também encontramos representada na foto acima, no reflexo na dgua. Por
outro lado e, curiosamente, o Louvre em si (ou melhor, um modelo matematico
adequado do Louvre, como uma pirdmide), como veremos, possui simetria bilate-
ral, assim como simetria rotacional. A foto entdo captura um aspecto fascinante do
conceito de simetria: ele ndo remete apenas ao inanimado.

Para tornar a dltima sentenga mais clara, consideremos a seguinte figura:
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A figura representa um ladrilhamento do plano definido pelo padriao destacado
em vermelho e podemos pensar neste padrao como um conjunto de segmentos de
reta no plano. Agora, como obtemos o restante da figura? E possivel transformar
este conjunto de segmentos de modo a obter “a mesma” configuracdo? Como? E,
mais importante, por qué?

Em resumo, a ideia geral € a que segue: come¢amos com o inanimado, o con-
junto de segmentos, e em nossas questdes encontramos “movimento’’; em contra-
partida, o movimento deve deixar o padrdo invariante, “parado”.

Assim, somos levados a um principio mais sofisticado, um que, nas palavras de
Weyl' [4], tem guiado a Matemdtica moderna e finalmente podemos generalizar a
nog¢do de simetria para contextos ndo-geométricos. As simetrias de uma estrutura,
isto €, qualquer conjunto de elementos com uma (ou mais) relacdo definida entre
eles, consistem naquelas transformagdes do conjunto sobre si mesmo que deixam
a relagdo inalterada.

Dada uma transformagdo, torna-se natural entdo nos perguntarmos quais sao
os invariantes, o que permanece inalterado? Como veremos, em linguagem Mate-
matica, nossa inicial vaga no¢do de harmonia € entdo traduzida como invaridncia
por um grupo de automorfismos

1.1 O conceito matematico de simetria

Motivados pelos paragrafos anteriores, nosso objetivo agora € apresentar o con-
ceito matematico de simetria. Note que, admiravelmente, em ambas as entradas do
verbete no inicio deste capitulo encontramos a palavra correspondéncia. Em Ma-
temadtica, o termo mais proximo talvez seja bijecdo.

"“What we learn...and what has ideed become a guiding principle in modern Mathematics is
this lesson: Whenever you have to do with a structure-endowed entity, try to determine its group
of automorphisms [symmetries], the group of those element-wise transformations which leave all
structural relations undisturbed. You can expect to gain a deep insight into the constitution of it in
this way. ”(p.144)



8 CAPITULO 1. O QUE E SIMETRIA?

Dado um conjunto X, dizemos que uma fun¢do ¢ é uma simetria de X se ¢ é
uma bijecdo de X, isto €, ¢ : X — X é inversivel. O conjunto das simetrias de X
serd denotado por Bij(X)?.

A pergunta que propomos é: Tal definicdo nos permite seguir a licdo de Weyl?
Flores, cristais, moléculas, leis da fisica, equacdes polinomiais e tantos outros ob-
jetos matemadticos ndo sdo apenas conjuntos; seus elementos partilham de relacdes.
Estamos interessados no que anteriormente chamamos de estrutura.

O préximo passo entdo € introduzir o conceito de grupo. Para isso, considera-
remos poligonos regulares no plano

Se P é um poligono regular de n lados, com n € N, o que € uma simetria de P?
Certamente uma simetria de P é um elemento de Bij(P) (P visto como conjunto,
uma vez que P pode ser identificado com o seus vértices, um conjunto de pontos
no plano) no entanto, estes vértices partilham de relagdes: eles sdo conectados por
arestas de um certo comprimento e, portanto, temos estrutura. Qualquer permuta-
cdo dos vértices de P preserva tal estrutura? O que a quantidade de vértices de P,
isto é, n nos diz sobre quao simétrico P € ou ndo?

Para fins ilustrativos, consideremos n = 4, entdo as bijecdes P — P que
preservam a estrutura de P sdo as seguintes:

2Com a composicio, tal conjunto forma o grupo das permutagdes de X. No caso particular em
que X ={1,2,3,...,n},onde n € N, denotamos Bij(X) = Sp.
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1.1. O CONCEITO MATEMATICO DE SIMETRIA 11

Em resumo, o conjunto de simetrias de P, que denotaremos por S(P), possui
8 elementos que aplicam cada um dos quatro pontos fixos em um dos outros quatro
e, além disso, preservam as relagoes definidas entre estes. Como S(P) € finito, é
possivel construir uma tabela com os resultados da composicdo de quaisquer dois
de seus elementos:

Tabela 1.1: S(P)

o 1d p p? p3 o | ap?| ap | op?
Id | Id p 0> | p o |op?*| op | op®
p | p | | P | Id|opP| ap | o |op?
P> p> | P Id | p |op*| o |ap®| ap
PP Id | p | PP | op |apP|op?| o
o o ap | op? | op | Id | p? p p3
op* | ap® | op® | o | op | p* | Id | p° | p
op | op | op? | opd | o 03 p Id | p?
op* | op* | o | op |op*| p | PP | PP | Id

Em particular concluimos que S(P) é fechado para composigdo, isto €, para
quaisquer g, h € S(P) tem-se que g o h € S(P).

Além disso, as simetrias de P se traduzem em simetria bilateral e rotacional.
Podemos numerar os vértices de P de 1 a 4 como nas figuras acima e qualquer
transformacdo P — P que preserve a estrutura de P pode entdo ser obtida de
composigdes da rotacdo (sentido horario) p de 90° com centro no centro do qua-
drado; e da reflexdo o pela reta que passa pelo centro do quadrado e o ponto médio
da aresta 1 — 2.

Assim, p e o que satisfazem as seguintes relagoes:

pt=0%=1d gopoo =p’

determinam completamente S(P).

Mais geralmente, para um poligono regular de n lados, se p denota a rotagao
de 27 /n no sentido hordrio e o a reflexdo com relagdo a reta que passa pelo centro
do poligono e a aresta 1 — 2, temos que o conjunto de simetrias deste poligono é
{Id,p,p%, ...,p0" Y 0,0p,...,0p" '}, com pe o satisfazendo as relagdes

Pt =02 =1d copoo=p"!

Agora, voltando ao exemplo em que n = 4, observe que em S(P) temos uma
simetria especial, a identidade, que tem a propriedade de ser neutra para composi-
cdoem S(P),isto é, Idog = g,Va € S(P). Ademais, para cada g € S(P), existe
(um unico) elemento h € S(P) tal que g o h = S(P), isto é, toda simetria de P
possui uma inversa para a composicao.

O conjunto das simetrias de um quadrado (e mais geralmente de um poligono
regular) é um exemplo de uma estrutura algébrica chamada grupo’.

30Observe que a composicio de funges é sempre associativa
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Definicdo 1. Um grupo é um objeto algébrico dado por um par (G,-), onde G
€ um conjunto munido de uma relacdo bindria - : G X G — G, satisfazendo as
seguintes propriedades:

e (Associatividade): g- (h-k) = (g-h) -k Vg, h,k € G;

o (Identidade): Existe um (tinico) elemento de G, chamado de identidade e o
qual denotaremos por e, tal que e - g = g = g - e para todo g € G;

e (Inversdo): Para cada elemento g € G, existe um (iinico) elemento h € G,

tal que h - g = e = g - h, tal elemento serd denotado por g~ ".

Se H C G for fechado para a operacdo em G e (H, -) satisfizer os axiomas de
grupo dizemos que H é um subgrupo de G e denotamos H < G.

O subgrupo das permutacdes dos vértices de um poligono regular de n lados
que correspondem as simetrias deste poligono é chamado de Grupo Diedral e
serd denotado por D,, C .S, 4. Note que D,, possui 2n elementos, n reflexdes e n
rotagoes.

Exercicio 1. Verifique que D,, é mesmo um grupo para todon € N.

Exercicio 2. Se X é um conjunto, mostre que Bij(X) é um grupo com a compo-
sigdo.

Agora estamos prontos para o préximo passo em dire¢do a uma boa defini¢do
de simetria. Vamos tentar tornar a ideia de conjunto com estrutura mais precisa.
Assim como no exemplo do quadrado, a estrutura de um conjunto é determinada
pelas relacdes existentes entres seus elementos. Estas relagcdes podem ser traduzi-
das por um conceito central em Matematica, o de fungdo.

Voltando ao exemplo novamente, considere as seguintes funcdes
d:PxP —Rea: P x P — Zsy,dadas respectivamente por d(, j) = ‘distdncia
entre os vértices i e j” e a(i,j) = 1 se os vértices i e j sdo conectados por uma
aresta e a(i,j) = 0 caso contrério, onde 7,7 = 1,2,3,4. Aqui, identificamos P
com os seus vértices, um conjunto de pontos no plano.

Exercicio 3. Mostre que d(g(i),9(j)) = d(i,7) e a(g(i),g(3)) = a(i,j) quais-
quer que sejam g € Dyei,j =1,2,3,4.

Finalmente,

Definicio 2. Seja X um conjunto qualquer. Se X possui uma estrutura dada por
uma fungdo f : X x X — Y, entdo ¢ : X — X € uma simetria de (X, f) se e
somente se ¢ for inversivel e

f(p(z1), ¢(x2)) = f(21,22)

para todos x1,x9 € X.

*Ver nota anterior.
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Exercicio 4. Utilizando a definicdo acima tente formalizar a no¢do de simetria
que encontramos nos itens a Seguir:

1. O tronco de muitas drvores é rotacionalmente simétrico, isto é, sdo (essen-
cialmente) iguais independente do lado que o vemos;

2. Boa parte dos animais possuem (exteriormente) simetria bilateral: o lado
diereito é igual ao esquerdo - bastante notdvel mesmo em seres humanos;

3. Uma quantia significative de flores apresenta simetria por rotacoes especifi-
cas;

Tente fazer o mesmo para as figuras do inicio do capitulo. Quais os conjuntos
a serem considerados? O que permanece inalterado? Qual é a estrutura?

Teorema 1. Seja G o conjunto de todas as simetrias de um conjunto X com es-
trutura dada por uma funcdo f : X x X — Y. Entdo G é um grupo, o qual serd
denotado por S(X).

Demonstragdo. Vamos mostrar que S(X) é subgrupo de Bij(X). Primeiramente,
sejam ¢, ¢’ € S(X), entdo

f((@0¢)(x1),(¢0¢)(22)) = f(¢(21),¢(22)) (¢ € simetria)

= f(x1,x2) (¢’ é simetria)

quaisquer que sejam 1, z2 € X e, portanto, S(X) é fechado para a composigio.
Agora, é suficiente mostrar que para cada ¢ € S(X) tem-se que ¢~ € S(X).
Assim, tomemos ¢ € S(X). Para todos z1,z2 € X vale que

fer,az) = f((9od™ (1), (po o™ )(x2)) = f(¢7 (1), ¢ (22))
onde a tltima igualdade segue pois ¢ é simetria.’ O

Enfim estamos prontos para seguir a licdo de Weyl. No préximo capitulo esta-
remos interessados no grupo de simetrias de um tipo especial de estrutura, estuda-
remos os chamados espagos vetorias e veremos que suas simetrias sdo as transfor-
magdes lineares.

5A prova é analoga para f : X — Y.
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Capitulo 2

Simetrias em Algebra Linear

Uma das mais importantes fontes de exemplos em Matemética e, especialmente
em Geometria, é a Algebra Linear. No estudo de uma forma geométrica seu espaco
tangente desenvolve um papel fundamental uma vez que esse espaco € linear e sua
geometria é dada por um produto interno. Assim, a Algebra Linear aparece de
forma natural em geometria.

Por simplicidade, nestas notas consideraremos somente os espacos R e C".
No entanto, para os mais adaptados, as construcdes desse capitulo podem ser rees-
critas para espacos vetoriais arbitrarios.

Ambos os espacos R™ e C" possuem estruturas algébricas interesantes: pode-
mos somar vetores e/ou multiplicé-los por escalares. Uma forma simples e direta
de abordar tais operacdes é considerando vetores como matrizes coluna:

1 Y1 r1+ Y1 Ay1
r=1|:l,y=|:| = rty= : o Ay=1 |- @D
Tn Yn Tn + Yn )\yn

Podemos ainda tratar das duas operagdes simultaneamente ao considerar x +
Ay: a primeira operacdo ganhamos ao tomar A = 1 e a segunda tomando x = 0.

Os conjuntos R™ e C" equipados com essas opera¢des constituem exemplos
de uma estrutura algébrica mais geral denominada espaco vetorial. O que nos per-
mite estudar e diferenciar espagos vetoriais sdo suas simetrias, as transformagéoes
lineares.

Definicao 3. Uma funcdo T : K" — K" (assuma K = R ou K = C) é dita uma
transformagao linear se T(x+\y) = T'(x)+ T (y) para todo z,y € K" e A € K.

Transformacdes lineares e matrizes sdo objetos bastante semelhantes'. De fato,
uma forma muito frutifera de se estudar uma matriz ¢ através da transformacio
linear associada a ela (e vice-versa): se A € uma matriz m X n, entdo ela multiplica

'que andam de mios dadas

15



16 CAPITULO 2. SIMETRIAS EM ALGEBRA LINEAR

vetores coluna de comprimento n e os transforma em vetores de comprimento m.
Ainda mais, essa ‘regra de associa¢do’ define uma transformacao linear 7'y : K" —
K™:
T Y1 I Y1
Talzr+Ay)=A N PN =A|:|+2A
L, Yn L, Yn
=Ta(x) + ATa(y).

Por sua vez, aplicacdes lineares também podem ser facilmente associadas a ma-
trizes. Para isso, notemos que K" admite um conjunto muito especial de elementos
que geram o espago todo. Sejam ey, ..., e, os vetores definidos como:

1 0 0 0

0 1 0 0
e1=|[0], e=|0[, e=|1], en=|: (2.2)

: 0

0 0 0 1

Esse conjunto é comunmente chamado de base candnica. O mais especial so-
bre esses vetores € que qualquer elemento de K™ pode ser escrito de forma simples
como uma combinacio deles:

z1
xr = : = x1€e1 + xT2eg + ... + Tpey.

Tn
Em particular, se T' é¢ uma transformacao linear,
T(z) =T(z161 + ... + Tpen) =x1T(e1) + ... + z,T(en), (2.3)

e, portanto, se soubermos o valor de T nos vetores candnicos ey, ..., €,, sabemos
calcular 7" em qualquer outro vetor do espaco.

Agora, a maneira mais fécil para darmos o préximo passo é entendermos que
uma funcio € caracterizada pelos seus valores em cada elemento. Isto €, se qui-
sermos comparar duas fungdes f,g : X — Y, o que devemos fazer € comparar
seus valores em cada elemento de X: se todos os valores forem iguais, as fungdes
sd0 iguais porém, se um s6 valor for diferente, as funcdes sdo diferentes. Se vocé
nunca se deparou com essa constatagdo, pare e pense um pouco sobre isso. Essa é
uma informacao essencial ao desenvolvermos nossa maturidade matemadtica. Essa
¢ a formalizagdo matematica da frase ‘funcdes sdo regras de associagdo’.

Observacao 1. Boa parte da matemdtica hoje em dia é feita em objetos de ‘alta
estrutura’. O ambiente onde os objetos sdo inseridos é muito importante. Es-
ses ambientes sdo chamados de categorias, e sdo nelas que sdo formalizados os
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conceitos mais bdsicos, como o conceito de igualdade. Assumam esse pardgrafo
como um exercicio e tentem entender, por exemplo, o que significa ‘duas regras de
associacdo’ serem diferentes.

Voltando a nossa discussao, afirmamos que existe uma matriz que representa a
transformacao linear 7' perfeitamente. Mais formalmente, existe uma tinica matriz
A de ordem m x n tal que Ae; = T'(e;) paratodoi = 1, ..., n (note que Ae; denota
multiplicacdo da matriz por e;, enquanto 7'(e;) denota a imagem de e; por T'). Qual
é esta matriz?

Exercicio 5. Dada uma transformagdo linear T : K" — K™, encontre uma matriz
A de ordem m x n tal que Ae; = T(e;) para todo i. (Pense em como devem ser
as colunas de A).

Essa matriz é a matriz cuja i-ésima coluna coincide com a imagem 7'(e;), isto é,
A= (T(e1)T(ez) ---T(eyp)). Nao € dificil demonstrar que 7' = T4 (novamente,
essa € uma igualdade de fungdes!) Deixemos isso como exercicio.

Exercicio 6. Se Ae; = T'(e;) entdo mostre que T'(x) = Ax para todo x € K™
Ainda mais, mostre que existe uma tinica matriz A tal que Ty = T.

Vamos enunciar o que acabamos de provar como um teorema:

Teorema 2. Se T : K" — K™ ¢ uma transformacdo linear, entdo existe uma tinica
matriz A, m X n, tal que Ty = T.

2.0.1 O Produto Interno em R"

O nosso intuito nesta se¢do € estudar as simetrias do espaco R™ que preservam a
distancia entre pontos. Tais simetrias sio chamadas de isometrias”. Talvez a forma
mais facil de apresentarmos tais simetrias seja primeiro introduzindo a nogdo de
distancia em R"™ induzida por um produto interno.

Observacao 2. Observamos que existem iniimeras no¢oes de distancia em R™. Po-
rém, as distancias induzidas por produtos internos sdo as que melhor reconhecem
a geometria de R".

Sejam z,y € R"™. O produto interno padrdo entre esses vetores € definido pela
expressao:

(x,y) = T1y1 + T2Y2 + .. + TpYn - 2.4)
ou, equivalentemente:
Y1
(x,y) =a2Ty = (xl To ... xn> y:2 , (2.5)
e

2Aqui estamos interessados nas isometrias lineares, aquelas compativeis com a estrutura de es-
paco vetorial.
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onde y” é a transposta de y e a expressio ao lado direito deve ser vista como uma
multiplicagdo matricial. O produto interno introduz dois conceitos geométricos no
espaco. O primeiro € o da distdncia, ou comprimento:

dist(z,y) = ||z —y|| = \/{z —y,z —y).

O segundo € o de angulo. No caso particular em que n = 2, isto é, no plano, nio é
muito dificil ver que o menor dngulo entre os vetores = e y pode ser calculado pela
expressao
2
x
cos?(0) = %
IEIRIE

A mesma expressio vale para n geral.

Exercicio 7 (Desafio). Se vocé jd cursou uma disciplina de Algebra Linear, prove a
tltima afirmagdo. Assumindo que a identidade acima vale para n = 2, mostre que
ela vale paran > 2. Observe que dois vetores x,y quase sempre geram um plano.
Mostre que calcular o produto interno de x,y como vetores do R™ é ‘idéntico’ a
calculd-lo como um produto interno nesse plano. Isto é, mostre que a restricdo
do produto interno de R™ induz um espago isomorfo ao R? com produto interno

padrdo. Entenda como isso implica a afirmagdo.

Ainda mais, o produto interno deve ser visto como um ‘pareamento’ de vetores,
e goza das seguintes propriedades:

Simetria: (x,y) = (y,x) para todos x,y € R™;

Bilinearidade: paratodos x,y,z € R™ etodo A € R vale que (z + \y, z) =
(z,2) + Ay, 2);

Positivo definido: (x,x) > 0 para todo z # 0.
Exercicio 8. Verifique essas trés propriedades.

Equivalentemente, qualquer pareamento em R"™ que satisfaca essas trés propri-
edades é, em algum sentido, equivalente ao produto interno padrao. Essa obsevagdo
torna o estudo de qualquer um desses pareamentos equivalente ao do padrao. Em
breve substituiremos algumas das propriedades acima para pareamentos completa-
mente diferentes.

Como mencionado no inicio da secdo, nossa intencdo € estudar as simetrias de
R™ que preservam a distincia entre os pontos. Iremos nos restringir a simetrias
lineares.

Definicao 4. Uma transformagdo linear ¢ : R™ — R" ¢é dita uma isometria se

(0(x), 9(y)) = (z,9)

para todo x,y € R".

Proposicao 1. O conjunto de isometrias (lineares) de R™ é um grupo.
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2.0.2 Osgrupos O(n)

Uma forma bastante concreta de estudar o grupo de isometrias de R” € através
de sua representacdo matricial garantida pelo Teorema 2.

Sejam ¢ : R™ — R"™ uma isometria (linear) e A a matriz representante de ¢.
Vamos analisar quais sao as propriedades satisfeitas por A.

Lema 1. Se denotarmos por A; a i-ésima coluna de A (vistas como vetores de R™),
entdo A; possue norma ||A;|| = 1 para tod i. Ainda mais, se i # j, (A;, Aj) = 0.

Demonstracdo. Como vocé ja deve ter notado, as colunas de A coincidem com
Ae; e ||e;|| = V/({ei, e;) = 1. Mas como A é a matriz de uma isometria, temos que

(Aei, Aei) = (¢(ei), d(ei)) = (ei, i) = 1.

Ainda mais, considerando Ae; e Aej, i # j, temos

(Ae;, Aej) = (p(ei), p(ej)) = (eirej) = 0.
O

Essas duas propriedades satisfeitas pelas colunas de A sdo conhecidas como
ortonormalidade. Isto é, o conjunto de vetores Ay, ..., A,, € ortonormal: ||A4;|| =1
e (A;,Aj) =0,sei # j.

Em termos de matrizes, a expressao (2.5) é muito bem comportada. Observe,
por exemplo, que

(Az, Ay) = (Az)" (Ay) = 2T (AT A)y,
para todos z,y € R". Logo, (Ax, Ay) = (x,y) se e somente se AT A = Id.

Exercicio 9. Denote AT A = B e observe que eiTBej é exatamente igual a entrada
(i,7) da matriz B. Use esse fato para concluir que AT A = 1d (para concluir o
exercicio, entenda 1d a partir de suas entradas (i, j))

Qualquer uma das duas propriedades acima (A, ..., A,, € uma base ortonormal
ou AT A = id) classifica completamente o conjunto de matrizes realizadas por
isometrias do R”. Isto &,

Lema 2. Se as colunas de A satisfazem ||A;|| =1 e (A;, Aj) =0, se i # j, entdo
<TA($), TA(y)> = <$a y>

Exercicio 10. Use a linearidade de T e a propriedade Tx(e;) = A; para de-
monstrar o resultado acima.

INtroduzimos agora o primeiro grupo matricial:

Definicdo 5. O grupo de matrizes ortogonais n x n, O(n), é definido por

O(n) = {Amatrizn x n| ATA =1d}.
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A teoria estabelecida até agora (mais a observacdo de que T4p = T'4 o Tp) nos
permite concluir que O(n) é definitivamente um grupo. Contudo, daremos uma
ideia de uma demonstragdo independente, a fim de solidificar nossas relagdes com
matrizes.

Proposicdo 2. O conjunto O(n), junto a operagdo de multiplicacdo de matrizes é
um grupo, sendo a inversdo e a identidade as padraoes.

Ideia da demonstragdo: Sejam A, B € O(n), devemos concluir que AB estd em
O(n). Pelas propriedades da trasnposta:

(AB)'AB = BT ATAB = BT (ATA)B = BT1dB = BT B = 1d.

Ainda mais, nota-se facilmente que Id € O(n) e, finalmente, AT = AL pois
AT A = 1d. O resultado segue entio pois

(AT)TAT = AAT = Id
istoé, A € O(n) = A=t € O(n). O

Exercicio 11. Para completar a demonstragdo mostre que se A € O(n), entdo A
é mesmo inversivel (hd maneiras diretas e indiretas de fazé-lo. Tente mais do que
uma.)

2.0.3 Outros Grupos Matricias

GL(n):

GL(n) = {A € Myxn(R) | det(A) # 0}.
Sl(n):

Sl(n) = {A € M,xn(R) | det(A4) =1}.
SO(n):

SO(n) = Si(n) N O(n).

U(n): Seja A € M, x,,(C) uma matriz quadrada complexa, denotamos por A*
sua transposta conjugada. O seguinte conjunto ¢ um grupo:

U(n) = {A € Myxn(C) | A*A = id.

SU(n):
SU(n)={AeU(n)| det(A) = 1}.

Sp(n): Seja A € M, x,, (H) uma matriz quadrada com entradas quaternionicas,
denotamos por A* sua transposta conjugada. Definimos

Sp(n) = {A S Mnxn(H) ‘ ATA = id}‘
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21 SO(n),paran =2

Como mencionado no prefacio, a proposta dessas notas é nos aprofundar no
grupo SO(3). Com este fim, vamos dar uma melhor nog¢éo do grupo SO(2) tam-
bém.

O grupo de matrizes ortogonais 2 X 2 (de determinante 1) pode ser facilmente
descrito de vérias formas. Aqui, observaremos que ele é, geometricamente, um
circulo. Isso é facilmente alcangdvel, uma vez que temos clara a nocao do que € um
circulo (novamente retornamos a observacdo 1). Vejam que desenhar um circulo
no plano €é muito facil, mas como poderiamos reconhecer um circulo dentro de um
grupo ortogonal?

Antes de fazer uma identificagdo formal de SO(2) com o circulo convencional
(o conjunto 22 + y? = 1 no plano), vamos tentar convencé-lo do fato. Primeiro,
vamos mostrar como podemos parametriz-lo.

As duas construcdes s@o baseadas no teorema 3. Para contextualizar esse teo-
rema, notem que é razodvel acreditar que uma isometria linear no plano tem que ser
uma rotacdo. Primeiramente, uma isometria ndo pode deformar, esticar ou contrair
em qualquer direcdo. Em segundo lugar, ela tem que fixar a origem, ¢ também a
orientacdo, ja que estamos pedindo estamos interessado em isometrias de determi-
nante 1.

Teorema 3. Os elementos de SO(2) sdo rotagdes no plano. Isto é, se A € SO(2),
entdo existe um unico dngulo 0 € [0,2m) tal que A realia a rotagdo do plano no
sentido anti-hordrio pelo dngulo 6.

Demonstragdo. Vamos notar que qualquer vetor ndo-nulo de R? é completamente
definido pela sua norma e pelo dngulo (no sentido anti-horério) que faz com o vetor
e1 = (1,0). De fato,

e todo vetor nio-nulo de R? é um multiplo positivo de um vetor no circulo
unitdrio: se v € R?, entdo ﬁ ¢ unitdrio e v = |v - \TUI;
e todo vetor unitdrio no plano é completamente definido pelo seu angulo (no

sentido anti-horario) com e .

Se lembrarmos do ensino médio, o vetor unitirio que forma angulo 6 com e; é
exatamente vy = (cos 6, sin §). Portanto, todo vetor v pode ser escrito como v =
|v|vg. Ainda mais, podemos calcular § explicitamente:

(v, e1)
|v]

<1),62>'

[l

cosf = (vg,e1) = , sinf =
Por exemplo: comece calculando o arccos do primeiro. Isso lhe da no mdximo
dois angulos em [0, 27) - um de cada lado do eixo z - entdo use o segundo nimero
para saber qual dos dois angulos € o correto.

O resto da demonstragao segue os seguintes passos:
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1. Note primeiramente que Ae; e Aeo formam uma base ortogonal. Mais ainda,
o angulo que Aejy faz com Ae; € exatamente 90°, pois Aes tem que morar
na reta ortogonal ao vetor Ae;. Entdo, como Aes € unitério, sé ha duas
possibilidades, a primeira faz um angulo de 90° e a segunda 270°. Porém a
escolha do segundo vetor faria com que A invertesse a orientagdo do plano.
Em particular, o angulo que Ae; faz com e € igual ao dngulo que Aes faz
com ez. Denotamos esse dngulo por «.

2. O comprimento de Av coincide com o comprimento de v. Isso é de se espe-
rar, pois tal comprimento € exatamente a distancia do final do vetor até o 0.
Mas também é formalmente demonstrado pelas relagdes de SO(n):

[ Av||* = (Av, Av) = (Ta(v), Ta(v)) = (v,0) = ||v][*.

3. E fécil ver que o Angulo que Av faz com Ae; é o mesmo angulo que v faz
com e;. Se denotarmos o primeiro Angulo por ¢’ e o segudo por 6 entio:

(Av, Aer)  (v,eq)

cosf = = = cosf
|| Av]] |||

sinf = {Av, dey) = (v, ea) = sin 6
|| Av]| |||

Em particular, #’ = 6 + o, onde « é o Angulo que encontramos no item 1.
Portanto, se v = Avy, Av = Avg.4, 0 que conclui a demonstragao. ]

Proposicao 3. A matriz Ag € SO(2) que realiza a rotagdo por dngulo 0 é dada
por

cosf —sind
Ag=| . . 2.6

o (st cos ) (2.6)
Demonstracdo. Seguindo a demonstracdo acima, vemos que basta calcular o an-
gulo que Age; faz com eg. Porém Ageq, é o vetor dado pela primeira coluna de
Ay, e ja sabemos que esse vetor faz angulo 6 com e;. O

A parametrizacdo a qual nos referiamos é exatamente (2.6). Assim como o
circulo, para cada dngulo 6, SO(2) possui um elemento, Ay. Ainda mais, para
qualquer inteiro k € Z, Agyror = Ag. Isso indica que a faixa [0, 27) é colocada
inteiramente em SO(2) com suas pontas ‘coladas’: como As,; = Ag, as matrizes
correspondentes aos Angulos préximos a 27 (que, portanto, estdo préximas a As;)
também tem que estar proximas a Ag.

Retornando a observagéo 1, ‘identificar SO(2) com o circulo’ € uma expressio
incompleta caso o contexto ndo seja explicitado. Exemplificando, em varios dos
contextos mais comuns, uma ‘identificacdo’ ¢ uma funcdo bijetora cuja funcio e a
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inversa respeitam propriedades atribuidas pelo ‘contexto’: podemos requerer que
a fungiio seja somente bijetora, porém, esse caso é tio irrestritivo que R, R? e o
circulo sdo ‘iguais’ - ! ); ou podemos refinar: se a bijecdo e sua inversa forem
continuas, entdo tratamos de topologia; se pedimos que estas sejem diferenciaveis,
tratamos de topologia diferencial, ou variedades diferencidveis; se pedirmos que a
funcdo e sua inversa preservem distincia, isto é, sejam isometrias, entdo falamos
de geometria.

Notem, porém, que antes de requerir estruturas mais finas de func¢des, também
devemos equipar os nossos espacos de estruturas semelhantes. Afinal, é digno de
questo o significado de diferenciabilidade de uma fung¢do no circulo.

Adiantamos que a questdo estrutural é tdo essencial que, a fim de exemplo,
existem espacos que sao continuamente iguais, mas diferenciavelmente diferentes.
Dando mais um passo, a diferenca entre as identificacdes diferenciaveis e as iso-
métricas € tdo absurda que, além de muito mais raras, o conjunto de identificacdes
isométricas é geralmente de dimensdo finita, enquanto que o de diferencidveis é
sempre de dimensdo infinita. Por geometria, aqui pensamos em geometria Rie-
manniana (a que estd associada a produtos internos), mas existem muitos outros
conceitos de geometria onde ainda sdo requeridas estruturas mais algébricas (as
associadas a formas hermitianas e formas anti-simétricas, por exemplo), e a inci-
déncia de identificacdo € ainda menor. Ainda assim existem contextos geométricos
essencialmente irrelacionados com a nossa forma de pensar (a geometria algébrica,
em todo seu esplendor, é um excelente exemplo).

As dreas de topologia, topologia diferencial e geometria sio, essencialmente,
o estudo entre as diferencas desses diferentes ‘contextos’. Atualmente, tudo indica
que o nome certo a se atribuir para estes ‘contextos’ € o de categorias, junto a toda
formalizacdo trazida por sua teoria.

Isto posto, apresentaremos uma identificacdo que serd tanto continua, quanto
diferencidvel e isométrica (a menos de uma constante).

A identificacdo é simples. Ela estd essencialmente escrita em (2.6). Basta
enviar o vetor unitdrio (cos 6, sin #) para Ag. No entanto, vamos apresentar uma
forma independente para o cilculo de 6.

Note que (a, b)T estd no circulo se e 56 se a>+b? = 1. Entdo, a seguinte matriz

a —b

A(a,b) = b a4

¢ um elemento de SO(2).

Exercicio 12. Verifique que a matriz acima satisfaz AT A = 1d.

A correspondéncia (a,b)” +— A(a,b) define uma fungio que leva elementos
do circulo em elementos de SO(2) (como vocés acabaram de provar). Para con-
cluir a ‘igualdade’ esperada, devemos provar que essa fun¢do é uma bijecao, ou,
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equivalentemente, que ela tem uma inversa. Vamos denotar a fungdo por ¢ e o
circulo unitario em R? por S':

d:S! - 50(2)

()~ )

Nao ¢é dificil verificar que toda informacao que precisamos para inverter P esta
na primeira coluna da matriz. Afirmamos que a inversa de ®, é a fun¢do

=)

Devemos verificar que ®®~1 = Idso(2) € que O~ 1d = Idg1. Isto &,

@b 2)=60) eel)-)

Exercicio 13. Verifique as identidades acima. Se convenca que vocé demonstrou
que ® é mesmo uma bijecdo entre S' e SO(2).

2.2 Simetrias Continuas: Fluxos

Talvez uma das constru¢des mais extraordindrios dessas notas seja a de fluxos.
Por fluxo, entendemos exatamente o que imaginamos quando falamos do fluxo de
um rio, ou o fluxo de qualquer liquido/gds incompressivel. Assumimos ainda que
ele ndo possui mudancas abruptas em sua trajetéria (suavidade), e, por simplici-
dade, que ele se mantém o mesmo ao longo do tempo (fluxo auténomo).

Formalmente, reconhecemos um fluxo (como o acima) no espago R" a partir
das seguines caracteristicas:

1. lancada uma particula em R", ela terd uma trajetoria respeitando o ‘fluxo’;
2. atrajetéria s6 dependerd da posicdo inicial da particula;

3. se uma particula for liberada na trajetdria de outra particula, a particula libe-
rada ird seguir e percorrerd exatamente a trajetdria da outra particula, com a
mesma velocidade que ela a percorreu;

4. (autonomia) duas particulas que iniciem na mesma posi¢do percorrerdo a
mesma trajetéria com a mesma velocidade, independente de quando elas
forem ‘lancadas’;

5. (suavidade) as trajetdrias sdo curvas suaves no espaco.
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Nao hesite em tomar algum tempo capturando uma imagem desse contexto.
Vale a pena pensar em um rio fluindo e verificar essas propriedades (de forma
ideal, sem pedras ou curvas abruptas, e considerando particulas muito pequenas).

Mais importante do que isso, € notar que o fluxo é completamente determinado
por suas ‘dire¢des de movimento’. Isto €, em cada ponto do espaco, ao colocarmos
uma particula nele, sabemos que aquela particula ird se mover em uma determinada
direcdo com sentido e velocidade determinados (ambos determinados pelo fluxo).
Como sabemos, uma direcio, um sentido e uma velocidade no R™ nos determina
unicamente um vetor de R™. Portanto, para cada ponto de R™ (visto como a po-
sicdo inicial da particula), o fluxo define um tnico vetor de R" (determinado pelo
movimento da particula). Isso nos recupera a nog¢ao de campo vetorial: um campo
vetorial em R™ € uma fungdo X : R" — R".

No entanto, nés desencorajamos pensar em campos vetoriais da forma usual
que interpretamos funcdes. Pelo contrdrio, ao invés de tentar imaginar o seu gra-
fico (que certamente € uma tarefa dificil se n > 2), pense nesses campos como a
associagdo de um vetor a cada ponto. Mais especificamente, pense no vetor asso-
ciado a xz, X (z), ‘grudado’ em .

Em particular, dado um fluxo, existe um tinico campo definido pelo movimento
que ele induz. A melhor parte é que o processo de obter campos a partir de flu-
xos pode ser revertido (a menos de questdes técnicas). Esse fato é baseado num
Teorema central da Teoria de Equacdes Diferenciais Ordindrias: no teorema de
existéncia e unicidade de solucdes de EDO’s *

Dado um campo de vetores X : R®™ — R"”, a importancia do referido teorema
estd na garantia da existéncia de um fluxo que ‘integra’ X. O Teorema garante o
seguinte

Teorema 4 (Teorema de Existéncia e Unicidade de EDO’s). Dado um campo de

vetores suave (e completo) X : R — R", para cada xoy € R", existe uma curva
a: R — R" tal que

a(0) = xp;

,( ) =20 2.7)

a/(t) = X(a(t))

Isto é, fixado um campo de vetores em R", se uma particula for solta em
um ponto xg de R", ela percorrerd a trajetéria determinada pelas dire¢des indi-
cadas pelo campo: quando a particula estiver na posicao z; (que deve ser pensada
como «a(t), para algum t), entdo sua velocidade serd X (1) (¢/(t) = X(z1) =
X (a(x1))).

Um campo ¢é dito completo se todas as curvas integrais maximais estdo defi-
nidas em todo R (isso pode ndo acontecer se 0 campo enviar as particulas para o

3A intencdo destas notas ndo é analitica, mas sim geométrica. Em geometria a parte técnica é
quase sempre satisfeita (com excecdo de problemas muito especificos, ou muito profundos). Por-
tanto, daremos mais ateng@o nos resultados ‘praticos’ do que no rigor tedrico.
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infinito muito rapido, por exemplo). Insistimos em ndo abordar a questdo de com-
pletude pois todos os nossos campos serdo completos e fugiria do escopo deste
texto. Em particular, para todos os campos de que trataremos, podemos assumir o
Teorema 4.

2.2.1 Rotacoes

O nosso principal exemplo de simetria continua € a por rotacdo. Para tornar
precisa essa defini¢cdo, imaginemos um objeto em R? e, por simplicidade, assuma-
mos que seu eixo de rotagdo estd na origem. Entdo, esse objeto é simétrico por
rotacdo se e somente se cada ponto do objeto quando girado em torno da origem
por qualquer dngulo permanece dentro do objeto.

Exercicio 14. Mostre que um objeto simétrico por rotacdes no R? é um disco, um
ponto ou uma coroa circular.

Como vimos na seco 2.1, o grupo que realiza as rotagdes no plano é o SO(2).
Observamos ainda que ao girarmos um ponto no R?, tragamos uma trajetéria cir-
cular, as imagens do ponto pela rotagdo se mantém em um circulo centrado na
origem. Podemos entdo pensar em um fluxo exatamente com esse comportamento:
uma particula solta em um ponto xy em R? percorre o circulo de raio ||z|| com
velocidade angular de um radiano por segundo.

Exercicio 15. Verifique as cinco propriedades de fluxo para essa construgdo.

Recordemos que a matriz Ay realiza a rotagio do plano pelo angulo 6. Assim,
se a particula for liberada no ponto xg, apds t segundos, ela se encontrard no ponto
a(t) = Awxo.

Para calcularmos a velocidade da particula no instante ¢, denotamos xg =
(a,b)T:

d cost —sint)\ (a —sint —cost)\ [a
' = 7 =
a(t) = dt ((sint cost ) (b)) ( cost —sint) (b) . (2.8)

Mais ainda, um cdlculo direto nos mostra que
—sint — Cf)St _ 0 -1 09st —sint . (2.9)
cost —sint 1 0 sint cost

. (0 -1
Se denotarmos a matriz 1 o |Per 1, temos que

o/ () = Ta(t). (2.10)

Assim temos uma forma fechada para o campo vetorial X : R? — R2, definido
pelo fluxo:
X(z) = Iz. (2.11)
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De certa forma, isso nos indica que a matriz I € uma geradora infinitesimal de
rotacdes. O conceito de gerador infinitesimal pode ser extendido para além do R2.
Ainda mais, existe uma forma concreta de entender o0 mesmo. Se pensarmos na
matriz A; como uma fungdo de ¢, temos que

Ap = id,
(2.12)
Al =TA, .

Dada uma constante a € R, podemos nos lembrar de Célculo I e nos perguntar qual
a “Gnica’ fungdo real f tal que f'(t) = af. A resposta é f(t) = e. * Vejamos
o porqué disso. Novamente do Célculo I, concluimos que a série de Taylor de e®
serd:

> k
et =3 <“kt') . (2.13)
k=0 ’

Abrindo a simatéria, vemos que’

() = <1+at+(a;)2+ (at)” +>

6
s () () (2
=0+a+a2t+a(a;)2+a(aé)3+-'- = ae™,

Nada nos impede de substituir a por uma matriz qualquer na expressao (2.13).
De fato, todas as operagdes que usamos nessa série sao poténcias, multiplicacdo por
nimeros reais e soma. Todas essas operacdes sdo vélidas para matrizes quadradas.
Formalmente, dada uma matriz quadrada A, podemos definir a exponencial de A

como sendo a série
A < 1k
et = kgo 0 (2.14)

(note que basta tomar ¢ = 1 em (2.13).) Portanto, derivando a fungéo f(t) = eAt,

temos:
(ett) = <1+At+(At>2+(At)3+...>/

2 6
L c (A (A0 (At
_1+(At)—|—< 5 >+< G >+< 24>...
:0+A+A2t+A(At)2+A(Ag)3+~-:AeAt.

“Ela realmente nio ¢ tnica, pois f(t) = ce® possui a mesma propriedade para toda constante
¢ € R. Dai vem a necessidade de uma normalizagio: se pedirmos que f(0) = l,entdoc = le
temos f(t) = e**.

>Em geral a conta que faremos s6 funciona apés uma andlise de convergéncia da série. Mas,
novamente, isso sempre funcionard em nossos exemplos.
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Assim, se acreditarmos que o Teorema de Existéncia e Unicidade vale para a
equacio (2.12), temos que A; = e!’. E isso realmente é verdade (!).

Exercicio 16. Usando a expansdo em série de Taylor para as funcdes sint e cost,
mostre diretamente que

= (1t
4=y L
k=0 :

Outra forma de se convencer da validade do Teorema 4 neste caso ¢ identifi-
car o espaco de matrizes 2 x 2 com R*. Dessa forma, podemos traduzir campos
de vetores e curvas entre matrizes para espagos euclidianos, o que nos possibilita
aplicar o Teorema 4. Uma observagao interessante é que esse teorema (a parte da
unicidade) nos permite calcular a série que expressa e“? através de (2.12).

Exercicio 17. Calcule as séries no Exercicio 16 sabendo que as fungcdes seno e
cosseno sd@o as tinicas fungdes que satisfazem a equagdo f"(t) = —f(t), com
condigdes iniciais:

1, f/(0)=0 para cosseno,
f(0)=0, f'(0) = -1

para seno.

Mais adiante, iremos provar um resultado andlogo para SO(3), porém este
seguird naturalmente das ferramentas que serdo apresentadas.

2.2.2 A definicao formal de Fluxos

Apesar de termos lidado com alguns exemplos, até o momento nos carece uma
definicdo formal para fluxos. Vamos deixa-la explicita e tentaremos guid-los a fim
de terem uma melhor intui¢do da mesma.

Definicdo 6. Um fluxo em R™ é uma familia de difeomorfismos ¢; : Rn — R",°
t € R, satisfazendo as seguintes propriedades:

1. Para cada x, a curva o, (t) = @i(x) € suave;
2. g = id;
3. 1o Ps = Pits.

Exercicio 18. Como sabemos, R, com sua operagdo de adicdo é um grupo abe-
liano. Por outro lado, a regra da cadeia nos garante que o conjunto de todos os
difeomorfismos de R"™, Diff (R™) também é um grupo (composta de fungées dife-
rencidveis é diferencidvel). Mostre que as condigcbes 2 e 3 sdo equivalentes a pedir
que a aplicacdo x : R — Diff (R™), definida por x(t) = ¢ seja um homomorfismo

®1sto é, para cada ¢, ¢+ é uma bijecdo de R™ tal que tanto ¢; quanto sua inversa sio diferencidveis.
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de grupos.” (A primeira condicdo, em algum sentido, diz que esse homomorfismo
define uma curva suave em Diff (R™). A imagem de x em Diff (R™) é chamada de
subgrupo a um pardmetro e também pode ser interpretada como a exponencial do
campo que definiremos abaixo.)

2.3 A Algebra Infinitesimal de SO(3)

Como visto na se¢do anterior, SO(2) é um grupo de rotagdes e possui como
‘gerador infinitesimal’ uma matriz anti-simétrica (note que I” = —1I.) Esse fato
permeia toda a geometria de SO(n), para todo n. Aqui vamos nos concentrar
em SO(3) e re-apresentar essas ‘transformacdes anti-simétricas’ de forma mais
familiar.

Vamos aproveitar para dar uma ideia formal do conceito de gerador infinitesi-
mal.

2.3.1 Geradores Infinitesimais

Voltando a equagdo (2.12), nos parece natural considerar curvas em SO(2), ou
até mesmo em outros grupos matriciais. O Calculo dessas curvas (no sentido de
Célculo I) ndo difere muito do que estamos acostumados, apenas devemos tratar
matrizes como vetores de vdrias entradas. As derivadas, por exemplo, devem ser
tomadas entrada a entrada (como fizemos em (2.8)).

Exercicio 19. Dadas duas funcées A(t) e B(t), escreva suas (i, j)-ésimas entra-
das como a;j(t) e b;j(t). Verifique que a (i, j)-ésima entrada da fun¢do C(t) =
A(t)B(t) é

Cz'j(t) = Z aik(t)bkj(t)'
k=1

Mostre que
! C'(t) = A'(t)B(t) + A(t)B'(t).

Quando tratamos da funcdo exponencial em R, ou mesmo no exemplo em
SO(2), consideramos uma curva cuja derivada no instante ¢ é o produto do va-
lor da funcdo em ¢ por um objeto fixo, seja uma constante a € R ou uma matriz
I 2 x 2. Esse produto nos da a direcdo e a velocidade da curva. Veremos que
podemos tratar curvas em SO(n) de forma similar, apenas assumindo que a matriz
que multiplica a func¢fo nao seja a mesma para todo ¢. Entretanto, o mais surpreen-
dente, € que essa interpretacdo nos d4 completo controle para onde podemos ‘girar’
para continuar em SO (n)%’

"Dica: Nio tenha medo. E mais f4cil do que vocé pensa

¥Nesse momento & frutifero pensar em SO(n) como um subconjunto de R™. Dessa forma fica
claro que, independente de onde estivermos em SO(n), ndo sdo todas as dire¢des que nos mantém
dentro desse subconjunto. Tome a dire¢do normal na esfera em R®, por exemplo. Um sé instante
nessa dire¢do ja € suficiente para sair da esfera.

°Os interessados verdo que esse é exatamente o conceito de vetor tangente de uma subvariedade
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T

Proposi¢iio 4. Se a(t) é uma curva em SO(n) entdo o (t)a(t)" é uma matriz

anti-simétrica.

Demonstracdo. Observe que a curva o(t) estd em SO(n) se e somente se a(t)? a(t)
é sempre a matriz identidade. Portanto, derivando a igualdade o (t)a(t)” = id, te-
remos

o () 4+ a(t)/ ()T =0 (2.15)

(observe que o lado direito da equacdo a(t)’a(t) = id é constante.) Porém
at)o/ ()T = (/ (t)a(t)T)T. Logo

(o (t)at)D)T = —a/ (t)a(t)T. O

Em particular, o/ () = o/ (t)a(t)Ta(t) = A(t)a(t) onde A(t) é uma matriz
anti-simétrica para todo ¢. Seguiremos com uma proposi¢do andloga a (2.9).

Exercicio 20. Suponha que o(t) é uma curva matricial tal que «(0) € SO(n)
e d(t) = A(t)a(t), onde A(t) é anti-simétrica. Mostre que o(t) estd completa-
mente contida em SO(n), isto é, a(t)a(t)T = id para todo t."”

Ja vimos do caso 2 x 2 que curvas cuja fungdo A(t) é constante aparecem
naturalmente. De fato, dada uma matriz A anti-simétrica 3 x 3, et define uma
curva em SO(3). Vamos mostrar que essa curva gira o R3 por um eixo através
da origem com velocidade angular constante. Esse fato baseia-se em um resultado
cldssico sobre matrizes 3 x 3:

Teorema 5. Se A é uma matriz anti-simétrica 3 x 3, entdo A possui um eixo de
inércia. Isto é, existe um vetor ndo-nulo v € R3 tal que Av = 0.

Demonstragcdo. Sabemos que uma matriz possui nicleo nao trivial se e somente
se ela possui determinante igual a zero. Ainda mais, sabemos que o polindmio
caracteristico de uma matriz A 3 x 3 é de grau 3 e o escreveremos da seguinte
forma'':

p(\) = det(A — Xid) = =23 4 aa\? — a1\ + ao.
Além disso, como o determinante de AT coincide com o determinante de A, se
AT = — A, teremos
p(A) = det((A — Xid)T) = det(AT — \id)
= det(—A — \id) = (=1)*det(A + Aid) = (—1)det(A — (—\)id)
= —p(=A) = =2 —ax\? —aA—aqp .

do R™.
""Dica: mostre que a fungio «(t)a ()T é constante.
A escolha de sinais é por pura conveniéncia.
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Portanto, para todo A,
“ N A —ad—ag = -\ + a)\? — a1\ + ag. (2.16)

Tomando A = 0, concluimos que ag = 0. Mas det(A) = p(0) = ag e, portanto,
det(A) = 0. O

Em geral, matrizes anti-simétricas, entre outras, decompde o espaco em subes-
pacos ortogonais. Mais especificamente, a decomposi¢cdo que nos interessa nesse
momento é a dada pelo nicleo da matriz A e seu complemento ortogonal. Apés o
seguinte exercicio, vamos formalizar o que queremos dizer.

Exercicio 21. Use (2.5) para mostrar que A é uma matriz anti-simétrica se e
somente se
(Az,y) = — (z, Ay)

para todo z,y € R™

Proposicdo 5. Se V C R3 ¢ o plano ortogonal ao niicleo de A, entido A mantém
V invariante. Isto é, para todo x € V, Ax € V.

Demonstracdo. Seja v um elemento no niicleo de A e x um elemento ortogonal ao
nucleo de A. Usando o exercicio 21, temos

0= (Av,z) = — (v, Az) .

Em particular, Az é ortogonal a v. Porém, como v é um elemento arbitrario do
nicleo, concluimos que Az é ortogonal ao niicleo inteiro. O

Ainda mais, se pensarmos em V' como um espago de dimensdo 2 e conside-
rarmos a transformacao linear definida por A dentro dele, essa transformacio sera
também anti-simétrica - basta usar o Exercicio 21. Isto é, a matrizde T4y : V —
V 2 ¢ uma matriz anti-simétrica. Por ventura, toda matriz anti-simétrica 2 x 2 é
multipla da matriz I da se¢do 2.1. Como subproduto, ganhamos uma interpreta-
¢do da matriz A: A, uma matriz anti-simétrica 3 x 3 gera infinitesimalmente uma
rotacdo de 3 x 3 em relagdo ao niicleo de A.

Outra forma de entendermos isso é entender como 74 transforma o espaco V.

Exercicio 22. Seja A uma matriz anti-simétrica 3 X 3 ndo-nulo e considere x, um
vetor ndo-nulo ortogonal ao niicleo de A.

1. Mostre que Ax é um vetor ndo-nulo ortogonal a x;

2. Mostre que a matriz de T4 |y em relagdo a base {x, Ax/|Ax|} é exatamente

I

12A defini¢do de T4 vimos no inicio do capitulo. A notagio |v refere-se a restri¢do da fungdo a
V - note que essa restrigéio s6 é possivel pois T4 (z) € V, paratodo x € V.
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Para encerrar, indicamos duas formas de demonstrar o resultado classico que
diz que toda matriz anti-simétrica é realizada por um produto vetorial.

Exercicio 23. Dado v € R3. Defina A, : R3 — R3 como A,(x) = v x =
Mostre que A, é anti-simétrica. Calcule a matriz de A, a partir das coordenadas
v = (2,9, 2)T. Dada uma matriz anti-simétrica genérica

0 a b
A=|—-a 0 c¢],
-b —c O

encontre o vetor v tal que A = A,,.

Exercicio 24. Note que o conjunto das transformacéoes lineares obtidas por T, é
um subespago linear (mais especificamente, Ty, + Ty = Thy4w). Mostre que a
dimensdo desse subespaco coincide com a dimensdo do espagco de matrizes anti-
simétricas. Conclua que os dois espagos tém que coincidir.

2.3.2 Ofluxode A

Vamos estudar o fluxo de A, identificando-a com a aplicagdo T,.

Lema 3. e!4v = v
Lema 4. ) o 5 13
t°A t° A
o= [id+tA+ —+ ——+... v
2 3!
t2 t3
:v+tAv+§A2v+§A3v+---:v
Lema 5. Se x # 0 € ortogona ao niicleo de A, entdo

tA . A.f
e“x =costx +sint .
|| Az||

Dado um vetor 29 em R3, podemos decompd-lo em uma parte contida no ni-
cleo de A e outro no ortogonal ao nicleo, xg = v + x. Assim teremos

‘A . Ax
e ry =v+costr +sint——

1Azl
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Capitulo 3

Topologia de SO(3)

O conjunto de elementos de SO(3) tem uma geometria interessante por si so.
Podemos pensar no conjunto de todas as matrizes 3 X 3 como um espaco de 9
dimensdes: se escrvermos uma matriz

a1l a2 ais
A=|axn ax a
a31 asz2 as3

podemos simplesmente colocar uma coluna debaixo da outra e pensar na matriz
como um vetor do R:

T
A = (a11 @12 a13 az1 age a3 asy aze as3)

Dessa forma, podemos interpretar SO(3) como um subconjunto dentro do RY. Em
particular, adquirindo um formato geométrico préprio.

O formato geométrico desse conjunto € bastante peculiar. Localmente SO(3)
é redondo como uma esfera, porém apresenta propriedades topolégicas muito dis-
tintas. Exibiremos essa propriedade em uma versdo subsequente . Mais particular-
mente, se tomarmos qualquer circulo na esfera, podemos contrai-lo até se tornar
um ponto'. Veremos que isso ndo é verdade no caso de SO(3). A representacio
fisica desse fato é facilmente descrita (e a veremos em breve).

3.1 A Algebra Quaternidnica

Iniciaremos o capitulo introduzindo uma ferramenta muito ttil para lidar com
véarios objetos geométricos, a dlgebra quaternionica. Ela ¢ uma ferramenta extra-
ordinéria e nos d4 uma nova forma de representar os elementos de SO(3), além de
estudar sua geometria.

Vocé ja deve ter ouvido falar em quatérnions, e, a fim de desmistifica-los, va-
mos afirmar que eles nio existem (!)>. Ou pelo menos ndo sdo objetos por si s6.

"Para isso, pode pensar na esfera S*> C R?, mas, em realidade, estaremos falando de S* ¢ R*
Msso ndo é verdade. S6 escrevemos assim para chocd-1os.

35
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Talvez a forma mais concreta de introduzi-los seja insistir no fato de que ndo exis-
tem quatérnions, mas sim uma regra de multiplicacdo para vetores do R?.

Por conveniéncia, ao invés de escrevermos x = (g, 1, x2,x3)”, iremos es-
crever x = xo + 1t + 225 + x3k. A multiplicacdo quaternidnica segue as regras
aboixo. Dados z,y, 2 € R*, A € Reescrevendo 1 = (1,0,0,0)”, temos

1. Multilinearidade:

x(Ay + z) = Mzy) +xz, (z+ Ay)z =22+ A(yz2)

2. Associatividade:
3. Unidade: 1x = z1 = z;
4. Identidades quaternionicas: ijk = i’ = j> = k* = —1.

Essas regras definem completamente a multiplicacdo quaternidnica. De fato, a
partir da regra 4 podemos concluir que

1j=—ji=%k, ki=—tk=3j, Jjk=-kj=1i 3.1
Usando as duas primeiras regras temos para elementos arbitrarios

wy =(70 + w11 + 227 + 23k) (Yo + Y17 + Y2i + ysk) (3.2)
=ToYo — T1Y1 — T1Y1 — T1Y1
+ (zoy1 + 21Y0 + T2y3 — T3Y2)i
+ (zoy2 + T2y0 + T3y1 — T1Y3)J
+ (zoys + T3y + T1y2 — 2y1)k.

O caso especial onde zg = yp = 0 pode ser expressado através de objetos familia-
res: se denotarmos os vetores de R? como = = =i + Toj + w3k, teremos

onde (,) e x denotam os produtos interno e vetorial, respectivamente.
Exercicio 25. Verifique as identidades em (3.1)-(3.3).

Essas regras definem uma estrutura multiplicativa muito bem comportada em
R*. Por exemplo, se v € R* ndio é o elemento nulo, entdio u possui uma inversa
tinica; se x,y € R* sdo ambos diferentes de zero, entdo zy # 0. Isso mostra
que essa multiplicdo ndo perde ‘informacgdo’. Para se ter uma no¢do do quanto
essas caracteristicas sdo extraordnidrias, as Unicas dimensdes onde R” admite uma
estrutura semelhante sio n = 1 (a reta real), n = 2 (os nimeros complexos),
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n = 4 (quatérnions) e n = 8 (octonions ou nimeros de Cayley). Enquanto que a
estrutura dos nimeros reais e a dos complexos é bastante ficil de lidar, a estrutura
octonionica é bem mais elaborada.

Assim como no caso de nimeros complexos, gostariamos de diferenciar a parte
real da parte imagindria, quando vemos um elemento de R* como um quatérnion.
Estas sdo definidas da seguinte forma:

Definicao 7. Seja x = xo+x1i+xz2j+x3k. A parte real de x e a parte imagindria
de x sdo definidas como

R(x) = xo, S(z) = z14 + x2j + w3k,

Um vetor que satisfaz $(x) = 0 é chamado de imagindrio puro.

3.1.1 O Grupo de Quatérnions Unitarios

A norma de um vetor de R? através de sua representacio ‘quaternidnica’: x =
xo + z1¢ + z2j + x3k é dada pelo quadrado de suas coordenadas:

||ac||2 :m3+x%+x%—|—x§.

Uma ferramenta ttil em calculé-la € a operac@o de conjugacao quaternidnica. Dado
x como acima, definimos

T = ro — $1i - fL‘Qj - ng‘. (34)

E fécil de ver que essa operacdo € linear, e que respeita a multiplica¢do quater-
nidnica:

T+ A

+ Ay

z.

Q<
I
<Kl

Com essa operagio definida, concluimos que
S 2
zx = ||z|| (3.5)

Essas duas observagdes permitem verificar facilmente que a 4lgebra quaternid-
nica d4 ao conjunto de vetores unitarios de R* uma estrutura de grupo.

Proposicao 6. Seja
S? = {z e R*||z||? = 1}.

Entdo, para x,y € S3, vale que
e xycSie

ez l=7zeS53
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Demonstragdo. O resultado segue de duas identidades muito mais gerais. Sejam
z,y € R, Entdo

leyl|* = Tgey = gazy = ||z| PGy = ||=|*[ly]]*.

Em particular, se ||z|| = ||y|| = 1, ||zy|| = 1. Ainda mais, para qualquer = # 0,
1 x
€T =
[l
pois
121 | N E T
Também é facil de ver que ||z|| = ||z]|.

Mais geralmente, o produto interno em R?* pode ser calculado como

(z,y) = R(zy) = R(xp) (3.6)

(compare (3.2).) Também é facil de observar que

R(zy) = R(yz).

Em particular

R(zyaz~!) = R(y). 3.7)

Exercicio 26. Verifique as identidades acima.

312 SPeSO(3)

Surpreendentemente, a identidade 3.7 relaciona diretamente os grupos S e
SO(3). Essarelagio é construida através de uma acdo do grupo S? nos quatérnions
imaginarios.

Segundo a identidade 3.7, se R(x) = 0 e g € S3, entdo R(grq) = 0. Ainda
mais, dado ¢ € S3, podemos construir uma aplicagio linear Tj que leva imagindrios
puros em imagindrios puros (o qual identificamos com o R3, como em (3.3)):

T,:R® = R3 (3.8)
T — qxrq

Teorema 6. 7, € SO(3).

Demonstra¢do. Como vimos em (3.6), (z,y) = R(yx). Por outro lado,

R(To(y)Ty(2)) = R(ahagrq) = R(qyzq) = R(yz).
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A partir de agora, nosso interesse serd entender a geometria do espago SO(3)
como um subconjunto de R?. Parte disso serd feito através da aplicagio induzida
pela construg@o acima. Isto €, pela aplicagcao

7:S* = SO(3)
q—T1y .

Iniciaremos estudando algumas propriedades dessa aplicagao.

3.2 Propriedades da aplicacao 7

A aplicagdo 7w é de 2 para 1. Isto é, para cada elemento de SO(3), existem
exatamente dois elementos de S®: a dizer, se T, =A,entdo T_, = A3,

Essa secdo dedica-se a demonstrar a sobrejetividade da aplicacdo 7 e a propri-
edade geodésica dela. A se dizer, nas proximas se¢cOes demonstraremos que toda
matriz A € SO(3) pode ser realizada como a matriz da aplicagdo T}, para algum
qge s

A seguir, como subproduto do método usado, demonstramos que a aplicagdo m
preserva a geometria de S%, levando geodésicas de S* em geodésicas de SO(3).

3.2.1 Sobrejetividade

Algo nio tdo trivial € verificar a sobrejetividade da aplicacdo . Isto é, que
cada elemento de SO(3) pode ser representado como algum T7,. Esse fato pode ser
demonstrado sem muita dificuldade com ferramentério mais avancado*. Para nos
manter apenas com ferramentas elementares, estudaremos mais a fundo a estrutura
das trasnformagdes em SO(3). Mais especificamente, generalizaremos o Teorema
3 mostrando que todo elemento de SO(3) é uma rotacio de R3 em relagio a al-
gum eixo. Subsequentemente, mostraremos que todas essas rotagdes sio realizadas
pelas aplicagdes 7.

Teorema 7. Se A € SO(3), entdo existe um vetor ndo-nulo v € R tal que
Av =w.

Ainda mais, se V' é o complementar ortogonal de V', entdo Taly : V — V realiza
uma rotagdo em V.

A reta gerada por v serd o eixo em que A gira R3. Relembrando que Ty € um
elemento de SO(3), podemos nos perguntar se podemos expressar o eixo de 7}, de
forma simples. Caso ¢ = 1 ou ¢ = —1, entdo T}, € exatamente a identidade e, além

*De fato, para todo = € bbR®, T_, () = (—q)z(—q) = (—1)%qzq = T,(x).

*Nio ¢ dificil mostrar que 7 é topologicamente aberta e fechada, portanto é sobrejetiva em todas
as componentes conexas que toca. Para o primeiro, uma conta direta mosta que a diferencial de 7 é
um isomorfismo; ela também é automaticamente fechada, pois S* é compacto.
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de todo vetor gerar um eixo, a rotagdo € a trivial. Se ¢ # =£1, entdo J(q) # 0
e, para simplificar a notacido, podemos tomar ‘g(g) = wu. Andlogo ao caso de
ndmeros complexos, existe um tnico # tal que ¢ = cos 6 + sin fu. Nesse sentido,
ainda vale a identidade ¢ = " , > usando a exponencial em (2.13). Mostraremos

mais tarde que T}, realiza a rotacdo de angulo 26 em relagio ao eixo gerado u.

Exercicio 27. Certifique-se de que vocé ndo estd sendo enganado: mostre que, se
Av = v, entdo a reta definida por v é inteiramente fixa por A.°

Exercicio 28. Convenca-se que o autor continua ndo lhe enganando ao dizer ‘eixo
de rotagdo’. Isto é, se A € SO(3) ndo éa identidade, mostre que A sé possui um
eixo de rotacdo.”

Exercicio 29. Se q # +1, mostre que u = % gera o eixo de T,. 8

Demonstracdo do Teorema 7: A primeira parte do teorema segue do estudo do po-
lindmio caracteristico de matrizes de SO(3). A segunda parte segue da primeira,
ao analisar a acdo de um elemento de SO(3) em relagdo ao plano ortogonal ao seu
eixo de rotacao.

A primeira parte serd dividida nos dois seguintes lemas.

Lema 6. Se A € SO(3), entdo A possui uma raiz real positiva.

Demonstracdo. Sejap(\) = det(A— Aid). Entdo p é um polindmio de grau trés e,
portanto, tem uma raiz real. Vamos denotar suas trés raizes como A, A2, A3, sendo
que podemos assumir Aj real. Temos duas possibilidades para essas trés raizes. O
teorema seguird em ambas as possibilidades através da identidade

det(A) = AMA2A3 = 1. (3.9

(1) As trés s@o reais: nesse caso, se as trés raizes forem negativas, (3.9) implica
que 0 > det(A) = 1, uma contradigdo.

(2) Duas raizes sdo imagindrias: sabemos da teoria de polindmios que raizes
complexas vém em pares. Mais precisamente, se A for uma raiz no real de p, entéo
) também é raiz de p’. Nesse caso, vamos assumir \; real e Ay = )\_3. Novamente
pela equacio (3.9),

1= Aoz = Moo = A X2 (3.10)
Portanto A; = 1/|\2|? é um ndmero positivo. O
5 Andlogo ao caso complexo, temos €™ = —1. Isso pode parecer inesperado, porém, néo é dificil

de observar que o subespaco de R? gerado por 1 e u se comporta exatamente como 0s nimeros
complexos. Com a Unica diferenca que a raiz de —1 € chamada de u e ndo de ¢. Note ainda que u é
uma raiz de —1 (!)

Como representar um elemento da reta definida por v através de v? Note que ‘multiplicar por
A’ é uma operagdo linear, e jd sabemos o resultado dessa operacdo em v.

"Trabalhe essa questdo por contradico. Mostre que se A possuir dois eixos distintos, entdo
A=id.

8Isto é, mostre que Ty (u) = u.

*Note que 0 = 0 = p(A) = p(;\).
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Lema 7. Se A\ é uma raiz de p, entdo |\| = 1.

Demonstragdo. Se ) é real, entdo existe v € R? ndo-nulo tal que Av = \v. Como
A é uma isometria, entdo

10]]* = (v, 0) = (Av, Av) = (v, M) = N[Jo]?,

portanto |A\| = £1. Se A ndo é real, entdo estamos no caso (2) do Lema 6. Nesse
caso, jd sabendo que \; = %1, temos que |\o| = 1'°. O

Sabendo que A € SO(3) possui um autovalor positivo A, tal que |\| = 1, entéo
existe um autovetor v € R tal que Av = v, como desejado. O

Isso demonstra a primeira parte do Teorema 7. A segunda parte € muito similar
ao caso de matrizes anti-simétricas.

Lema 8. Seja A € SO(3) uma matriz diferente da identidade e v € R? tal que
Av = v. Entdo, se V ¢é o plano ortogonal a v, A mantém V invariante, isto é, se
zeV, Az e V.

Exercicio 30. Se Av = v, use a identidade AT A = id para mostrar que ATy =
v. Depois use as ideias na demosntracdo da Proposicdo 5 para mostrar que
(Azx,v) = (z,v).

Exercicio 31. Use o exercicio anterior para demonstrar o Lema 8.

O dltimo fato a ser observado é que A realmente induz uma rotagdo em V.
A ideia da demonstragdo é entender que 74|y € uma transformacdo de SO(2),
portanto o Teorema 3 nos garante que € uma rotacao.

Porém, como A preserva o comprimento dos vetores em V', entdo T4 |y é uma
isometria com as seguintes possibilidades de autovalores: todos os autovalores
iguais e de médulo liguais a 1 ou todos iguais a —1; ou dois autovalores comple-
xo0s, A e A\. Em ambos os casos ganhamos um elemento de SO(2), ou seja, uma
rotagdo.

Assim concluimos que a apicacio 7 : S — SO(3) cobre cada elemento de
SO(3) exatamente por dois elementos de S3: ¢ e sua antipoda. Isso nos permitird
ter uma representac@o palpavel de SO(3) na secdo 3.4.

Como consequencia da sobrejetividade, também concluimos que SO(3) é um
subconjunto conexo. Mais especificamente, podemos ligar dois pontos de SO(3)
por uma curva. Como S? possui tal propriedade e 7 é sobrejetiva, entdo uma curva
que liga g ap em S3, ligard 7(p) a 7(g) em SO(3).

10Essa demonstracio € uma forma simples de encobrir um fato muito mais geral: se A é autovalor
de A € O(n), entdo || = 1.
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3.3 Geodésicas em S* e SO(3)

Geodésicas em S possuem uma descri¢do geométrica similar as geodésicas
em S?: uma geodésica em S3 é um grande ciculo, isto &, € a intercecdo de um
plano passando por zero com S? '

Uma geodésica é completamente definida por um ponto inicial e uma diregio .
Isso é bastante bem expresso no caso da esfera: toda geodésica de S? que passa pelo
polo norte pode ser parametrizada como

cost
v(t) = | sintvy |,
sin tvg

onde v? + v3 = 1. Andlisando ~ vemos que ela parte de v(0) = (1,0,0)7, com
velocidade inicial 7/(0) = (0,v1,v2)?. Também observamos que +y é exatamente
a geodésica definida pelo plano gerado por esses dois vetores.

Isso é verdade em geral. Exploremos o caso de S?: dado u = wuyi+us Jtusk =
(0, u1, u2,us)”, podemos considerar o plano gerado por 1 = (1,0,0,0)7 e u. Nio
é dificil de ver que o circulo definido por esse plano em S? é parametrizado por
cost + sintu. O mesmo ocorre em SO(3). Uma geodésica em SO(3) que passa
por id tem sua direcdo definida por uma matriz anti-simétrica: dada A tal que
AT = — A, entio ' é a geodésica que passa por id com velocidade A.

Por outro lado, também vimos que todas as matrizes anti-simétricas sao re-
alizadas por produtos vetoriais. Isto é, se A é uma matriz anti-simétrica, entdo
existe um vetor v tal que Ax = v x z para todo x € R3. Andlogo a operagio T,
definiremos a aplicagdo A,

A, R 5 R3
T UV XT.

Como na se¢io 3.2.1, denotaremos e

Tetu € e2tA"

= cost + sin tu. Observando que tanto
realizam a rotagdo com eixo w e angulo 2¢, concluimos que

"Caso nio esteja acostumado com geodésicas em S2, é melhor tentar vizualizar o que estamos
falando
2De forma muito geral, isso vale em geometria Riemanniana
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Teorema 8.
ﬂ_(etu) — €2tAu ]

Em particular, 7 leva geodésicas de S® em geodésicas de SO(3)."?

Exercicio 32. Para que tenham no¢do da rigidez dessa propriedade, vamos explo-
rar alguns exemplos de erelagcées entre geodésicas e espagos.

1. Mostre que ndo existe nenhuma aplicacdo bijetiva f : T? — S? que leva
geodésicas do toro em geodésicas da esfera.

2. Mostre que a aplicagdo (t, s) — (cost,sint, cos s, sin s) leva geodésicas de
R? em geodésicas no toro de Clifford.

3. Descreva como seria uma aplicacdo que envia geodésicas saindo da origem
em R? para geodésicas saindo de (1,0,0) em S2.

4. Mostre que ndo existe aplicagdo que envia geodésicas de R? para geodésicas
2
em R~

Como coroldrio do Teorema 8, concluimos que todo elemento de SO(3) é a
exponencial de uma matriz anti-simétrica, isto é, para todo 7' € SO(3), existe A
anti-simétrica, e = T.

3.4 Vizualizando S° e SO(3)

Nossa mente estd adaptada a objetos dentro de trés dimensdes ndo é uma tarefa
comfortavel'*. Uma forma de contornar essa situacio, talvez perdendo um pouco
menos de intuicdo geométrica, € sacrificando um pouco da geometria e usando
representacdes mais grosseiras.

Considere o disco de raio 7 em R3,

D3 ={z cR?|||z|]* < 7}.

Podemos descrever a esfera S? através desse disco, basta considerar a fronteira do
disco (a esfera que o limita) como um ponto s6. Caso essa ideia soe estranho,
geometricamente podemos nos reduzir as seguintes regras:

3N6s s6 provamos isso para geodésicas saindo de 1 e id. Desafiamos o leitor a mostrar que essa
afirmacdo € valida para qualquer geodésica, saindo de qualquer ponto.

14 Adicionar uma quarta dimensdo ndo é extremamente dificil, mas é questionavel se realmente
temos sequer intuicdo em trés dimensdes - note que nossa imagem ocular € no fundo, bidimensional.
Matematicamente, dimensdes sio dadas por coordenadas, que sdo representados por nimeros. Trés
dos nimeros que usamos sdo as coordenadas espaciais padrdes, se quisermos adicionar uma quarta
dimensdo espacial, podemos associar a cada ponto um novo nimero - ou, para facilitar - uma nova
cor, usando de sua frequéncia espectral por exemplo. Utilizando cores entdo a regra de espacialidade
¢é que duas particulas ocupam o mesmo lugar no espaco se e somente se elas possuem as mesmas trés
coordenadas padrdes e exatamente a mesma cor. Como um exercicio, vocé€ pode provar com isso que
qualquer n6 é desatavel em 4 dimensdes, mesmo se vocé colar as duas extremidades soltas da corda.
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1. Se, em qualquer momento, nos encontrarmos no bordo do disco, podemos
entrar em seu interior intantaneamente por qualquer direcao - isto é, ndo ha
deslocamento no bordo do disco; na pratica, vocé estd em todos os pontos de
uma vez;

2. Se nos deslocarmos no disco com velocidade constante ao longo de um
raio,ao tocarmos a fronteira no ponto xg, entraremos instantaneamente no
disco através de —x¢, andando com a mesma velocidade e direcao.

O primeiro item representa exatamente a ideia do bordo ser um ponto s6. O
segundo item tenta recuperar a diferenciabilidade no bordo.

Essa representacao da esfera € induzida por suas geodésicas. Para entender
melhor esses items, podemos nos referir i representacio aniloga para S*:

Dessa vez o disco € de dimensdo 2 e embrulha a esfera a partir do polo norte,
seguindo as linhas longitudinais, isto é, as geodésicas que partem do polo norte.
Dessa forma, essa ‘aplicacdo’ entre o disco e a esfera € injetora no interior do
disco, porém todos os pontos no bordo do disco colapsam no polo sul.

A mesma imagem acontece para S3, sendo a tinica diferenca dimensional.

3.4.1 Vizualizando SO(3)

O Teorema 8 também nos permite modelar SO(3) de forma andloga. Recor-
demos que S? estd em uma relacdo de 2 para 1 com SO(3), mais precisamente,
7(q) = w(—q). Por esse motivo, precisaremos apenas de metade do disco para a
representacao.
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A representacio de S® que acabamos de ver realiza a exponencial de imagina-
rios puros (e mais geralmente, a exponencial geodésica do espaco tangente ao p6lo
norte). O andlogo realizard a exponencial de matrizes anti-simétricas.

Uma conta direta nos mostra o seguinte:

1. —e' = —cost + sint(—u) = cos(w — t) + sin(m — t)a = e(™D%;

. s uy)

2. em particular t = 7/2, —e2" = e2".

Em particular, e!24« = e(7—1)24a
corte transversal do disco de raio 7:

Abaixo ilustramos essa situacdo em um

de Matematica da Regido Sul - Rio Grande - RS - FURG - IV Coléquio de Matemaética da Regia

oquio

s

Como a aplicacdo 7 € sobrejetora, nao sé podemos usar a coordenada u para
parametrizar as matrizes anti-simétricas, mas também concluimos que (nessa pa-
rametrizagdo) o disco de raio 7/2 cobre 0 SO(3).

Sul - Rio Grande - RS - FURG -1V Col

0130

e&/



46

CAPITULO 3. TOPOLOGIA DE SO(3)

Portanto, para representar cada elemento de SO(3), consideramos o disco de
raio 7m/2 com as seguintes regras:

L.

Se, em qualquer momento, nos encontrarmos no ponto xy no bordo do disco,
podemos entrar em seu interior através de xg ou —xg - isto €, ndo ha deslo-
camento caso queiramos entrar por qualquer um desses lados, mas podemos
nos deslocar no bordo para entrar por outro lugar;

Se nos deslocarmos no disco com velocidade constante ao longo de um
raio,ao tocarmos a fronteira no ponto xg, entraremos instantaneamente no
disco através de —xg, andando com a mesma velocidade e direcdo.

O espaco de dimensdo trés que satisfaz essas regras € conhecido como espago
projetivo real de dimensao trés. Ele também pode ser visto como uma complemen-
tacdio do R? para considerarmos que ‘linhas paralelas se encontram no infinito’.

Exercicio 33 (Uma parametrizacio do plano projetivo). O plano projetivo (de di-
mensdo 2) possui muitas representacdoes geométricas, porém daremos uma que
realiza a sua geometria natural: a esférica. Considere S* = {u € R3 | |u|? = 1},
a esfera composta de imagindrios puros.

1.

2.

Esse

Mostre que T_,, =T, onde T é como 3.8.

Use a representagdo de S* andloga a realizada para S® nessa secdo para
mostrar que a imagem de S® por T possui uma representacdo andloga a de
SO(3) realizada nessa se¢do.

Convenga-se de que essa representacdo é a do plano projetivo.

. Mostre que T,, é uma matriz simétrica. Em particular, que o subconjunto

7(S?) estd dentro do espaco de matrizes simétricas 3 x 3, que é um espago
euclidiano de dimensdo 6.

‘mergulho’ do plano projetivo em RS realiza o conhecido mergulho de Ve-

ronese. O iltimo é uma ferramenta recorrente em escolas cldssicas de geometria
algébrica e se msotra muito importante. Geometricamente (através de proprieda-
des de ) podemos mostrar que o mergulho que construimos preserva geodésicas,
tornando o plano projetivo localmente redondo.



Capitulo 4

A fibracao de Hopf

Uma das coisas mais belas na geometria atual é que ela ndo ¢é feita apenas de
espacos, mas também das relagcdes entre eles. Essas relacdes sio realizadas através
de aplicagdes entre espagos, sendo a aplicacdo 7 : S* — SO(3) um exemplo.

Uma das aplicagdes mais fundamentais e influentes em geometria € a aplicagdo
de Hopf, h : S* — S3. Ela ‘divide’ a esfera de dimensio 3 por grandes circulos,
tendo como resultado a esfera de dimensio 2'. Além desse fato impressionante, o
posicioinamento de tais circulos ao longo da esfera é inesperado:

Como pode-se observar, qualquer par desses circulos estdo entrelagados entre
si. Essa propriedade torna essa aplicacdo homotopicamente ndo-trivial, isto é, nao
ha uma deformacgdo continua dessa aplicagdo que faca com que sua imagem se
limite a um ponto - em realidade, ndo ha deformacao continua que faga com que
essa aplicagdo deixe de ser sobrejetival

"Por dividir, entende-se exatamente a divisdo de ndmeros: 10 /5 =2,4/2=2,.., s? / St =§?

47
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Nessas notas, tentaremos introduzir essa aplicacdo da forma mais construtiva
possivel, utilizando o grupo SO(3).

4.0.2 Parametrizando SO(3) sobre S>

O espago SO(3) goza de uma interpretacgéo interessante a partir de proprieda-
des que ja verificamos.

Considere uma matriz em SO(3) como um conjunto de trés vetores ordenados
A = (A; Ay Az). O Lema | nos garante que

L. ||4;]] =1,

2. sei # 4, (Ai, A;) =0,

3. atripla Ay, Ay, A3 forma uma base orientada de R3.

As ultimas trés instancias podem ser redigidas na seguinte forma:
Lema 9. Uma matriz A = (A1 Ay A3) pertence a SO(3) se e somente se:

1. O vetor Ay pertence a esfera unitdria de R3, S2;

2. O vetor Ay é um vetor unitdrio, tangente a esfera S* no ponto A;;

3. O vetor As é completamente definido a partir de Ay e Ay: A3 = Ay X As.

Demonstragdo. O item 1 é facilmente verificado. O item dois se verifica pelo
fato do espaco tangente a S? no ponto A; ser exatamente o conjunto dos vetores
ortogonais a A;. O autor sugere ao leitor demonstrar o terceiro item, através do
seguinte exercicio. O

Exercicio 34. Mostre que, se u,v € R? sdo linearmente independentes, entdo
w = u X v € o Unico vetor que satisfaz os seguintes quesitos: w é ortogonal a
ambos u e v; ||w|2 = ||u][2]|v]|2 = (u, v)2 onde « é 0 angulo entre u e v; a tripla
w, v, w é uma base orientada de R3.

Essas propriedades fornecem uma aplicacio bastante interessante:

pr: SO(3) — S? 4.1)
ail a2 a3 ail
a21 Q22 a23 | — | a21
asr a3z as3 a3l

Isto é, pr(A) é a primeira coluna de A, pr(A; Az As) = A;. Assim podemos
facilmente definir a aplicacdo de Hopf:

h:S®— §? 4.2)
q— pr(Ty)

Ou, lembrando que a primeira coluna de uma matriz é a imagem dela pelo
primeiro vetor da base:
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Proposicdo 7. h(q) = qig.

Demonstragdo. Segundo a nossa notacio, a base de R3 é exatamente {4, ], k}.
Portanto

pT(Tq) = Tq(i) = qiq.
]

A partir dessa proposicio, vemos facilmente que para todo 0, h(qe?) = h(q).
Em realidade, o conjunto

1 _ 0
51 = {qe” | 6 € [0,27])

é um grande circulo. Portanto, se x € S?, o conjunto de pontos que A leva para z,
h~Y(z), contém um grande circulo. Vamos ver que tal conjunto é exatamente Sé.

Proposicdo 8. Se h(q) = h(w), entdo existe 0 € [0, 27) tal que w = qe.

Exercicio 35. Dado q € S?, mostre que qi = iq se e somente se q € C, isto é,
q = a+ Bi.

Exercicio 36. Use o modelo descrito na secdo 3.4 para mostrar que os circulos
h=Y(—k) e h=1(i) sdo entrelagados.
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