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Prefacio

Fungdes wavelet t€m, ao longo dos tltimos cinquenta anos, despertado inte-
resse em ambos matematicos tedricos e aplicados [23]. O que diferencia as trans-
formadas wavelet de outras “ferramentas matematicas” é sua habilidade de decom-
por hierarquicamente func¢des [31], permitindo analisd-las em diferentes escalas e
diferentes regides de seu domino ao mesmo tempo. Embora as wavelets tenham
suas raizes na teoria das aproximacdes e processamento de sinais [23], elas t€m
sido exploradas e utilizadas como parte fundamental de vérios esquemas numé-
ricos associados as mais diferentes aplicagdes. Alguns exemplos sdo os métodos
para resolugdo adaptativa de equagdes diferenciais [6], para andlise e classificacio
de sinais bioldgicos [30, 29, 1], para deteccdo de anomalias em redes de com-
putadores [19] e para reconstrucio de cenas tri-dimensionais a partir de imagens
bidimensionais [5].

A proposta deste minicurso é apresentar, através da Algebra Linear, os concei-
tos fundamentais da teoria de transformadas wavelets ortogonais discretas, a partir
de sua representante mais simples: a transformada wavelet de Haar [31, 12]. Neste
minicurso, o conceito fundamental de transformacgdo linear e sua representacio
matricial serdo o ponto de partida para a apresentacdo das principais propriedades
da transformada wavelet de Haar, que, na verdade, sdo compartilhadas por todas as
demais fungdes wavelets ortogonais integrantes da familia de Daubechies [12].

Espera-se instigar os participantes deste minicurso a se aprofundarem mais so-
bre o assunto, percebendo a relevancia de disciplinas como Algebra Linear, Al-
goritmos e Métodos Numéricos para a constru¢do de uma base sélida de conhe-
cimento. Para ilustrar o potencial da transformada wavelet de Haar em diferentes
aplicacdes, exemplos uni e bidimensionais serdo exibidos.
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Capitulo 1

Transformada wavelet discreta

De acordo com Stollnitz et al. [31], funcdes wavelets e suas transformadas sao
ferramentas mateméticas para andlise e decomposi¢c@o hierdrquica de fungdes, ou
seja, representacdo da fungdo em diferentes niveis de resolucio, ou escalas. Desta
forma, na escala mais grosseira a funcdo (que pode ser tanto um sinal, uma ima-
gem ou um conjunto qualquer de dados) € representada por uma "curva" média, e
em cada escala mais refinada sdo, entdo, acrescentados detalhes complementares
que, somados ao padrdo médio, reconstroem exatamente a fungdo original. Assim
como senos e cossenos da transformada de Fourier [4], as wavelets servem como
base para representacdo de outras funcdes [33]. Em especial, as transformadas
wavelet mostram-se mais eficientes em relacdo a de Fourier quando os sinais a se-
rem analisados sdo ndo-periddicos [2], como € o caso de varios sinais biomédicos,
como eletrocardiogramas (ECG) [18] e eletroencefalogramas (EEG) [30].

Transformadas wavelets uni (1D) e bidimensionais (2D) sdo utilizadas em di-
versas dreas de pesquisa, como processamento digital de sinais, diversos métodos
para resolucdo numérica de equacdes diferenciais parciais, compressao de imagens
e andlise estatistica [2]. O uso destas transformadas 1D e 2D no processamento de
sinais e imagens permite, por exemplo, a visualizagdo e extracdo de importantes
parametros que podem ser direta ou indiretamente utilizados em aplica¢des de re-
conhecimento e classificacdo de padrdes [25, 1].

Nas udltimas décadas, uma das familias de fun¢des wavelet mais difundidas e
utilizadas para a obteng@o de transformadas ortonormais é a de Daubechies [9],
cujas propriedades fundamentais sdo indispensdveis para muitas aplicacdes. Neste
minicurso, muitas destas propriedades serdo exploradas via exemplos através da
representante mais simples da familia de Daubechies, denominada wavelet de Haar.
Na verdade, esta base de funcdes foi definida por Haar em 1910 [16], muito antes
da teoria sobre wavelets ter sido estruturada por Daubechies, quando as func¢des de
Haar foram entdo reconhecidas e classificadas como func¢des wavelets ortonormais.
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1.1 Transformada wavelet de Haar 1D

Neste trabalho, assim como em textos introdutdrios sobre wavelets [33, 31],
a transformada wavelet discreta (TWD) de Haar é primeiramente apresentada via
exemplo. Como consequéncia, sdo dadas formulagdes algoritmicas para as trans-
formadas 1D direta e inversa. Depois, através de conceitos bdsicos de Algebra
Linear sdo obtidas as formula¢des matriciais correspondentes.

Além disso, através das relagdes entre diferentes escalas € apresentada a estru-
tura de andlise de multiresolugdo associada a todas as funcdes wavelets ortonormais
da familia de Daubechies, tomando-se como exemplo o caso particular associado
a de Haar.

1.1.1 Formulacao Algoritmica para a TWD de Haar
Considere C;j um vetor de dimensdo (tamanho) 27 = 22,
Cj202=[2015].

O vetor Cy pode ser visto como uma colegdo de valores Cy 1, k = 0,1,2, 3, que
podem ser graficados de acordo com a Figura 1.1(a), formando entdo um primeiro
exemplo de sinal discreto 1D, ou seja, uma funcio real a valores reais, cujo dominio
€ um conjunto discreto.

5 ° 5 e—<C
4 4
3 3l
2 2p—o0
1 o 1 *—=
Ok e ok
0 1 2 3 0 1 2 3 4
(@ (b)
5 5
4 4
3 o—= 3
2F 2
1 1
0 . Ok
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

(©) (d

Figura 1.1: Vetor 'y visto como (a) uma sequéncia de pontos e (b) fungdo constante
por partes. Vetores (c) C e (d) Cy vistos como fungdes constantes por partes.
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Entretanto, uma outra possibilidade € interpretar que cada um dos elementos
do vetor C'y seja a imagem de uma fung@o constante por partes (fungdo escada),
como ilustrado na Figura 1.1(b). Essa segunda representacio é particularmente
util, como serd visto na Secdo 1.1.5, e portanto serd adotada ao longo deste texto.

Agora, dentre as inimeras possibilidades de se manipular os elementos de Co,
estes podem ser transformados (modificados) da seguinte maneira: calcula-se a
média aritmética — dois a dois de forma disjunta — de todos os elementos de Co:

Coo+ Coq Co2+ (o3
Cio=—"—7—"",0 1= "= (L.
2 2
Para este exemplo tem-se C; = [1 3] como sendo o vetor com os valores re-

sultantes desta operacdo, cuja representacdo através de fungdes constantes por
partes € dada na Figura 1.1(c). Notoriamente C; ndo mais tem a mesma di-
mensdo de C5. Na verdade, o tamanho de C; € a metade do tamanho de (b,
(dim C7) = (dim C3)/2. Naturalmente, seria possivel aplicar a mesma transfor-
magdo aos dados (elementos) de (', e novamente armazenar seus resultados em
um novo vetor, que neste caso teria apenas um elemento, denotado por Cy = [2],
representado pela Figura 1.1(d).

De forma geral, partindo de um vetor inicial C'7, com dim C; = 27, a sequén-
cia de transformacdes aplicadas aos vetores Cj, com j variando de J até 1, na qual
apenas as médias de valores dois a dois disjuntos sdo calculadas, poderia ser escrita
em forma de algoritmo como segue:

Cj-1,i = (Cji + Cj2it1)/2, i =0,...,277 1 =1 (12)

Na Expressao 1.2, o indice ¢ indica a posi¢cdo dos elementos do novo vetor de
informagoes médias ou coeficientes de escala (C;_1), em cada nivel de resolugdo
j. Comparando as Figuras 1.1(b), 1.1(c) e 1.1(d), percebe-se que hd perda de infor-
magdo quando um vetor C; € substituido simplesmente por sua informagido média
C;_1. No entanto, esta ideia € amplamente utilizada em aplica¢des que necessitam
de reducdo de dimensdao. Um exemplo comum é o envio de imagens ou streaming
de video através da Internet. Determinadas aplicagdes podem ndo requerer ima-
gens (ou videos) em alta resolucdo, permitindo aplicar algoritmos similares ao 1.2,
sem degradacdo notdvel da informacgdo essencial e possibilitando a transferéncia
desses dados de forma muito mais rapida [22].

Por outro lado, de acordo com o que foi visto até 0 momento para esta trans-
formag@o definida a partir do cdlculo das médias, uma vez que a substituicao de
um vetor de dimensdo maior C; por um outro de dimensao menor tenha sido feita,
€ impossivel recuperar os valores de C; a partir dos dados reduzidos. Para que se
possa realizar uma reconstru¢do exata dos dados originais (transformacéo inversa)
é preciso que entre cada dois niveis consecutivos quaisquer, j e j — 1, seja também
considerado um vetor D;_; de informacdes complementares (denominado de ve-
tor de detalhes ou coeficientes wavelets) entre Cj e Cj_1. Assim, os elementos do
vetor D;_1 sdo obtidos da seguinte maneira:

Dj_1;=Cjo —Cj_1,, i=0,1,2,...,2771 1. (1.3)
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Ao processo de encontrar as médias e diferengas em relagao aos valores de um
vetor Cj, gerando-se C'j_1 e D;_1 respectivamente, dd-se o nome de transformada
(decomposicao) wavelet de Haar em um nivel. Se esse procedimento for reapli-
cado, agora para os demais niveis 7 — 1, ...,1, construindo-se, além das médias,
os vetores de detalhes D;_s,..., Dy, obtém-se, entdo, uma decomposi¢do completa
entre o nivel mais fino j = J e o mais grosseiro j = (. A esta transforma-
¢do envolvendo todos os niveis possiveis de decomposi¢do de um vetor original
C'; denomina-se transformada wavelet discreta de Haar unidimensional (TWD de
Haar 1D), cujo algoritmo completo para J niveis de decomposi¢do é dado a seguir.

Algoritmo 1 TWD de Haar 1D

1: Para j < J até | faca > Nivel de resolucio j
22 Parai« Oaté2/~! —1faca > Posicdo dos elementosde C;_1 e D;_;
3 Ci—1,i < (Cj2i + Cj2i+1)/2

4 Dj_1; 4 Cj2i — Cj_1,i

5: Fim Para

6: Fim Para

Retomando o exemplo inicial, ttm-se D; 1 = Dy = [1 — 2] como o vetor de
detalhes calculado em funcdo de Cs e C';. Considerando agora C'; como sendo o
préximo (e dltimo) nivel a ser decomposto, obtém-se Cy = [2] e Dy = [—1], que
sdo os vetores contendo a média e o detalhe no tltimo nivel da TWD de Haar 1D.

A partir dessa transformacdo completa em varios niveis, consegue-se associar
o vetor Co = [2 01 5] a suas duas componentes C; = [1 3] e D; = [1 — 2].
Note que ambos C; e D; possuem dimensdo metade da dimensdo de Cs, o que
possibilitaria o armazenamento destas informagdes novamente em um Unico vetor
com tamanho igual ao de Co, a saber [1 3 1 — 2], cujas coordenadas permitem a
reconstrucio de Cy. Como C por sua vez também foi decomposto em componen-
tes Co = [2] e Dy = [—1], o vetor C; também poderia ser associado a um vetor
equivalente, neste caso [2 — 1]. Desta forma, substituindo-se essa nova represen-
tacdo de C na representacdo equivalente associada a Cs, este poderia entdo ser
representado por [2 —1 1 —2]: que séo a informagdo média do dltimo nivel de de-
composicdo e todas as demais informagdes de detalhes, ou seja, Co € transformado
(mapeado), preservando sua dimenséo, no vetor [Cy Dy D;] composto por cada
um dos blocos da TWD de Haar 1D, Cy — [Cy Dy D1].

No caso geral, de um vetor inicial no nivel J (de dimensio 2”) terfamos
Cj — [Co Do Dy ... Dj_1] que é chamada representacido multiresolugio de um
sinal inicial definido por C;. Neste primeiro momento, esta representa¢do multire-
solugdo pode ser interpretada apenas como uma forma econdmica de se armazenar
todos os dados obtidos ao longo de todos os J niveis da TWD de Haar 1D no
mesmo vetor de entrada C';, evitando a defini¢éo de vetores auxiliares para arma-
zenamento dos dados intermedidrios ao longo de todos os niveis de decomposicao.

Note que, o processo descrito anteriormente € reversivel, uma vez que os dados
originais C; de cada nivel j podem ser reconstruidos a partir das médias e dos deta-
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lhes do nivel imediatamente mais grosseiro Cj_1 € D;_1. Assim, considerando-se
Cj—-1 e Dj_1 como dados de entrada, pode-se definir a DWT de Haar 1D Inversa
para reconstruir dados dos niveis 1 até J através do seguinte algoritmo:

Algoritmo 2 TWD de Haar 1D Inversa
1: Para j < Oaté J — 1 faca > Nivel de resolucdo j

2 Parai< Oaté2/~! —1faca b Posicdo dos elementos de Cj_q e D;_;
3 Cjoi < Cj_1,;+Dj_1
4 Cjit1 < Cj1i — Dj1,
5 Fim Para
6: Fim Para
Para o exemplo dado inicialmente, assumindo-se Cy = [2] e Dy = [—1] como

dados de entrada para o Algoritmo 2, reconstréi-se exatamente C; = [1 3], sendo
C17[) = C0,0 + Dl,o =2—-1=1e Cl,l = 0070 — DLO =2+ 1 = 3. Analo-
gamente, a reconstru¢do de Co = [2 0 1 5] através do Algoritmo 2 se dé através
de C; = [13]e D; = [1 — 2] como sendo os novos dados de entrada. Dessa
forma, tem-se [Cy Dy D1] — Cs. E no caso geral, [Cy Dy D; ... Dj_1] — Cj.
Portanto a representagdo multiresolucdo é, na verdade, uma forma equivalente de
representagdo do sinal C;, Cy ~ [Cy Dy Dy ... Dj_1].

Os Algoritmos 1 e 2 sdo também denominados algoritmos de Cascata [22] para
a versdo decimada da TWD da Haar 1D direta e inversa, respectivamente. A ope-
racdo de decimacdo € a responsédvel pela reducdo de dimensdao num fator de 2 a
cada nivel de decomposi¢do. Formula¢des que preservam o tamanho dos vetores
ao longo da decomposi¢do sdo denominadas ndo decimadas. Uma possibilidade
¢é a formulacdo através do algoritmo a trous [26, 20]. No entanto, para as formu-
lacdes ndo decimadas, diferentes tipos de transformacdes inversas sdo possiveis.
Para informacdes mais detalhadas sobre transformadas decimadas, ndo decimadas
e suas inversas sao sugeridos os textos [9, 22, 26].

1.1.2 Formulacao Matricial para a TWD de Haar

O objetivo principal agora é retomar o exemplo da Secdo 1.1.1, apresentando-o
sob o ponto de vista de transformacdes lineares. Todos os conceitos considerados
de Algebra Linear serdo abordados conforme textos introdutdrios, vistos em cursos
de graduagdo, como por exemplo na referéncia [3]. Desta forma as formulacdes
matriciais para as TWD de Haar 1D direta e inversa sio obtidas naturalmente.

Transformacio S para as médias

Consideram-se, portanto, os espagos vetoriais V = R* e W = R? . Define-se
a transformag@o linear S : V' — W como sendo a aplicagdo que associa a cada
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vetor Cy € V um outro vetor C, = S(Cy) € W através da seguinte lei:

20 Ca,0+C!
11212 0 0 Coq | | 220522 | | Cip
S =175 1/2 1/2] Coo _[0272;(52’3 ~ | Cia
Co3
(1.4)

Comparando-se as coordenadas do vetor C'; (imagem de C5 pela transforma-
¢do linear S dada pela Equacdo 1.4) com os valores referentes as médias cal-
culadas para a transformada de Haar dados pela Equacdo 1.1, da subse¢do an-
terior, verifica-se que ambas expressdes sdo iguais. Com isso, a matriz [S] =

1/2 1/2 0 0

0 0 1/2 1/2
forma matricial que representa a decomposicdo em relacio as médias em um nivel,
a partir de um vetor inicial com 4 elementos. Caso o vetor inicial C'; possuisse
27 elementos, ou seja, Cy € R", com n = 27, entdo a matriz [S] teria dimensio
27=1 x 27 e lei de formagio similar, com pesos 1/2 para as duas posi¢des da linha
que produzirdo a média e zero para as demais.

, associada a transformacgdo linear S, é na verdade a

Como a dimensdo do dominio V € maior do que a dimensao do contra-dominio
W,dimV =4 > dim W = 2 (no caso geral, dimV = 27 > dim W = 2‘]_1), a
transformacao S nio € injetora e portanto fica caracterizada a redugdo de dimensio-
nalidade na transi¢cdo de V' para W. Essa reducdo representa a perda de informacgao
na passagem de dados associados a C'y para valores médios definidos em C', (ou,
de Cj para Cj_1,com j = 1,2, ..., J), como ja observado na subsegio anterior.

Transformacio T para os detalhes

Além de S, pode-se definir uma segunda transformacdo linear 7' : V. — W,
que a cada vetor Cy € V associa o vetor D1 = T'(Cy) € W através da lei cor-
respondente ao que foi definido anteriormente para o cdlculo dos detalhes, Equa-
¢do 1.3, sendo o valores de Cj_ substituidos pela Equacdo 1.2. Aqui neste exem-
plo para j = 2, tem-se:

20 Cy.0—C!
12 —1/2 0 0 Cor | | 252 | | Do
T(CZ)_[ 0 0 1/2 —1/2] Ca2 _[0212—C2=3 B
C2,3

A transformacgdo T também ndo € injetora e sua matriz associada é [T] =

1/2 —-1/2 0 0
l 0o 0 1/2 —1/2]'
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Transformacio de Haar - Forma Matricial para 1 nivel

Define-se agora a transformacao linear Q2 : V' — V/, construida a partir de .S
e T', cuja formulagdo matricial é dada por:

1/2 1/2 0 0 Cao Captlas Cho
Q2(02) _ 0 0 1/2 1/2 0271 _ 702’2_502’3 _ 0171
1/2 -1/2 0 0 Coz Cao_Ca1 D1
0 0 1/2 —1/2 02’3 02,2502»3 Dl,l
(1.6)

Observa-se que agora ()2 € uma matriz quadrada (dominio e contra-dominio da
transformagao t€ém mesma dimensao). Além disso, o nicleo de ()2 € apenas o vetor
nulo, ker{Q2} = 0. Sendo assim, Q, é uma transformacio injetora e sobrejetora,
0 que caracteriza ()2 como sendo uma transformagao inversivel.

Assim, [(QQ2], a matriz associada a transformacdo (2, € uma das diferentes for-
mulac¢des matriciais que podem representar a TWD de Haar 1D para um nivel ape-
nas de decomposi¢do. Neste exemplo, ()2 representa um algoritmo ligeiramente
diferente do Algoritmo 1. Agora todas as médias sdo calculadas primeiro, para
apos serem calculadas todas as diferencas.

No caso geral, V. = R", n = 27, a matriz ) é entdo formada pelos dois
blocos anteriormente construidos: S para as médias e T’y para os detalhes, cu-
jos subindices acrescentados a nota¢do apenas indicam a dimensdo dos blocos,
gerando desta forma a matriz da transformacao:

[1/2 1/2 0 0 0 0
0 0 1/2 1/2 0 0
0o 0 0 0 0 0

Sy 0o 0 0 0 /2 1/2

@ = l Ty ] |12 =12 0 o 0 0 (1.7)

0 0 1/2 —1/2 0 0
o 0 0 0 .. 0 0

0O 0 0 0 1/2 —1/2

Para obter-se uma representag¢do matricial fiel ao Algoritmo 1 para um nivel de
decomposic¢do, a transformac@o a ser considerada deve ser:

12 1/2 0 0 Cao e Cho

H(Cy) = | V2 71200 Cop | | 2959 | | Dug
710 0 1/2 1/2 Cop | — | S22f%s | 7| Oy

0 0 1/2 —1/2 0273 C272;C273 Dl,l

(1.8)

Na pratica, o Algoritmo 1 é mais empregado do que sua formula¢do matricial
H.
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Transformacao de Haar - Forma Matricial para j niveis

No entanto, para que se possa construir uma formulacdo matricial para a TWD
de Haar 1D para vérios niveis de decomposi¢do, a representacdo matricial através
da transformacao linear Q2 (ou no caso geral () y) oferece mais flexibilidade. Isto
porque a imagem @2(C5) (o vetor de saida) fica separada em dois blocos: C para
as informagdes médias e D1, sendo dim C = dim Dy = dim Cy/2.

Dessa forma, para que se possa ter um proximo nivel de decomposi¢do, basta
que a matriz da transformacdo dessa vez atue apenas na parte referente a C'y, dei-
xando D; inalterado. Como a transformacao no préximo nivel continua a calcular
médias e detalhes, a estrutura matricial para o novo bloco a ser construido € a
mesma.

Assim, a nova transformacio Ql : V. — V possui um bloco formado pela
identidade I encarregado de preservar Dy e um bloco ()1 para atuar sobre a outra
metade dos dados, C';. A formulagdo matricial resultante é dada por:

1/2 1/2 [0 0 C10 Srotlia Coo

A 1/2 —1/2 0 0 Cha Cio0=Cin Dgo
= ! = |2 | = [
(@A) 0 0 |10 Dy D1y Dy
0 0 |0 1 Dy 4 D11 D11

(1.9)

Como no Algoritmo 1, quando s@o aplicados .J niveis de decomposicdo da
TWD de Haar 1D, para cada nivel j variando de J a 1, tem-se a transformacao
linear ; : V' — V, cuja matriz associada € dada por:

Qo0 0 0

0 0 01 0 0 O

21 Qi _lolo1 0 o
e [0 Ik(j,J)] | (110

0Ol0 0 - 0

0|0 0 0 1

A matriz [Q;] de dimensdo 27 ¢ formada por blocos S; € T}, j4 a matriz iden-
tidade Ij(j,J) tem dimensdo k(j,.J) = 27 — 2J, responsavel por preservar os
detalhes de cada nivel inalterados.

Desta forma, pode-se entdo representar matricialmente toda a TWD de Haar
para J niveis como sendo a matriz W associada a composta de todas as transfor-
macdes para cada um dos niveis.

W = Q1..Qy—2Q7-1Q,.

Caso o ultimo nivel de decomposicdo da transformada nfo seja o nivel zero,
que € o mais grosseiro possivel com apenas um valor para média e um para detalhe,
mas seja algum nivel intermedidrio Jy, entdo denotamos L = J — Jy e:

WE = Qe Qr-2Q71Qy.
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Transformacao de Haar Inversa - Forma Matricial para 1 e j niveis

Nesta secdo apresenta-se a formulacdo matricial para a transformada inversa
referente ao exemplo associado a matriz (2. Os demais casos sdo todos andlogos
e portanto apresentados de forma sucinta.

Define-se ()5 1.V — V, a transformacio linear inversa de Qs, cuja formula-
¢do matricial é dada por:

1 0 1 0 Ci0 Cap

1 . 1 0 -1 0 0171 . 0271 .

Q@)= 5710 1 Dro | = | Cos = [Cy] (1.11)
01 0 -1 D14 Ca3

Desta forma, seguindo a mesma heuristica de obten¢a@o para a forma matricial
envolvendo J niveis da TWD de Haar, pode-se portanto obter a inversa correspon-
dente:

Wl =Q7'Q7L .0 et

Sendo que, para k = 1,2, ..., J — 1 as matrizes

Nt Q,—l‘ 0
[Qk}_[ 0 Ik(j,J)] (112

s@o construidas de forma andloga ao que foi descrito anteriormente.

1.1.3 TWD de Haar 1D Ortonormal

Uma propriedade interessante que se pode observar nas matrizes (0;, j =
1,2,...,J € que suas colunas sdo formadas por vetores ortogonais, ou seja, o
produto interno entre quaisquer duas de suas colunas é sempre zero. Tomando
como exemplo a matriz ()2, definida pela Equacdo 1.6, temos como vetores co-
luna @, = (1/2,0,1/2,0), 4o = (1/2,0,—1/2,0), 43 = (0,1/2,0,1/2) e iy =
(0,1/2,0,—1/2), e uj.ux, = 0 para quaisquer i e k. No entanto, todas as colunas
tém tamanho ||u;|| = 1/4/2, ou seja, os vetores colunas nio sio normais.

Para que as k£ = 1,2,...,4 colunas de ()2 sejam vetores ortonormais, basta
considerar os versores de cada um dos vetores coluna, iy /||U||. Assim, a matriz
resultante seria uma matriz ortogonal, o que € uma propriedade muito importante,
pois a inversa de uma matriz ortogonal é simplesmente sua transposta.

Dessa forma tem-se a versao ortonormal da TWD de Haar para j = 1,2, ..., J,
cuja matriz ortogonal é dada por
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[ 1/vV/2 1/V/2 0 0 0 0
0 0 1/vV2 1/V2 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1/vV2 1/V2
;= 1.13
Q 1/vV2 —-1/v2 0 0 0 0 (1.13)
0 0 1/vV2 —1/V2 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1/vV2 —1/v2 |

Assim para obter-se cada uma das transformagdes, consideram-se as matrizes
ortonormais em cada nivel, para j variando do nivel mais fino J até o mais gros-
seiro possivel, dado por 1. Como no caso geral ndo ortonormal, as matrizes Iy s

sdo identidades de dimensdo 27 — 27, Agora, o bloco Q & € uma matriz ortonormal
como a definida pela Equacdo 1.13.

. Q| o
Q| = l 0 [ 1nG, ) ]

Finalmente, a sequéncia de transformagdes da TWD de Haar em J niveis é:

(1.14)

W= Q1...Qs2Q1Qy.

E portanto a sua transformada inversa €, na verdade, a transposta de W:
-1 _ ATAT AT AT
W =QjQ)_1-Q2Q;.

Com esta apresentagdo inicial, encerra-se a parte referente aos algoritmos e as
formulagdes matriciais que definem a TWD de Haar 1D. Na préxima secio serdo
vistas propriedades mais especificas das fungdes de Haar e alguns dos conceitos
fundamentais que caracterizam as fungdes wavelets ortonormais de Daubechies.

1.1.4 Analise Multiresolucao

Na secdo anterior, a partir de um vetor inicial de tamanho 27, foram apresen-
tados os algoritmos Cascata para as transformadas de Haar direta e inversa, que
basicamente s@o responsdveis pelo cdlculo de médias e diferencas entre dados.
Além disso, foram construidas as matrizes associadas a TWD de Haar com varios
niveis de decomposicdo (niveis de resolucdo).

H4 ainda aspectos funcionais envolvendo as funcdes wavelets e suas transfor-
madas, como por exemplo continuidade, suavidade, convergéncia e outras propri-
edades mais sofisticadas dependendo da familia de fun¢des wavelet escolhida. Ou
seja, o espago vetorial em questdo deixa de ser considerado apenas como um es-
paco de dimensdo finita, V' = R", e passa a ser um espago de funcdes, que em
muitos casos pode ser V' = L?(R), conhecido como o espago das fungdes de qua-
drado integrdvel ou espaco de Lebesgue. Para aplicacdes de dominio finito, outra
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possibilidade é L?([0, 1)), espago de todas as fungdes integrdveis em [0, 1), cujo
quadrado também € integravel em [0, 1) [33].

Abordar estas questdes funcionais com rigor estd longe do escopo deste texto
inicial e introdutério, uma vez que a disciplina de Andlise Funcional seria um dos
pré-requisitos necessdrios para isto. No entanto a defini¢do de andlise multiresolu-
¢do, introduzida por Stephane Mallat e Yves Meyer (1988/1989) serd apresentada,
uma vez que ela pode ser interpretada como um elo de ligagdo entre o que se en-
tende como representacdo discreta e o "mundo” continuo correspondente. Desta
forma, uma outra maneira de se apresentar e construir uma TWD seria comecar
através do design da estrutura funcional que se deseja para o espaco de funcdes
associado, ou seja, a andlise multiresolucio correspondente.

Definicao:

Uma andlise multiresolugdo de um espago vetorial V = L?(R) (ou L%([0, 1))
¢ uma sequéncia de subespacos fechados V; € V, j € Z, com as seguintes propri-
edades:

LA{0}---cWCcWViCcVaC---CVpoC Vi C---CVj

2. Njez Vi =10} e UjezV;=V;
3. f(z) € V; & f(22) € Vjya;
4 f(x) Voo fl+k) eV, Yk € Z;

5. 3 ¢(x) € Vp com integral ndo nula, denominada funcgéo escala, tal que
{¢(x — k), k € Z} é uma base ortonormal de V}.

Para se poder avaliar a forca (ou a extensdo) da definicdo acima, sdo feitas
algumas observacdes sobre cada um dos cinco itens apresentados com o objetivo
de esclarecer as relagdes entre os subespacos encadeados que fatoram o espago
vetorial V' = L?(R) (ou L?([0, 1))) em diferentes niveis de resolucdo [23].

e As propriedades (1) e (2) garantem que a sequéncia de subespacos encaixa-
dos (V) ez ndo € vazia, pois a fungdo nula estd contida em cada subespago
da sequéncia. Apesar de haver redundancia entre dois quaisquer niveis con-
secutivos, pois V; C V1, a sequéncia (V;);ez completa tem como tnica
interseccdo a fungdo nula, indicando que a redundancia existente, na ver-
dade, ndo € tdo expressiva. Além disso, o fecho de sua unido recobre o
espago todo, V. Isso quer dizer que projecdes de uma fungdo f(x) € V em
Vj; sdo aproximagdes de f, que convergem para f ao j — o0; Outra forma
de interpretar (2) € afirmar que unido de todos os subespagos é densaem V.

e A propriedade (3) indica que a relagdo de inclusdo entre os subespagos en-
cadeados V; € de fato uma rela¢do de auto-similaridade toda vez que uma
fungdo f(x) for reescalonada por um fator de 2.
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e A propriedade (4) estd relacionada a auto-similaridade dos subespacos V;
com relagdo a varidvel z, que pode ser interpretada como o tempo nas aplica-
¢Oes envolvendo sinais. Com isso, 0s espacos V; sdo invariantes com relagdo
as translacdes (shifts);

e A propriedade (5) indica que as translagdes inteiras da fungdo escala formam
uma base ortonormal para o espaco V. Em muitos casos, exige-se ainda que
a funcdo escala seja uma fungdo continua por partes e ndo identicamente
nula apenas em um intervalo fechado e limitado da reta (tenha suporte com-
pacto), como € o caso das wavelets de Haar e de Daubechies. Na verdade, a
propriedade (5) pode ser generalizada de tal modo que a base formada seja
uma base de Riesz para V = L?(R) (ou L?([0, 1)).

Assim através da estrutura de andlise multiresolug¢do, encontra-se a conexao
entre a abordagem discreta e a continua, pois informacdes representadas de forma
discreta através de elementos de V;; tendem a informagdes continuas, conforme a
escala (ou nivel de resolucdo) j aumenta.

Tendo isso em mente, de agora em diante, apresenta-se a andlise multiresolucdo
associada a fungdo de Haar e, portanto, a TWD de Haar 1D, acrescentando-se
informagdes complementares ao que foi exposto até o0 momento.

1.1.5 Base de Haar

Assume-se o espaco vetorial V' = L?(R). Considera-se entdo a funcio cons-
tante por partes ¢(z) € V, também conhecida como fungio de Haar, definida por:

1, se0<z<1

o(x) = {0, caso contrario - (1.13)

¢(x) é escolhida como a fungéo escala para gerar a andlise multiresolucéo de V,
uma vez que sua integral é nio nula e ainda sua norma € igual a 1:

/_O:o p(x)dr =1 e ||¢(x)||2 = (/_O:O \(b(:c)de) v =1. (1.16)

Assim, {¢(z — k), k € Z} é uma base para o subespaco Vj; C V, formada por fun-
¢Oes contantes por partes em intervalos [k, k+ 1) de tamanho 1. No caso particular
de V = L?([0,1)), Vp seré o espago gerado apenas por ¢(x).

Através das relagdes de auto-similaridade em relacdo a translacao e escala (Pro-
priedades (3) e (4)), obtém-se ainda que {¢(2x — k), k € Z} é uma base para o
subespaco V; e, consequentemente, que {$(2'x — k), k € Z} é uma base para o
subespago V; € V,Vj € Z. Na Figura 1.2, sdo ilustradas ¢(z) € V} e duas repre-
sentantes em V7, obtidas pela contracdo de ¢(z) por um fator de escala igual a2 e
por translacdo. Como para cada nivel j

) 0 1/2
lo@s-wl= ([ loer-wPas) " =2y,
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€ necessario normalizar cada uma das fungdes para obter-se uma base ortonormal.
Assim, {2j P2p(2x — k), k € Z} ¢ a base ortonormal procurada de cada um dos
subespacos V;, construida a partir da func@o escala de Haar. Nas aplicacOes apre-
sentadas, V;, 7 = 0,1,2, ..., J sdo os subespacos nos quais as informagdes médias
dos sinais a serem analisados serdo representados.

(a) (b) (©
Figura 1.2: Fungdes ¢(z) em (a); ¢(2x) em (b) e ¢(2z — 1) em (c).

Como V; C Vj41, a0 mesmo tempo que V; # V1, define-se W; C Vi
como sendo o complemento ortogonal de V; em V1, ou seja, Vi1 = V; @ W;.
Considerando agora os subespagos Ve V;, com J > Jp, e 0os complementos
ortogonais entre subespacos de escalas consecutivas, tem-se

Vi = (...((VJO @WJO)@WJO+1)...EBWJ,1). (1.18)

Assim, qualquer funcio pertencente a V; pode ser expressa como combinagdo li-
near de fungdes em V;, e Wy; j = Jo;Jo + 1;...; J, podendo desta forma ser
analisada separadamente em diferentes escalas. A Andlise Multiresolucio recebeu
seu nome por permitir esta separacio de escalas.

Continuando a decomposicdo envolvendo os complementos ortogonais em cada
nivel, quando Jy — —oco e J — oo, obtém-se

(é@ W;) = L*(R). (1.19)

j=—o00

Como consequéncia, todos os subespacos W sdo dois a dois ortogonais. Além
disso, existe )(x) € Wy tal que {¢)(x — k), k € Z} é base de W e suas dilatagdes
e translacdes formam base dos demais espagos I}, {1/1(2j r—k), j,k € Z}, como
demonstrado por Daubechies [9]. A fungdo 1 (z) € W;, denominada de fungio
wavelet de Haar, € definida por:

1, se0<z<1/2
P(x):=< -1, sel/2<z<1 (1.20)
0, caso contrdrio.

Na Figura 1.3 séo apresentadas a fungdo ¢)(x) € W, e duas representantes em W7,
¥(2x) e (2 — 1). A fungdo v (x) possui integral nula e sua norma ||¢(x)||2 =



16 CAPITULO 1. TRANSFORMADA WAVELET DISCRETA

\/1/27. Analogamente ao que foi feito para as fungdes escala, pode-se obter uma
base ortonormal para cada um dos subespacos W, j € Z, através de translacoes e

dilata¢oes de ¢ (x) , dada por {23'/211}(2]'33 —k), je Z}.

(@) (b) ©
Figura 1.3: Fungéo ¥ (z) em (a); 1(2z) em (b) e ¢(2z — 1) em (c).

A notagdo compacta para representar as funcdes escala e wavelet, com j indi-
cando a escala e 7 as translacdes referentes a escala considerada, € dada por:

¢ji(x) == 2972 (20 — i) (1.21)

bji(x) =22 (20 x — ). (1.22)

Pela construgdo apresentada, ¢(z) = ¢oo(x) € Vo e ¥(x) = Yoo(z) € Wo
sdo ortonormais. Na verdade, além de ser preservada ao longo das escalas, a orto-
gonalidade entre essas funcdes ainda ocorre em relagdo ao pardmetro de translacao,
como apresentado a seguir:

< 674(2), byl / 65i(@)bjx(2)de = Gy (1.23)
<y i(x), Yup(z / Vii (@) (@)de = 6,080, (1.24)
< Gya(@), (e / G;i(@)ip(z)ds =0, paral > j,  (1.25)

sendo j,%,1,k € Z e d;, a funcdo Delta de Kronecker que vale 1, quando 7 = k e
vale zero, caso contrario.

1.1.6 Relacdo de Escala e Relacao Wavelet

O objetivo desta Secdo é comecar a responder a pergunta: "Mas, afinal, o que
a parte vetorial vista no exemplo inicial tem a ver com a base de Haar recém
apresentada?"”

Para responder esta pergunta, inicialmente apresenta-se uma propriedade fun-
damental das wavelets de Daubechies e em particular da wavelet de Haar. Esta
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propriedade, chamada Relacao de Escala, ou Equacdo de Refinamento é uma con-
sequéncia imediata da estrutura de andlise multiresolugdo, propriedades (1) e (3):

Como Vy C Vi e Wy C Vi, qualquer funcio de Vj e de Wy podem ser escritas
com respeito a base de V7, a saber, a prépria funcdo escala ¢ e a wavelet 1 podem
ser escritas como combinagdo linear em relacdo a base ortonormal de V;:

“+o00 —+o0
S hprp(x) =v2 > hyo(2x — k), (1.26)
k=—00 k=—o00
+o00 +00
ST gktin(@) =V2 > gro(2z — k), (1.27)
k=—00 k=—o0

sendo os valores hy e gi, k € Z as constantes destas combinacdes lineares, tam-
bém denominados filtros associados as fungdes escala e wavelet.
Como V] possui base ortonormal,

i = proji, ) 0(@) =< 6(2). d10(0) >= [ Sla)ora(e)da, (128
Gk = Projg, (@) =< (@), dro(e / $(@)r(x)dz.  (1.29)

No caso geral da familia de Daubechies, a Relacdo 1.26 tera apenas um nu-
mero finito de filtros ndo nulos, isso porque as fun¢des escala e wavelet sdo iden-
ticamente nulas, com exce¢do apenas em um intervalo limitado e fechado da reta.
Assim, diz-se que as wavelets da familia de Daubechies sdo fungdes de suporte
compacto. Daubechies em seu trabalho seminal [9] ainda demonstrou que hd uma
relacdo 1:1 entre os filtros e as funcdes escala e wavelet de suporte compacto, de-
pendendo de sua suavidade (diferenciabilidade) e do nimero de momentos nulos
que a base possui, ou seja, o grau maximo dos polindmios que podem ser exata-
mente representados apenas por fungdes escala, tendo nulos seus coeficientes na
expansdo em relacdo as wavelets. Na verdade, o nimero de coeficientes ndo nulos
D depende do nimero de momentos nulos N, D = 2N e a Relagdo de escala 1.26
fica entdo simplificada:

D-1 D-1

=Y hdip(a) = V2 Y o2z — k), (1.30)
k=0 k=0
D-1 D-1

=Y groin(z) =v2 Y gro(2x — k), (1.31)
k=0 k=0

No caso particular da fun¢do de Haar, D=2 e tem-se

jim,o(:c) " ém(x) —@n) e —1)  (132)

b(x) = \}5%,0(3«") - \2@,1@) — o) - s2e—1),  (133)

¢(z) =
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sendo os filtros h = (ho, h1) = (%, %) eg=(90,91) = (%, —%) exatamente

iguais aos coeficientes da matriz Q , dada pela Equagao 1.13, que representa a TWD
de Haar normalizada. Além disso, ha ainda uma relagédo entre os filtros h e g, a
saber: g = (—1)th_1_k parak = 0,1,..., D —1[9], que faz com que o nimero
de dados iniciais para o célculo da transformada wavelet seja ainda mais reduzido.
Isto porque, a partir da funcdo escala escolhida, as demais informacdes sobre as
fungdes wavelets associadas podem ser obtidas como consequéncia. A Tabela 1.1
destaca os filtros de escala e wavelet dos casos ndo normalizado e normalizado.

Tabela 1.1: Coeficientes de filtro ndo normalizados e normalizados para DWT de
Haar

Filtros nao normalizados Filtros normalizados

k  hy Ik iy, Ik

0 1/2 1/2 1/V2 1/V2
1 1/2 -1/2 1/V2  -1/V2

Apesar de as fungdes ¢(x) e 1»(x) de Haar serem facilmente definidas e pos-
suirem formulacdo analitica (Equagdes 1.15 e 1.20 ou 1.21 e 1.22), geralmente
ndo ha férmulas explicitas para outras wavelets. Portanto, a maioria dos algorit-
mos para decomposicdo wavelet é formulado em termos de bancos de filtros de
coeficientes [23], sendo uma consequéncia direta das relacdes de escala e wavelet.

1.1.7 Expansao de funcoes em V/;

Os subespacos vetoriais V; C L?(R), j € Z, sio espagos de fungdes e uma
funcdo f(x) € Vj pode ser escrita como combinagdo linear de diferentes bases de
V;. Em particular, pode-se considerar a base ortonormal de Haar formada pelas
fungdes escala ¢; ;(x) no nivel j. A expansdo de f(x) nesta base ¢ dada por:

fl@)= Y Cjrdjr(x), (1.34)
k=—o0

sendo os coeficientes da combinagdo linear definidos pela proje¢do de f(z) na
direcdo de cada um dos vetores da base:

< f(x), pjr(z) >

TS ¢jk(), djk(x) >

=< f(x), djn(z) >= /_O:o f(@)¢jn(x)da.
(1.35)

Os coeficientes C)j ;. sao as coordenadas de f(x) na base de V; e a TWD de Haar é
um procedimento para calculd-las a partir de dados discretos.
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Caso V; C L*(I), com I = [0,1) ou algum outro intervalo limitado da reta,
entdo os limites de variagdo do somatdrio na Expressdo 1.34 e os limites de integra-
¢80 na Expressdo 1.35 sdo todos finitos. Os limites de integracdo coincidem com
os limites do intervalo considerado e o nimero de pontos do somatério depende,
além do tamanho do intervalo, também da escala (nivel de resolucao), responsavel
pelo espacamento entre os pontos obtidos na discretizagdo da fungdo. Neste texto,
assume-se que para cada j € Z, o espagamento seja 1/27 e portanto em I = [0,1)
tem-se IV; = 2J pontos, iniciando-se a contagem sempre em zero. Para as aplica-
¢oes, quando for necessario considerar um intervalo maior como dominio, entao
0s ajustes necessarios serdo apontados.

Dessa forma, a expansdo de f(z) € V; C L?(I) é dada a seguir:

x) =Y Cjrdjr(x), comN; =2 e (1.36)
k=0
Cjip =< f(2), djk(x / f(@)dj(x (1.37)

Como a quantidade de coeficientes C; ;, € finita, eles podem ser armazenados em
um vetor C;. E... vois ld ! Tém-se os vetores que apareceram inicialmente na
Secdo 1.1 para apresentar o exemplo!

Ou seja, a Expressdo 1.36 d4 o enfoque funcional que faltava para se entender
as representagdes do vetor Cy = [2 0 1 5] apresentadas nas Figuras 1.1(b), 1.1(c)
e 1.1(d). O que a formulacdo funcional deixa claro agora € a relacdo biunivoca
(I:1) entre Cy = [2 0 1 5] e a combinagdo linear das fungdes da base de Haar,
Cy <> f(x), como ilustra a Figura 1.4.

C’g:2><| I
+0 X [ I

Figura 1.4: Cy + f(x) = 2¢20(x) + 0¢2,1(z) + 1o 2(x) + 52 3(x).

Lembrando que V; = V;_; & W;_1, uma outra possibilidade de se expandir
uma fungdo f(z) € V; C L?(I) é considerar agora a base de V; como sendo a
unido das bases de V;_1 e W;_1 (0 que € possivel, pois V; é soma direta destes
dois subespagos). N;_1 = N;/2 =2/ ~1 ¢ a dimensao desses dois subespacos,

g 1—1 NJ 1—1

Z Ci—1pbj-16(x) + Z Dj 1 ki1 k(x), com  (1.38)

Ci_1 =< f($)7¢j—1,k($) > e Dj—l,k: =< f(x),Yj—1p(x) >. (1.39)
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A Expressao 1.38 € a vers@o funcional do Algoritmo 1 para a versdo decimada da
TWD de Haar em um nivel de decomposicao.

Considerando agora que o nivel mais fino de resolucio para representacio de
fsejaJ, f(x) € Vy, e assumindo que sejam feitos todos os J niveis de transfor-
magdo possiveis, tem-se a expansio da f(x) em multinivel dada por:

No—1 J—1 Nj—l '
f@)=>" Copdop(@)+ > > Djpjr(z), Nj =2 (1.40)
k=0 Jj=0 k=0

A expansdo de f(x) € V; dada pela Equagdo 1.40 tem como coeficientes
os elementos dos vetores Cy, Do, D1, D2, ..., Dj_1. Desta forma, agora fica
evidente a relagdo 1:1 entre f(z) e sua representagdo multiresolugio Cyp =
(Co Do Dy Dy ... Dj_1), obtida como resultado final do Algoritmo 1 para a TWD
de Haar com todos os vetores obtidos nos niveis de decomposi¢do ordenados em
blocos. Caso a fatoracdo pela transformada nao seja completa, isto €, o nivel mais
grosseiro escolhido seja Jy, com Jy # 0, tem-se uma representagdo multiresolugio
em J — Jy niveis: f(z) <> Cyr = (Cy, Dy, D1 D2 ... Dj_1), com C}, con-
tendo 270 elementos. Ainda denota-se por L = .J — .Jy a profundidade da expansio
wavelet e naturalmente, da representacdo multiresolugdo associada.

A Figura 1.5(a) ilustra a representacdo em um nivel de resolugao e a Figura 1.5(b)
representa a combinagdo linear envolvendo todos os niveis de decomposi¢do, até
atingir V) que representa o nivel mais grosseiro contendo as funcdes constantes em
todo intervalo /.

o T L caxl |
PR e T
+1><| —|—1><|
+—2><4|_ +-2X |

| ||

(a) (b)

Figura 1.5: (a) f(z) € Vi @ Wi e Cy < 1¢10(x) + 3d11(z) + 1p1o(z) +
(=2)Y1,1(x); (b) f(x) € Vo & Wy @ Wy e Cy < 2¢00(x) + (—1)1oo(x) +
1¢170(l’) + (—2)w1,1 .T)

Na prética € muito comum e ttil poder aplicar a TWD de Haar para decompor
um sinal em uma quantidade desejada de niveis, ndo necessariamente chegando
até o nivel zero. Isso porque muitas vezes € essencial que o sinal mais grosseiro
continue mantendo propriedades significativas do sinal original discretizado em
um nivel mais refinado.
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Norma de f(z)

Uma consequéncia importante de se ter uma base ortonormal em V é a possi-
bilidade de se calcular a norma (tamanho) de um vetor qualquer de V; usando-se
diretamente suas coordenadas nesta base. Assim, o cdlculo da norma de f(x) pode
ser feito considerando, por exemplo, sua expansao apenas na base de funcdes es-
calas no nivel J ou sua expansio envolvendo multiniveis:

Njyj—1 Nj,—1 J—1N;-1
1£115 =< f(=) = Z ICronl?+ D > Dkl
=0 k=0

(1.41)

Através dessa flexibilidade para o cdlculo da norma de um vetor de V; serd
possivel avaliar o erro cometido nas aproximagdes de funcdes que nio estdo em
V7, mas sdo aproximadas por fun¢des deste subespaco. Nas aplicacOes isso serd
muito ttil para se poder avaliar a qualidade dos resultados computacionais obtidos,
especialmente por ser necessdrio lidar com dados e expansdes truncados em todas
as etapas das andlises.

1.1.8 Projecoes em V

Quando for dada uma fungio f(x) € L?(R) que nio seja originalmente cons-
tante por partes, essa fungdo ndo poderd ser representada exatamente por apenas
um Unico subespago V; para um certo nivel j escolhido, mas serd possivel ob-
ter sua proje¢io no espago Vj, denotada por (Py; f)(), assim como serd possivel
obter sua proje¢do em Wj, (Pw, f)(x) :

N —1 N —1
(Py, f)(z Z Cjxdjk(), e (Pw, f)(z Z Djtik(x),  (1.42)
k=0 k=0

cujos coeficientes C; j, e D ;. sdo calculados como anteriormente, através do pro-
duto interno entre f(x) e a respectiva fungdo da base no nivel j e na posi¢éo k.

Naturalmente, através da estrutura de andlise multiresolugdo, continua valido
que (P, f)(@) = (Py,_, (@) + (P, f)(@).

O objetivo agora € entdo amarrar a Ultima ponta que ainda estd solta, que diz
respeito a como calcular estes coeficientes C; ,, e D, ;. de forma eficiente, consi-
derando os ingredientes funcionais apresentados nesta se¢do. Dessa forma, o que
serd obtido sdo novamente os algoritmos apresentados a partir do exemplo, carac-
terizando a relagéo biunivoca entre Cj e (C;—1 D;_1), também conhecida como
transformada rapida wavelet (fast wavelet transform).

A chave para a obtengdo desta relagdo entre duas escalas consecutivas quais-
quer, j e 7 — 1, estd na Relacdo de Escala 1.30 adaptada agora para estes niveis.
Assim comegando pela defini¢do de uma funcéo escala normalizada no nivel j — 1,
tem-se:
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9y-14() = 2072927 — 1) = 207D/26(y), comy = 27 1a — 1,

D-1
Por 1.30 para ¢(y), tem-se ¢;_1 j(x) = o(i=1)/2 | 91/2 Z hi¢(2y — k)

k=0
- D-1 ) D-1

Assim, gf)j_Ll(x) = 2J/2 Z hkgf)(ij - (2l + k‘)) = Z hkgf)j721+k($).
k=0 k=0

Lembrando apenas que D=2, no caso da TWD de Haar. De forma analoga, tem-se

D-1
Vi—ra(@) = grdjak(@).

k=0

Agora, pela defini¢do de Cj_q;

D—1
Crni= | ' F@)os1u(@) = / @) Lz:jo hmjw(:c)] du

D—-1

D—-1 1
Ciii= Y. hk/o f(@)jok(x)de = hCjon().
k=0 k=0

Analogamente, tem-se o mesmo tipo de relacdo para os coeficientes wavelets:

D—-1

D1y =Y 9iCjarri().
k=0

E no caso particular da TWD de Haar essas relagdes para os coeficientes de escala
e wavelets se traduzem exatamente na formulacio apresentada anteriormente em
fungdo dos filtros hy, e gy, (transformada rapida wavelet via algoritmo de Cascata) :

1

Cj—l,l = Z hij7gl+k($) = hon725($) + h10j725+1(I), [1=0,.., 2i—1 _ 1,
k=0

1
Dj—10=Y 9kCjarsr(x) = 90Ci2u(x) + 1Cja141(x), 1=0,...,277" — 1.
k=0

Essa transformada € especialmente eficiente no cdlculo dos coeficientes C'j_1
e D;_; especialmente por serem necessarios apenas os coeficientes C'; e os filtros
h da fun¢do escala, uma vez que g pode ser obtido a partir de h. Assim, a questdo
€ como comegar o processo, como obter os dados de C;. Intuitivamente, faz sen-
tido comegar o processo, assumindo Cjj, = f(z;x) = f(2'z — k), desde que j
seja suficientemente grande, ou seja, que o espagamento 1/27 seja suficientemente
pequeno. Para ver uma demonstragdo geral da justificativa desta escolha, ver [23].



Capitulo 2
Aplicacoes 1D

O objetivo principal deste capitulo é apresentar algumas aplicagdes para a
TWD de Haar 1D, cuja formulacao foi vista no capitulo anterior através dos al-
goritmos de Cascata, seus andlogos em forma matricial e ainda através do enfoque
funcional promovido pela estrutura de andlise de multiresolugc@o. Nas se¢des que
seguem, alguns conceitos importantes sdo introduzidos ou reforcados, pois sao fer-
ramentas essenciais para a andlise de dados (sejam eles funcdes, sinais, imagens...).
Como este texto se propde a utilizar basicamente tépicos de Algebra Linear vistos
em disciplinas de graduag@o, muitos dos conceitos abstratos sdo omitidos e ape-
nas a parte intuitiva é explorada, No entanto, existem varios textos especializados,
como por exemplo as referéncias [9], [22] e [10], que exploram de forma sistem4-
tica e rigorosa, tanto a parte tedrica, quanto uma gama maior de aplicacdes.

2.1 Propriedade dos Momentos Nulos

No capitulo anterior, Secdo 1.1.6, foi mencionada brevemente a importante
propriedade dos N momentos nulos que as funcdes escala da familia de Daube-
chies possuem, que € a habilidade de representar polindmios exatamente até grau
(N —1). Mais precisamente, cada elemento da base de polindmios até grau N — 1
é expandido como segue:

+oo
a? = > MP¢(x—k), z€R, p=0,1,..,N —1,com (2.1)
k=—00

M =<aP, ¢(x—k)> keZ, p=0,1,..,N —1. (2.2)

M ,f denota o p-ésimo momento da funcdo escala ¢(x — k) e pode ser também
calculado de maneira rdpida para qualquer uma das func¢des de Daubechies, como
apresentado em [23]. No caso particular da funcdo escala de Haar, M? pode ser
calculado diretamente pela sua defini¢ao.

A Equag@o 2.1 pode ser traduzida em uma condi¢do envolvendo as funcgdes
wavelets. Considerando o produto interno de 2P com 1(x) e a ortogonalidade
entre as fungdes da base wavelet, tem-se parax € R, p =0,1,.., N — 1 que:

23
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“+oo

+o0 too
/k 2Pp(z)de = Z M,f/ Y(x)dxp(x — k) = 0. (2.3)

=—00 ke — o0 k=—o00
Esta € exatamente a propriedade dos N momentos nulos (em relacdo as fungdes
wavelets), dado que em relagdo as fungdes escala, os valores M%- ndo sdo nulos.

Intuitivamente esta propriedade significa que pode-se fazer uma economia con-
siderdvel na representacdo de uma funcdo f na base wavelet. Toda vez que a f for
uma funcio polinomial ou polinomial por partes com grau at¢é N — 1, serdo ne-
cessarios apenas metade dos coeficientes na sua expansdo na base wavelet com N
momentos. No caso particular da base de Haar, que possui apenas N = 1 mo-
mento, toda vez que a fun¢@o for constante ou constante por partes, essa economia
na representacdo ¢ obtida em todo o dominio, ou localmente, no caso de fungdes
constantes por partes. Mesmo no caso de uma fungéo ser constante apenas em uma
regido do seu dominio, os coeficientes wavelets da expansdo nesta regido serdo
nulos, havendo uma economia de representacdo apenas no local correspondente.

Na verdade, esse fato abre entdo uma nova linha de pensamento. Supondo
agora que a fungdo f ndo seja polinomial, mas seja, em algumas regides de seu
dominio, bem representada por polindmios ou préxima de um, isso implicaria que,
apesar de nao serem nulos, os coeficientes wavelets seriam pequenos. Bem, para
justificar tudo isso sdo necessdrias ferramentas mais técnicas. No entanto esse
fato, que diz respeito ao comportamento quantitativo dos coeficientes wavelets,
serd explorado através de exemplos na secio de experimentos numéricos e apenas
formulado sem demonstragdo logo a seguir.

2.1.1 Decaimento dos coeficientes wavelet

Teorema Seja N o niimero de momentos nulos da fun¢do wavelet 1); . e seja
fech (R), espago das fungdes reais continuas com derivadas continuas até grau
N. Entdo os coeficientes wavelets dados em 1.38 decaem em médulo ao longo dos
niveis de decomposicdo da TWD como segue:

1Dj ] < an2 9T/ max [fM)(g)], (2.4)
éelj’k

sendo oy uma constante independente de j, k ede f, D = 2N e I, = supp{t; 1}
[k/27,(k+ D —1)/27].

No caso da base de Haar, o suporte das fungdes wavelet I, = supp{1; 1} sdo
os intervalos I;, = [k/27, (k4 1)/27] de tamanho 1/27. O médulo dos coefici-
entes wavelet decai dependendo do nivel j e o maximo da derivada da f em cada
intervalo [; . Assim, quanto mais fino o nivel de resolugdo (j >> 1), menor o
moédulo do coeficiente wavelet. A Figura 2.1 ilustra este comportamento através
da decomposi¢do em 7 niveis de uma fungdo f definida por partes como sendo
constante, linear, linear novamente apenas com sinal oposto e quadratica.
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o} D,

Gy Dy

G, D,
C, D,
Cy Dy

Figura 2.1: TWD de Haar de f. Variacdo do médulo dos detalhes por nivel
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2.2 Operacoes de truncamento

A primeira operagdo de truncamento foi mencionada no capitulo anterior e diz
respeito a representagdo da fungio f € L?(R)( ou L?([0,1))) em algum espago
V através da projecdo ortogonal de f em V, (Py, f)(z). Neste processo o que de
fato ocorre € o truncamento da expansio da fungdo f para que sua representagio
seja feita em relagdo ao nivel J. Com isso, define-se o erro de aproximagdo pontual
nesta operacdo, para z arbitrariamente fixado, e supondo f € C por:

ej(z) = f(x) — (Py, f)(z), z € R, (2.5)

Assumindo a expansdo wavelet para f, do nivel mais grosseiro Jy até o mais
fino J, tem-se:

+00 +oo  +oo
> Crndir@) + D> > Djrthjr(w) (2.6)
k=—00 j=Jo k=—00

De forma andloga, tem-se (Py, f)(z), a projecdo de f em V

J—1 ++oo
(Pv, f) Z Cro®ai(@)+ D > Djpthjn(x) (2.7
k=—00 j=Jo k=—oc0

Assim, o erro para cada = € R nesta operacdo de projecdo é dado em termos
das wavelets nas escalas 7 > J:

+o0o  +oo

es(@)=f(@)— Py, /)@)=>_ Y Djjr(z (2.8)

j=J k=—o0

Na tentativa de se achar uma quota superior para este erro, define-se para cada
i = supp(¥jn) = [k/27,(k+ D — 1)/27]

_ 2 — ) 2.
Oy = max [Pz —k)| = max | [4(y)] (2.9)

Através do Teorema 2.1.1, estima-se que cada termo do somatdrio possa ser majo-
rado por:

|Dj b ()| < a2/ N2 fax |FM(©)2972Cy, =
el

9—JiN (N) )
an fax [ (9)ICy

Como os suportes das fungdes wavelets sdo os intervalos I j, para cada valor
de x escolhido, existem apenas D — 1 intervalos contendo este valor, e portanto o
somatdrio em k possui apenas D — 1 termos ndo nulos. Assim, definimos ,ué—v (x)
como sendo
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,ué-v(x): max |fN(€)], com [(x) = U L. (2.10)
IEGIJ'(:E) {l:xEIj?l}

Com isso, o somatério em k pode ser majorado por:

+o0
> Djrtik(a)] < anCyp2 N (D — 1)l (2). 2.11)

k=—o00

Finalmente o somatério em j também pode ser majorado, pois 0 mdximo da
derivada n-ésima da f é procurado em intervalos cada vez menores, conforme a es-
cala J cresce, gerando uma ndo crescente para esses valores de maximo, uy (x) >
u%l(a:) > u]f+2(:1:) > .... Com isso,

400 +oo +oo

les(@) <Y Y D k()| < anCy(D — 1)ph (x) Y 277N
j=J k=—00 Jj=J

N 2=V —JN

anCy(D = Dpy (2) =5 =C277".

Como conclusdo desse processo todo de majoragdes para cada x escolhido,
tem-se como principal resultado que o erro de truncamento gerado pela projecao
de f em V decaird de forma exponencial, dependendo da escala .J e do nimero de
momentos nulos NV da fungdo wavelet:

les(@)] = 0277Y). (2.12)

No caso da funcdo de Haar, N = 1, o decaimento do erro de truncamento depende
apenas da escala.

Além desse tipo de truncamento, uma outra operagdo pode ser definida a partir
dos coeficientes wavelets da expansdo da f, como sera visto a seguir.

2.2.1 Operadores de Truncamento

Os operadores de truncamento que serdo apresentados nesta secao foram in-
troduzidos e sistematizados por David Donoho e Iain Johnstone [10] na busca por
representacdes esparsas de sinais através de métodos envolvendo transformadas
wavelets. Aqui o grande insight explorado é o poder de transformar sinais extre-
mamente longos e cheios de variagdes (densos em quantidade de informagdo) em
vetores esparsos com relativamente poucos valores significativos e nao nulos, mas
que ainda representam corretamente o sinal original em muitos aspectos. Essas re-
presentagdes esparsas trazem vantagens imediatas para aplica¢des envolvendo re-
gularizacdo, compressao de dados e redugdo de ruido [21], como serd brevemente
explorado nas se¢des de experimentos e aplicacoes.
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Hard e Soft Thresholding

Assim, dada a fun¢do inicial f, que representa o sinal a ser filtrado ou com-
primido, obtém-se uma aproximagio fa partir da expansdo wavelet de f e de um
operador de truncamento thry(-) que reduz ou anula os coeficientes D; ;, menores
do que um certo escalar A, escolhido segundo algum critério. As duas propostas de
truncamento mais difundidas [10], denominadas de hard e soft thresholding, sdo
dadas, respectivamente, por:

0, se |Dj,k] <A

Dj,ka se |Dj7k| >N

0, se [Djx| <A
sign(Djx)(|1Djk| = A), se [Djxl >\~

thrfl (D) = {

thr§ (D; ) = {

sendo entdo a expansao resultante dada por:

R No—1 J—1 N;j—1
f(z) = > Crptaon(@) + > > thea(Djr)v;i(@). (2.13)
k=0 j=Jo k=0

A escolha entre hard ou soft e do limiar de corte A\ é feita muitas vezes caso
a caso, dependendo da aplicacdo. Contudo, os métodos de truncamento hard e
soft ndo sdo os Unicos possiveis. Varios métodos de truncamento de coeficientes
wavelets podem ser encontrados na literatura, como os discutidos no trabalho de
revisdo [21].

De qualquer forma, uma questdo relevante a ser analisada € o erro e ; cometido
nestas operagdes de thresholding para que se possa classificar a aproximacdo f
como satisfatéria ou ndo.

q—1
ey = f(z) —f(z) =Y djnbji(z), . (2.14)
1=0

sendo {d;;} todos os coeficientes wavelets que foram descartados pela operagdo
de truncamento, e ¢ = #{d;;} o nimero de elementos desse conjunto. As posi-
coes ¢ neste somatdrio sdo na verdade associadas as verdadeiras posicdes que os
coeficientes D;; originais assumiam na representacdo wavelet de f. Com isso,
através da ortogonalidade da base wavelet, tem-se

m—1
llesll} = [1£(@) — E@)|3 =< f(2) — F(2), f(z) — B(a) >= Y |djul>
=0
(2.15)

M-best approximation

Uma outra possibilidade de se produzir representagdes esparsas (ou, pelo me-
nos, com uma quantidade menor de coeficientes) a partir de sinais iniciais € atra-
vés da estratégia de escolha dos m-primeiros maiores coeficientes wavelet da sé-
rie wavelet original, descartando todos os demais. Esta estratégia ¢ denominada
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m-best aproximation [31]. Desta forma, a aproximacgdo obtida f possui expan-
sdo contendo os coeficientes escala do nivel mais grosseiro, Jy, € a contribui-
¢do dos m coeficientes wavelet com maior médulo, independentemente da escala,
j=4dJo,Jo+1,...J —1edaposicdo k referente a escala:

No—1 m—1
f(x) = > Cronbik(®@) + D Doijryoiis (@), (2.16)
k=0 j=0

sendo o (7, k) a permutacdo que faz a busca dos coeficientes D; ;, de maior médulo,
de tal forma que |Dg| > |D1| > |Da|... > |Dpp—1]-

AN N

(a) Fungdo original em Vj (b) m =14
}J’LLL\—\_,, }J’LLL\—\”

() m=12 (d m=10
N

() m=38 Hm=6

(@ m=4 (h) m =2

Figura 2.2: Aproximagdes para a funcido dependendo do niimero de coeficientes
mantidos pela estratégia m-best approximation. Fungdo original contida em Vj.

A Figura 2.2 mostra uma fungdo em V/}, definida por uma expansio na base
de Haar contendo inicialmente 16 amostras. Na sequéncia, sdo apresentadas as
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representacdes desta funcao obtidas pelo m-best approximation considerando m =
14,12, 10, ..., 2.

Novamente, para se estimar o erro cometido na estratégia de m-best approxi-
mation, em relagdo a f originalmente dada em V7, calcula-se

Nj—1
lemll = 11 () = E@)|[3 =< f(x) = £(2), f(z) - E(x) >= Z | Do),

2.17)

sendo considerados todos os demais N ; —m elementos cujos coeficientes D; j, sdo,
em mddulo, menores do que | D,,,—1|, definido pela escolha feita em 2.16. Assim,
o erro é estimado pelo tamanho dos coeficientes descartados apds a estratégia de
truncamento.

A seguir, alguns experimentos computacionais serdo propostos para se reforgar
alguns pontos interessantes e importantes abordados até o momento.

2.3 Experimentos Computacionais

Esta secdo estd organizada em testes que ilustram aspectos ja abordados nas se-
¢oes anteriores, como a relevancia da normalizacdo da transformada, e a aplicacdo
da transformada inversa para a construc¢do das fungdes wavelets e escala.

Teste 1

O Teste 1 avalia a implementacdo da TWD de Haar partindo de um vetor de
comprimento J = 4, andlogo ao exemplo inicial. A Tabela 2.1 ilustra os diferentes
resultados obtidos pela aplicagdo da TWD de Haar ndo-normalizada e da norma-
lizada sobre o vetor v = [8 4 5 4]T. O valor 2/, 0 < j < J, define o tamanho
dos vetores analisados, sendo 2 o tamanho do vetor de entrada. Valores em ponto
flutuante estdao arredondados na quarta casa decimal.

Tabela 2.1: TWD de Haar 1D ndo-normalizada e normalizada sobre vetor vq.

TWD ndo-normalizada TWD normalizada
J Cj D; | Cj D;
2 [8454] - [8454] -
1 [64.5] [20.5] [8.4853 6.3640] [2.8284 0.7071]
0 [5.25] [0.75] [10.5] [1.5]

A Figura 2.3 apresenta uma representagdo simplificada e apenas qualitativa da
decomposic¢io normalizada wavelet do vetor vi = [8 4 5 4] T.
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Figura 2.3: Gréfico da decomposi¢do wavelet, através da TWD normalizada, para
o vetor exemplo vy.

Teste 2

Para o Teste 2 consideram-se duas operacdes (métricas): (a) o calculo do pro-
duto interno de um vetor por ele mesmo < v,v >= >, (v;)?, também denomi-
nado em aplicacdes de andlise de sinais como sendo a energia ao quadrado (E?(v))
do sinal e (b) amédia u = 1/n 1" ; v; dos elementos de um vetor v de tamanho
n.

Nas Tabelas 2.2 e 2.3 sdo apresentados os valores dessas métricas aplicadas
para os coeficientes de escala (C}) e de detalhe (D;) de todos niveis de decompo-
sicdo do vetor vy do Teste 1. E ainda, sobre a representagdo multiresolugado de vy,
Cmg; = (Cj Dj Djyq --+ Dj_1), conforme Equagio 1.40 para cada nivel j.

Tabela 2.2: Energia ao quadrado dos coeficientes de detalhe e escala quando apli-
cadas as TWDs nido normalizada e normalizada sobre o vetor v1.

TWD nao normalizada TWD normalizada
j EXC;) EXD;) E*Cun,) | EXC;) EXD;) E*(Cug,)
2 121,0 - 121,0 121,0 - 121,0
1 56,25 4,25 60,50 112,5008  8,4998 121,0006
0 27,5625 0,5625 32,375 110,25 2,25 120,9998

Percebe-se, através da andlise das Tabelas 2.2 e 2.3, que a TWD normali-
zada preserva a energia total (a menos de erros computacionais de arredonda-
mento) independentemente do nivel de decomposicdo, enquanto que a TWD néo-
normalizada preserva sempre a mesma média para cada conjunto de coeficientes de
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Tabela 2.3: Média dos coeficientes de detalhe e escala quando aplicadas as TWDs
ndo normalizada e normalizada sobre o vetor vy.

TWD nao-normalizada TWD normalizada
i u(Cy) u(D;) wCur) | W(Cy)  u(D;)  1(Cur,)
2 525 - 5,25 5,25 - 5,25
1 5,25 1,25 3,25 74246 1,7677 4,5962
0 525 0,75 3,0 10,5 1,5 6,0

escala, também independentemente do nivel de decomposi¢do. Como consequén-
cia, os algoritmos de thresholding para aproximar fungdes poderiam ser parametri-
zados de acordo com os filtros utilizados (normalizados ou nao) na TWD.

Teste 3

Este teste € responsdvel pela avaliacdo da TWD Inversa. O vetor exemplo v
do Teste 1, mais uma vez foi tomado para realizar os testes. Os resultados da
TWD Inversa ndo normalizada foram exatos, enquanto o da normalizada sofreu
truncamento (problemas de arredondamento). O vetor reconstituido, v/, através
da aplicacdo da TWD Inversa normalizada é

v/ = [8.000000000002693 3.9999999999973053 5.00000000000032 3.99999999999968] .

Teste 4

O Teste 4 ilustra uma propriedade extremamente relevante da familia de Dau-
bechies, que € a relacdo biunivoca entre a funcio e seu filtro correspondente. A
funcdo de Haar € a dnica da familia de Daubechies que possui expressdo analitica,
todas as demais sdo obtidas apenas através de seus filtros. O procedimento para
obter os gréficos de qualquer funcdo desta familia é através da avaliacdo da TWD
Inversa a partir de um grosseiro nivel Jy. Como dados de entrada para a TWD
Inversa sdo considerados um par de vetores, um completamente nulo e outro com
valor igual a 1 apenas em uma posi¢do, sendo todas as demais nulas. Assim, para
serem reconstruidas as fungdes escala, assume-se C' 7, como sendo o vetor com um
tnico valor ndo nulo e o vetor de coeficientes wavelet D j, como sendo nulo. No
caso da construcdo dos valores das fungdes wavelets, o vetor C'j, € nulo e o vetor
D j, possui uma posi¢do ndo nula. A posi¢cdo do valor ndo nulo no vetor, faz com
que a fungdo seja gerada com deslocamento correspondente.

Desta forma sdo obtidas as fun¢des escala e wavelet de Haar: ¢(x — k) e
Y(x —k),comk = 0e 1. A Figura 2.4 mostra a fun¢io escala com deslocamento
k = 0, assumindo-se C = [1,0] e Dy = [0,0] e para k = 1 os dados iniciais sdo
Cy = [0,1] e Do = [0, 0]. Para a funcdo wavelet com deslocamento k& = 0 tem-se
Cy = [0,0] e D2 = [1,0] e finalmente para k = 1, Cy = [0,0] e Dy = [0, 1].
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Estas fungdes sdo construidas ap6s 12 niveis de reconstrucio através de aplicagdes
sucessivas da TWD Inversa ndo normalizada.

(©) d

Figura 2.4: Fungéo escala com deslocamento (a) K = 0 e (b) £ = 1. Fungdo
wavelet com deslocamento (¢) k =0e (d) k = 1.

2.4 Filtragem wavelet

Quando informagdes discretas sdo obtidas através de medi¢des ou manipula-
das por aplicativos computacionais e entdo armazenadas digitalmente, em alguma
etapa deste processo, estas podem ser corrompidas por diversas formas de inter-
feréncia, denominadas de ruidos. As técnicas de limiarizacdo dos coeficientes de
uma série wavelet t€m como objetivo a reducdo, ou mesmo eliminagdo, do ruido
presente em um sinal [21].

Estas técnicas estdo baseadas na manipulagdo dos coeficientes wavelet, que
podem ter seus valores diminuidos ou anulados, como foi visto na Se¢do 2.2, nos
varios niveis de fatoracdo gerados pela TWD Direta [2]. Apds esse processo, a
TWD Inversa € aplicada na expansido wavelet com coeficientes truncados [21]. O
sinal reconstruido serd uma aproximagdo do sinal sem ruido, sendo, portanto, o
resultado da filtragem.

Considera-se o vetor N j-dimensional f = (fo, fi,..., fn,-1),com Ny = 27
e J € Z*, sendo cada componente uma amostra do sinal sem ruido f em um
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instante ¢;, ou seja f; = f(t;). Considera-se ainda o vetor de ruido gaussiano
€ = (€0, €1,...,€N,—1), cujas componentes sdo varidveis aleatorias independentes
provenientes de uma distribui¢ao normal (Gaussiana) com média 0 e desvio padrao
02, ¢ ~ N(0,0%),parai = 0,1,..., Ny — 1. Desta forma, um sinal amostrado y
pode ser considerado como uma soma de uma componente limpa f e um ruido e,
y = f + €, ou seja, coordenada a coordenada assume-se:

(Yo, Y192, -, yn,—1) = (fo+ €0, fr + e, fo+e€2,. .., fn,—1 +€en,—1).

Na prdtica, a tnica informag@o conhecida é o vetor y, e o objetivo entdo €, a
partir de y, obter uma estimativa para a componente f.
Assim, pela linearidade da TWD :

TWD(y) = TWD(f + €) = TWD(f) + TWD(e).

Por ser ortogonal, a TWD ainda preserva a energia do sinal analisado. Portanto, no
caso deste sinal ser um ruido gaussiano, suas propriedades de média zero e varian-
cia constante o2 sdo preservadas apds a transformaciio. Em termos de coeficientes
wavelets, esta constatacdo pode ser expressa por: dj = wj + 02, sendo d;
os coeficientes wavelet de y, wj . os coeficientes wavelets de f e 2, ~ N(0,1)
varidveis aleatdrias provenientes de distribui¢do normal com média 0 e desvio pa-
drao 1. Ou seja, os coeficientes wavelets de uma amostra com ruido podem ser
escritos como os coeficientes wavelets sem ruido adicionados a ruido branco, dado
por z; 1, ~ N(0,1) [21].

Algoritmo para Filtragem

Dada a fung@o thry(-), o procedimento para filtragem do sinal y e obtengéo
da aproximacdo para o sinal filtrado f, por meio do truncamento dos coeficientes
wavelets, segue as seguintes etapas:

1. Aplicacdo da TWD direta no sinal original em J niveis:
TWDJ(y) = d = (CJO DJO DJ0_1 DJ_l);

2. Truncamento dos coeficientes wavelets da decomposi¢do d :
thry(d) =d = (CJO Dy, Dj,—1 .. Djy_1);

3. Aplicacdo da TWD Inversa na série com coeficientes wavelets truncados:
TWDI;(d) = f.

No final do procedimento de filtragem € obtida uma estimativa f do sinal sem
ruido f. A Figura 2.5 mostra uma representacio desse procedimento. E conside-
rado como entrada o sinal ruidoso y, composto por uma curva sem ruido f ¢ um
ruido aleatdrio, €, com média 0 e desvio padrdo 1, € ~ N(0,1), apresentado na
Figura 2.5(a). O resultado final, obtido com 2 niveis de decomposicdo wavelet de
Haar e hard thresholding com A = 5, esta dado na Figura 2.5(b).
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715 L 1 1
0
(b)

Figura 2.5: Sinal ruidoso y = f + €, com f = 10seno(z),z € [0,27], e € ~
N(0,1) em (a) e sua versdo filtrada a partir da decomposicdo wavelet em dois
niveis, utilizando hard thresholding com A = 5 em (b).

2.5 Analise de Sinais EEG

Esta secdo tem como objetivo principal ilustrar os topicos apresentados e discu-
tidos até o momento através da apresentacdo de uma aplicagdo pratica e associada
a um problema real relevante: a andlise de sinais cerebrais. A discussao feita aqui
é apenas uma pequena parte da Dissertacdo de Mestrado [27], cujo objetivo € a
classificagdo de estdgios de sono a partir de sinais de eletroencefalograma (EEG)
provenientes de uma tnica derivacdo de eletrodos, comumente denominados ca-
nais de aquisi¢do. Estes canais sdo as especificacdes de onde os eletrodos foram
posicionados no escalpo no momento da captacao do sinal.

O reconhecimento e andlise dos diferentes padrdes cerebrais associados aos
estagios de sono € extremamente importante no auxilio a deteccdo e ao tratamento
de doencas e distirbios do sono. Estes, além de afetar o desempenho das mais
diferentes tarefas, sdo indicados como causas primeiras de varios acidentes, como
por exemplo os de trinsito.

Cada vez que um problema pratico € abordado, termos técnicos especificos
precisam ser definidos e apresentados, assim como conceitos especificos referentes
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a fisica associada na descricdo e modelagem do problema. Assim, é inevitavel
que alguns termos sejam utilizados aqui, no entanto estes serdo em quantidade
reduzida, apenas para que o leitor possa se familiarizar com a terminologia minima
indispensavel.

Os sinais de EEG considerados em [27, 29] foram extraidos de uma base de da-
dos publica, PhysioBank [13], disponibilizada pelo MIT (Massachusetts Institut of
Technology). Esses sinais sdo armazenados em formato especifico e foram conver-
tidos para que pudessem ser tratados como vetores de dados. Estes vetores podem
ser enormes, pois em muitos casos um sinal de EEG ¢é captado durante toda uma
noite ou por muitas horas, dependendo do evento (ou anomalia) a ser monitorado.
Outro fator importante que contribui para o aumento do volume de dados € a taxa
de amostragem (frequéncia de amostragem) com que o sinal é captado, fazendo
com que para cada segundo sejam captadas 100 amostras (100Hz).

Uma convengdo entre os especialistas desta drea € a particdo desses sinais em
pequenas partes, chamadas de épocas, para que possam ser analisadas e classifica-
das. Para simplifica¢io do problema, consideram-se aqui épocas com 27 amostras.
O caso padrao com épocas de 3000 amostras € estudado em [27, 29]. Uma propri-
edade importante da TWD, e que é fundamental neste problema de classificacdo
de estdgios de sono, € o fato de cada escala (ou nivel de resolucdo) da TWD estar
associada a faixas de frequéncias. Essa associacdo é de interesse para o estudo em
voga, uma vez que ha ritmos cerebrais com frequéncias bem definidas. Uma vez
que, pelo teorema de Nyquist [15], s6 se pode representar frequéncias até a metade
da frequéncia de amostragem, pode-se desmembrar, via decomposi¢do wavelet,
faixas de frequéncias entre 0 e S0Hz, para dados amostrados a 100Hz. Na Figura
2.6 sdo apresentadas as faixas de frequéncias que correspondem a cada um dos 5
niveis da TWD, assim como os ritmos cerebrais que sio perceptiveis nestas faixas.

Nota-se, através da Figura 2.6, que cinco niveis de decomposicdo sdo neces-
sérios para que se possa representar as informacdes de uma época nas faixas de
frequéncia préximas as dos ritmos baixo-gama, beta, alfa, teta e delta. Ao deter-
minar quais informagdes estdo associadas a quais faixas de frequéncia, é possivel
com o auxilio métodos estatisticos (e ferramentas computacionais) classificar pa-
drdes de sono. A Figura 2.7 ilustra o processo de decomposicdo de uma época
seguindo o mesmo esquema da Figura 2.6. A partir da decomposicao gerada pela
TWD aplicada a cada uma das épocas podem ser extraidas novas informagdes asso-
ciadas ao sinal cerebral analisado. Em [27] um esquema completo de classificacdo
de diferentes estdgios de sono € apresentado e validado computacionalmente, uti-
lizando abordagem semelhante a descrita aqui, porém com a transformada wavelet
de Daubechies, nao com um momento nulo, mas sim com dois.
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Baixo-gama 25 — 50Hz
Beta 12,5 - 25Hz
Alfa 6,25 - 12,5Hz

0-3,125Hz 3,125 -6,25Hz Teta
0-—1,5625Hz 1,5625 — 3,125Hz Delta

Figura 2.6: Decomposicdo wavelet em cinco niveis, faixas de frequéncia em cada
nivel e ritmos cerebrais associados. Este esquema de decomposi¢do wavelet con-
sidera o sinal de entrada C; com frequéncia de amostragem de 100Hz.
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Figura 2.7: Decomposi¢do wavelet em cinco niveis de uma época de EEG com
2048 (J = 11) amostras.



Capitulo 3

TWD 2D de Haar

O objetivo principal deste capitulo é apresentar a TWD 2D de forma mais
simplificada possivel e explorar diretamente seu grande potencial para andlise e
compressdo de dados bidimensionais (que podem ser imagens [1], séries tempo-
rais [32], solugdes de equagdes diferenciais [11], amostras de sensores de segu-
ranca de redes de computadores [19], entre outros). Através de seus algoritmos
decimados, considerados como consequéncia imediata da formulacdo em Cascata
para os algoritmos rapidos da TWD 1D, serdo explorados alguns aspectos gerais
para todas as fungdes wavelets de Daubechies. Novamente, muitas das proprieda-
des e os exemplos serdo apresentados apenas para a TWD de Haar 2D.

Este capitulo serd apresentado de acordo com [31], cujo enfoque é mais em
relacdo aos algoritmos do que em relacdo a estrutura de andlise multiresolucio
associada a base de fungdes de V' = L?(R?). Esta é construida e abordada em
detalhes em [24], utilizando tépicos de Teoria da Medida como ferramenta para
demonstragdes e desenvolvimento da teoria, sendo portanto fora do escopo deste
texto introdutério.

3.1 Base para L*(R?)

As funcdes escala ¢(z,y) e wavelets 1'(x,y) no caso 2D sdo fungdes a duas
varidveis reais, cujas translagdes e dilatagdes sdo, de forma andloga ao caso orto-
normal 1D, denotadas por:

Gii(T,y) = 212p(x — k, 20y — 1), 3.1)
w;',k,l(xa y) = 2]/2¢(23$ - k? 2]y - l)a 1 € {H7 ‘/7 D} (32)

Diferentemente da base de L?(R), agora tem-se trés fungdes wavelets distin-
tas e uma tnica fungio escala para compor a base de V' = L?(R?). Como toda
base de um espaco vetorial, a ordem com que os elementos da base sdo conside-
rados implica na obtengdo de uma nova base para o espaco. Este fato poderd ser
experimentado diretamente nas formulagdes algoritmicas para a TWD 2D de Haar.

39
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Assume-se como hipétese fundamental, como proposto em [9, 7], que as fun-
coes escala e wavelets sdo separdveis e suas defini¢cOes sdo dadas por:

o(z,y) = ¢(x)d(y) (3.3)
P (x,y) = (x)d(y) (3.4)
WV (2, y) = ¢(x)(y) (3.5
WP (2,y) = P(x)(y) (3.6)

As ilustragdes dessas quatro fungdes sdo dadas na Figura 3.1.

© (d)

Figura 3.1: Bases de Haar 2D: ¢(z,y) em (a); ¥ (z,y) em (b); ¥V (z,y) em (c) e
¥ (w,y) em (d).

Novamente, a fungdo escala ¢(z,y) tem como principal tarefa representar as
informacdes médias da func¢do bidimensional (como uma imagem). As fungdes
wavelets horizontal 1! (z,y), vertical ¢ (x, y) e diagonal 1/” (x, y) recebem esta
nomenclatura com o objetivo de evidenciar a maneira com que os detalhes (as
diferencas de informacgdo em relacdo a média) sdo calculados, considerando as
possiveis dire¢des de variacdo nos dados bidimensionais.
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Nesta secdo omite-se a expansdo de uma fungio qualquer f € V' com respeito
a base wavelet bidimensional. Passa-se portanto a apresenta¢do das formulagdes
algoritmicas mais consideradas para a TWD 2D de Haar baseada em algoritmos de
Cascata, portanto, envolvendo formulacdes decimadas para esta transformacao.

Considera-se como dado de entrada, independentemente do algoritmo selecio-
nado, uma imagem monocromética Z, armazenada em uma matriz M, «,, com m
e n valores dados em poténcia de 2. Cada elemento m; ; da matriz M € um valor
inteiro entre 0 e 255 que indica o nivel de cinza correspondente ao pixel perten-
cente a imagem de entrada na posicdo (4, 7). Como consequéncia da escolha de
funcdes separdveis para formar a base de representacdao de dados bidimensionais,
tem-se a possibilidade de tratar a TWD 2D como sendo uma sucessao de transfor-
madas unidimensionais aplicadas aos vetores linha ou vetores coluna da matriz de
entrada M, .. A seguir, apresentam-se 0s casos mais tradicionais para o contexto
da TWD 2D de Haar.

3.1.1 Algoritmo standard da TWD 2D

A primeira possibilidade de algoritmo para a TWD 2D de Haar, denominado
decomposi¢do standard [31], é aplicar a TWD 1D da Haar a todas as linhas da
matriz My, x,. Com isso, no final deste processo, os dados da matriz devem es-
tar transformados e armazenados nas mesmas linhas, apenas com a organizacio
de que a primeira metade dos elementos da linha seja para os dados médios (co-
eficientes de escala) e a segunda metade para os dados de detalhe (coeficientes
wavelets), sendo denotada a nova matriz por M), O préximo nivel da transfor-
mada € entdo aplicada a TWD 1D de Haar, novamente linha por linha, mas agora
apenas na primeira metade dos elementos de cada linha de M ™, ou seja, apenas os
coeficientes escala no nivel anterior serdo novamente decompostos, gerando entio
a nova matriz M (?), cujos dados agora estdo organizados em trés blocos distintos
[C2D?D'], sendo cada um deles com o mesmo ndmero de linhas m. C? e D?
com n,/4 colunas e D' com n/2 colunas. Este processo segue entdo por j niveis,
até que sejam obtidas apenas uma coluna em cada bloco C7 e D7.

Com isso, metade do processo de decomposi¢do em j niveis estard concluido.
Metade, pois o processo foi aplicado em relagdo as linhas de M. Para se obter a
transformada completa, agora as colunas da matriz M), obtida como o final do
processo de decomposicdo por linhas, serdo decompostas em j niveis pela aplica-
¢do da TWD 1D de Haar. A maneira como os dados bidimensionais sdo decom-
postos via algoritmo standard é exemplificada na Figura 3.2 e algoritmicamente
apresentada em Algoritmo 3.
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/I |

TWD 1D aplicada sobre as linhas

-
|

TWD 1D aplicada
sobre as colunas

Figura 3.2: Exemplo de aplicagdo do algoritmo standard da TWD 2D.

Algoritmo 3 TWD de Haar 2D Standard

1: Paral < 0atém — 1 faca > Linhas /
2 Ml;O,l...,nfl — TWDlog(n) (Ml;O,l...,nfl) >TWDem j = log(n) niveis
3: Fim Para
4: Parac <+ O atén — 1 faca > Colunas ¢
5 Mo .. m—1;c < TWDiog(m) (Mo 1. m—1;c) > TWD em j = log(m) niveis
6: Fim Para

3.1.2 Algoritmo nao-standard da TWD 2D

A segunda alternativa para a execu¢do da TWD 2D de Haar, novamente con-
siderando sucessivas aplicagdes da TWD 1D, é denominada decomposi¢cdo nio-
standard [31]. Desta vez, as decomposi¢des por linhas e por colunas serdo inter-
caladas a cada nivel, gerando uma diferente organizagao dos dados intermedidrios.
A forma com que esses dados sdo gerados € ilustrada na Figura 3.3 e apresentada
no Algoritmo 4.
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TWD 1D aplicada
sobre as linhas
TWD 1D aplicada
sobre as colunas
Figura 3.3: Exemplo de aplicagdo do algoritmo ndo-standard da TWD 2D.
Algoritmo 4 TWD de Haar 2D Nao-standard
I h<m > Por simplicidade m = n
2: Enquanto h > 1 faca
3: Paral < O até h — 1 faca > Linhas [
4: Ml;O,l...,h—l — TWDl(Ml;071._.7h_1) > TWD em j = 1 nivel
5: Fim Para
6: Para c < 0 até h — 1 faca > Colunas ¢
7 Moylm,hfl;c — TWDI(MO,I...,hfl;c) > TWD em j = 1 nivel
8: Fim Para
9: h <+ h/2

10: Fim Enquanto

Os algoritmos apresentados para a TWD 1D e para a TWD 2D, ambos para a
wavelet de Haar, possuem uma simplificacdo em relacio aos seus andlogos, quando
a base de funcdes é formada por wavelets com mais de N = 1 momento nulo e
portanto com filtros de tamanho D = 2N maior do que dois. Essa simplificacio
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diz respeito a como os dados s#o tratados nas vizinhangas dos pontos da fronteira.
Para as TWD’s 1D e 2D de Haar nenhum valor precisa ser extrapolado para que se
possa obter a transformacgao nos pontos da fronteira. No caso das demais fungdes
de Daubechies, sdo necessdrios D — 2 valores extrapolados a direita para a TWD
direta e outros D — 2 valores extrapolados a esquerda para se calcular a TWD
inversa. Outro ponto importante a ser destacado é que a TWD 2D de Haar inversa,
considerando tanto o algoritmo standard quanto o ndo-standard, pode ser obtida
seguindo os passos de cada algoritmo na ordem reversa.

3.2 Aplicacdo em analise de imagens

A seguir sdo apresentados dois exemplos de problemas referentes a andlise de
imagens: filtragem e compressdo. Essa drea, na verdade, engloba outros métodos
numéricos e estatisticos para as mais variadas aplica¢des, como reconhecimento e
classificacao de padrdes, determinacgdo de textura, identificacdo de faces, etc.

3.2.1 Filtragem de imagens

A aplicacdo em foco agora € a filtragem (ou remocdo de ruido) de imagens.
Assim como explorado na Se¢do 2.4 com sinais 1D, o processo de filtragem pode
ser realizado através de trés etapas, : (a) decomposi¢do wavelet da imagem em j
niveis, Se¢des 3.1.1 e 3.1.2; (b) operacdo de thresholding aplicada aos coeficien-
tes wavelet da decomposicao em cada nivel, Se¢do 2.4; (c) inversdo da expansao
truncada da imagem, seguindo a heuristica proposta no final da secio anterior.

O imagem escolhida para ilustrar o procedimento de filtragem é um cldssico e
vem sendo amplamente utilizada como problema teste para as mais diferentes téc-
nicas de andlise de imagens através de wavelets. A Figura 3.4(a) mostra a imagem
Lena original de 512 x 512 (vista como uma funcéo f). A Figura 3.4(b) ilustra
um ruido Gaussiano 2D (¢). Como na Secdo 2.4, soma-se f e € e obtém-se y, uma
representacdo da imagem Lena com ruido, que é apresentada na Figura 3.4(c). A
Figura 3.4(d) apresenta o resultado de uma das vérias possibilidades de filtragem
da imagem da Figura 3.4(c). Aqui optou-se por utilizar a estratégia de hard th-
reshold com limiar de corte A = 20 apds a decomposi¢do em quatro niveis pelo
Algoritmo 4. A partir dos dados truncados aplica-se a TWD 2D de Haar inversa
para se obter uma aproximacao para a imagem Lena sem ruido.

Naturalmente, uma questdo relevante, e que é um topico atual de pesquisa, é
o critério de escolha do pardmetro de corte A\. Aqui este valor foi escolhido por
representar menos do que 10% do valor mdximo que um coeficiente wavelet pode-
ria assumir. Para avaliagcdo do resultado da filtragem (e da escolha dos pardmetros)
utiliza-se o peak signal-to-noise ratio (PSNR) [17], uma estimativa para a taxa de
ruido entre dois sinais, o original I,,,x,, € 0 outro processado I, .:

256%(m x n)
Z}zo Zgzo(fl,c - Il/,c)2 '

PSNR = 1010g10 (
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Quanto maiores os valores de PSNR, mais proximos sdo os sinais (imagens),
isto é, a imagem reconstruida com relagd@o a sua versdo original. Note, portanto, na
Figura 3.4, que através da filtragem wavelet consegue-se reduzir a quantidade de
ruido que, neste experimento, foi propositalmente introduzido.

(a) Imagem original (b) Ruido Gaussiano ~ N (0, 10)

(c) Versao ruidosa (PSNR=28,127dB) (d) Versao filtrada (PSNR=30,262dB)

Figura 3.4: Imagem original em (a), ruido Gaussiano aditivo (somado ao valor 128
para melhor visualizagdo) em (b), versdo ruidosa em (c) e versdo filtrada em (d).

3.2.2 Compressao de imagens

Outra aplicacdo potencial € a de compressdo de imagens. Aqui, o objetivo é
reduzir a quantidade de dados necessarios para armazenamento ou transmissdo de
sinais (imagens) a0 mesmo tempo que se preserva sua qualidade ao maximo (ou
em um nivel aceitavel dependendo da aplicag¢do). O procedimento de compressao
é similar a filtragem, sendo uma operagdo de thresholding, cujo objetivo € retirar
coeficientes de detalhe que contribuem pouco (s@o proximos de zero) para a re-
presentacdo da imagem e, portanto, poderiam ser descartados sem causar danos
"graves"ao resultado. Essa retirada de coeficientes de detalhe permite entdo a com-
pressdo de dados. Aqui € utilizada compression ratio (CR) [14] que mede a relacio
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de compressao dos dados, isto € a porcentagem de coeficientes retirados sobre o
total de coeficientes de escala e detalhe (m x n). A Figura 3.5 apresenta algumas
versdes comprimidas da imagem Lena, considerando hard thresholding associado
a decomposicdo wavelet ndo-standard.

(a) Imagem original

(c) CR =97,05% e PSNR=29,280dB (d) CR =76,54% ¢ PSNR=29,961dB

Figura 3.5: Imagem original em (a) e suas versdes comprimidas utilizando (b)
decomposi¢@o em cinco niveis e A = 200, (c) decomposi¢do completae A = 50 e
(d) decomposi¢do em tré€s niveis e A = 150.

Novamente, para que se possa atingir o melhor resultado de compressao, nao
ha uma configurac¢do padrdo dos pardmetros, ou seja, valores previamente fixados
e universais para A e j. Pelo contrdrio, estudos sobre as propriedades do ruido
e da imagem devem ser realizados para se definir da melhor forma possivel tais
parametros, dependendo de cada aplicacdo. Com isso, abre-se toda uma nova linha
de pesquisa e desenvolvimento de métodos adaptativos, nos quais a determinacio
destes parametros depende dos dados de entrada em si, podendo ser ainda ajustados
automaticamente ao longo das etapas dos procedimentos numéricos envolvidos.



Capitulo 4

Transformada wavelet Packet de
Haar

As wavelet Packets, propostas por Coifman, Meyer and Wickerhauser [8], po-
dem ser interpretadas como uma generalizacdo das funcdes ortonormais de su-
porte compacto da familia de Daubechies. De forma simplificada, uma wavelet
Packet ¢ € L?(R) pode ser descrita como sendo uma forma de onda modulada
de quadrado integrivel com média zero, bem localizada tanto em posicdo quanto
em frequéncia, possuindo agora trés parametros livres (varidveis independentes):
frequéncia, escala e posicdo. Assim como as wavelets de Daubechies, as Packets
com suas translacdes, dilatacdes e modulacdes (variagdes na frequéncia) também
formam uma base ortonormal para L?(R). Na verdade, quando tomadas ao limite,
elas formam uma infinidade de bases ortonormais para L?(R). Quando aproxima-
das por vetores do R, entdo existe um conjunto de nlog(n) desses vetores que as
representam. Assim, uma fungdo f € L?(R) pode ser expressa nestas bases de
wavelet Packets, e os coeficientes na expansao sdo as proje¢des da f na dire¢oes
dos elementos da base. Quando f € V), a base wavelet Packet terd entdo nlog(n),
com n = 27, elementos. Neste caso, o algoritmo rdpido para a transformada wa-
velet Packet serd a maneira eficiente de se calcular os coeficientes de f nesta base.
Neste capitulo, o enfoque a ser dado novamente é em relacdo ao algoritmo asso-
ciado a esta transformacdo. E os aspectos funcionais e tedricos pertinentes podem
ser encontrados em textos mais especificos, como [8].

4.1 Formulacao

Na Secdo 2.5, a relacdo entre escalas da TWD 1D e faixas de frequéncia foi
explorada na aplicagdo referente a reconhecimento de padrdes de sono e ilustrada
através da Figura 2.6. Na verdade, existe uma infinidade de outras aplicacdes que
necessitam de localizacao tanto em relag@o ao tempo, quanto em relagdo a frequén-
cia. Esta € uma tarefa dificil de ser atingida, especialmente porque até metade do
século passado a melhor ferramenta que se conhecia eram as transformadas de Fou-
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rier janeladas para se obter o melhor compromisso entre tempo e frequéncia. Com
o surgimento das wavelets foram criadas vdrias alternativas para se tentar mais de-
finicdo em ambos os pardmetros ao mesmo tempo. As wavelet Packets t€m este
objetivo.

A Transformada wavelet Packet (TWP), em termos de algoritmo, pode ser vista
como uma extensdo natural da TWD 1D, uma vez que, a principio, nido haveria ne-
nhuma restricdo em se decompor em vdrios niveis as componentes relativas aos
coeficientes wavelet. Assim, a faixa de frequéncia associada ao primeiro bloco de
detalhes, D j_1, da TWD 1D também poderia ser fracionada, permitindo esta me-
lhor localizacdo escala/frequéncia desejada. E é exatamente isso que a TWP faz.
Ela ndo faz distingdo entre os blocos C7 e D/ da TWD 1D, ambos sdo decompostos
da mesma forma. Isso faz com que a cada nivel de decomposicdo, faixas cada vez
menores de frequéncia estejam associadas aos blocos obtidos no nivel correspon-
dente. No final, quando cada bloco possuir apenas um elemento cada, a associa¢io
entre frequéncia e escala serd a melhor possivel.

Quanto a implementacdo da TWP, cujo algoritmo serd omitido, uma das difi-
culdades estd no armazenamento das informagdes obtidas a cada nivel da trans-
formada, pois o niimero de blocos cresce exponencialmente. A Figura 4.2 ilustra
a estrutura de arvore gerada neste processo para o caso de quatro niveis de de-
composicdo. Para se evitar o alocag@o extra de memoria, a cada nivel (iteragdo
do algoritmo), os coeficientes calculados devem substituir os coeficientes antigos,
utilizando assim o mesmo espagco de memoria. Além disso, uma heuristica efici-
ente de busca de dados dentro da drvore € essencial. Algoritmos eficientes usam
estruturas de dados especificas para alcangar estes objetivos. O cédigo em Python
desenvolvido para a andlise de sinais EEG, apresentada no final deste capitulo,
aplica no¢des complexas sobre pilha, tépico da disciplina Estrutura de Dados.

(0,0)

Figura 4.1: Arvore de decomposi¢do para a TWP em quatro niveis.

O interessante na TWP € que agora tem-se a liberdade de se percorrer a arvore
de decomposicdo, Figura 4.2, ndo s6 da maneira usual, visitando-se todos os blocos
(ou folhas da arvore), mas realizando "passeios" conforme as faixas de frequéncia
que se quer ou necessita enfatizar ou seguindo algum outro critério de selecio de
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blocos. Assim nasce a TWP podada, e algoritmos de busca da melhor poda possivel
para a drvore analisada, conhecidos com o best-basis algorithm.

4.1.1 Algoritmo Best-Basis e Funcao de Custo

Apenas para ilustrar a flexibilidade da TWP com relag@o as diferentes esco-
lhas possiveis de blocos para se representar informagdes (sinais, imagens, dados
em geral), apresenta-se de forma intuitiva, o exemplo proposto no site de Bear
Products International, http://www.bearcave.com/bear_contents.shtml, especiali-
zada em projetos de software de larga escala. Apds obtida a arvore com os blocos
definidos pela TWP, o algoritmo best-basis tem como principal objetivo, selecio-
nar blocos da drvore que produzam a representacao mais desejivel referente a uma
funcdo custo em particular. Esta fungio custo deve ser modelada de acordo com a
aplicacdo. Por exemplo, se a aplicagdo for compressdo dos dados, a funcdo custo
poderia ser o nimero de bits necessarios para representar os resultados dos blocos.
Em geral, uma fungéo custo X produz valores reais e ¢ definida de forma aditiva
em relacdo a concatenagdo de vetores. A concatenagdo de dois vetores a e b, am-
bos de comprimento finito, é definida pela criagdo de um novo vetor, denotado
por [a b], formado pelos elementos de a seguidos pelos elementos de b. Assim,
K([a b]) = K(a) + K(b). Além disso, I(0) = 0, sendo 0 o vetor nulo.

Um exemplo interessante € a funcdo de custo de truncamento /Cr, que conta
o nimero de elementos de cada bloco da TWP, cujos valores sao maiores do que
um certo valor de threshold ). Escolhendo-se A = 1 e a TWP de Haar de um
vetor inicial, dada na Figura 4.2, apresentam-se os valores da funcdo de custo de
truncamento Cr para cada bloco da arvore correspondente na Figura 4.3.

|32 10 203837283834 [1a]2a]1s] 0 [238]24]028]34]
|

| |
|21 ] 29 [325]36 |21 |1a5]oss[81 | |11 | -0 [45] 2 | 3 |4as5]-05] 3]

|
-3.75[1.25 |

|
-4 |-17s]375] 378 | 73] | 10 [1.25

|
| 25 [sa2s|1725]0725]

212]05
5.0 412375 [a2[12]
| — | | |
l2593] : Fag) | [13] ||os]| [oos] | [218]
EXTIR R a3 [24] (23] |ras | 34 |

Figura 4.2: Exemplo de arvore, gerada pela TWP de Haar ndo-normalizada com 4
niveis de decomposi¢do
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Figura 4.3: Arvore gerada pela TWP de Haar mostrando os resultados da funcio
de custo de truncamento, C7 , por bloco.

Uma vez calculados os custos de cada bloco da TWP (de Haar neste exemplo),
o algoritmo best-basis ird procurar quais os melhores blocos dentro da 4rvore ge-
rada pela TWP a serem considerados para representar os dados originais da melhor
forma possivel, em relacdo a funcio custo em questdo. isso implica, que apds esta
busca, uma representagdo com uma quantidade menor de blocos serd obtida. Esta
busca é executada via estratégia bottom-up, ou seja, de baixo para cima, de forma
recursiva, através das seguintes regras:

e uma folha € bloco da TWP que néo possui filhos, ou seja, ndo possui mais
blocos associados em niveis ainda menores. Quando visitada, uma folha
retorna sempre seu valor da funcdo de custo. (Neste exemplo, a Kr);

e conforme a busca recursiva avanga na direcdo do bloco principal associado
ao vetor inicial, a raiz da arvore, o valor da fungdo custo de um bloco , v; €
comparado com o custo de seus filhos vz, calculado pela propriedade aditiva
em relacdo a concatenagdo. Assim:

- Se (v1 < v2), entdo o bloco é marcado como sendo parte do conjunto
de blocos que irdo formar a melhor base de representacio;

- Se (v1 > wv9), entdo o valor da fung@o de custo associado ao bloco é
substituido por ve

Os blocos, ou nés, sombreados na Figura 4.4 realcam aqueles que foram sele-
cionados pela heuristica de busca do algoritmo best-basis, dependendo dos custos
da fungdo 7 para os dados apresentados na Figura 4.2. O conjunto de saida do al-
goritmo best-basis, também denominado best-basis set (BBS), para este exemplo é
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dado por: BBS= {29.6,22.2, -4.8,0.16, —2.6,0.0, —1.23,3.75, 1.0, 3.25, 0.75,
—1.75,5.6,—1.25,0.93, 3.43}. Em alguns casos, o algoritmo pode selecionar to-
dos os blocos e neste caso o best-basis set € igual a representacdo multiresolugao
completa dos dados iniciais obtida pela TWD.

Figura 4.4: Blocos selecionados pelo algoritmo best-basis, baseada na fungdo de
custo de truncamento, Cr.

Na proxima secdo serd apresentada uma aplicacdo em anélise de sinais EEG,
para a qual a TWP de Haar foi considerada como parte de um algoritmo de andlise,
ou seja, os dados da TWP servirdo ainda como dados iniciais de outros métodos
estatisticos e computacionais.

4.2 Aplicacao em Analise de Sinais

Nesta aplicagdo em andlise de sinais EEG, a TWP de Haar podada desempenha
um papel importante na selecio de faixas de frequéncia relevantes para o problema
de reconhecimento e detencdo de padrdes associados a sonoléncia. Esta é uma li-
nha de pesquisa extremamente atual [28], especialmente porque até o momento,
apesar de todos os avangos, sonoléncia € ainda um evento ndo completamente en-
tendido e desvendado, nem do ponto de vista neuroldgico, nem em relagdo a sua
modelagem fisica. Com isso métodos de andlise de sinais e detencdo de padrdes
acabam contribuindo para o desenvolvimento desta linha de pesquisa.

Inicialmente € aplicada a TWP de Haar ao sinal EEG de entrada, amostrado
a 100Hz, também extraido da base de dados Physiobank do MIT. Como segundo
passo, sdo identificados os blocos da TWP que estdo associados as frequéncias
conhecidas como sendo associadas a sonoléncia. Na Figura 4.5, s@o apresentados
os blocos selecionados. Aqui, este critério de selecao dispensa a utilizacdo de
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funcgdes de custo, uma vez que tanto as frequéncias de interesse quanto as faixas de
frequéncia dos blocos sdo conhecidas a priori.

Figura 4.5: Coeficientes da TWP de Haar podada associados a ritmos cere-
brais [28]: Baixo-7 associado aos blocos (C3 3, C35, Cs 39 € C777). B associ-
ado a (U333, Cy5, Cu8, Cs9, Cs 18, Cs,17, Cg 67, Cs,152 € Cg 306). ¢ associado a
(0473, 04711, 07721, 07732, 08,41 € 097132). E o ritmo ¢ associado a (0571, Cﬁ,l’ 06,4
e Cg3). O sinal de entrada é um EEG, representado por Cp o, com 512 pontos,
amostrado a 100Hz.

A andlise visual dos coeficientes wavelets associados aos ritmos J e baixo-vy
permite que sejam identificados dois comportamentos completamente diferentes,
como ¢ evidenciado na Figura 4.6. Uma observagdo importante é que esta dife-
renciacdo entre estes ritmos ndo é observada através do sinal original. Assim, a
partir dessa andlise e de conhecimentos especificos sobre os ritmos cerebrais «, [,
baixo-y e 0 sdo propostos dois indices calculados a partir desses coeficientes dos
blocos selecionados da TWP de Haar, dados por:

fndice (i) = % 4.1)
(]
¢ (V4 6)
Indice (i1) = G +a) 4.2)

Estes indices fazem parte do procedimento de reconhecimento de padrdes de
sonoléncia, proposto em [28]. Através de testes estatisticos € possivel evidenciar a
significancia das quantidades definidas em 4.1 e 4.2 na distin¢do de eventos asso-
ciados a sonoléncia.

Aqui, a contribuicdo da TWP de Haar é de permitir a extragdo de informacdes
muito relevantes de um sinal inicial, inicialmente imperceptiveis, de tal modo que
estas ainda podem ser reduzidas a ponto de sintetizarem caracteristicas associadas
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Figura 4.6: Poténcias relativas dos coeficientes wavelet packet referentes aos rit-
mos baixo-gama e delta [28]. Experimento realizado com o EEG do canal Pz-Oz
do paciente SC4181 do banco de dados Sleep-EDF [Expanded]. Parte hachurada
indica quando o sujeito foi classificado como sonolento pelas anotagdes do banco
de dados Physionet.

a eventos especificos. Este exemplo ilustra ainda o potencial das TWD e TWP em
aplicacdes que necessitam de reducdo de dimensionalidade, uma vez que os dados
brutos, por serem de dimensdo muito grande, ndo permitem a distin¢cdo imediata
de padrdes.

Muitos aspectos tedricos sobre as wavelets foram omitidos neste texto, mas
através dos exemplos apresentados, dos algoritmos e das referéncias complemen-
tares fornecidas, acredita-se ter oferecido um passeio geral pelos topicos mais ex-
plorados na literatura especializada nas dltimas décadas.
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