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Prefacio

Estas notas foram escritas para servir de apoio a um minicurso de mesmo titulo,
oferecido no IV Coldéquio de Matematica da Regido Sul, realizado de 02 a 06 de
maio de 2016, na Universidade Federal de Rio Grande, em Rio Grande, RS. Como
anunciado na divulgacdo do mesmo, o estudo dos anéis semissimples tem se mos-
trado bastante adequado para introduzirmos os estudantes no mundo dos anéis nio
comutativos. O objetivo deste texto, conforme sua concepg¢ao inicial, era o de apre-
sentar uma demonstra¢do do Teorema de Wedderburn-Artin. Durante o processo de
escrita das notas, se pensou em escrever um texto um pouco mais completo, acres-
centando uma aplicacdo interessante da semissimplicidade na classificacdo das re-
presentacdes irredutiveis de grupos finitos (Capitulo 4) e a J-semissimplicidade
(capitulo 5), que é uma generalizac¢do natural do contetido estudado nos trés pri-
meiros capitulos. Esta ideia se justifica, pois acreditamos que desta forma estas
notas serviriam também para nortear um estudo ao nivel de iniciacéo cientifica, ou
mesmo como um texto para ser aprofundado em uma disciplina eletiva de gradu-
acdo nos cursos de matemadtica, posto que ndo existem muitos textos escritos em
portugués, tratando do estudo de anéis ndo comutativos, pelo menos do conheci-
mento do autor. Assim, o presente texto se propde a ser mais uma alternativa nesta
direcao.

Para muitos autores, a dlgebra moderna, como a conhecemos hoje, tem seu nas-
cimento quando Wedderburn apresentou seu trabalho de classificagdo das dlgebras
semissimples sobre um corpo qualquer. Antes dele, muitos autores trabalhavam
na classificacdo destas dlgebras, mas sobre determinados corpos especificos. Por
exemplo, T. Molien e E. Cartan, antes de Wedderburn, descreveram completamente
as dlgebras semissimples finito-dimensionais sobre os corpos dos complexos e dos
reais e deram os primeiros passos na dire¢ao de estudar as dlgebras nao semissim-
ples sobre estes mesmos corpos.

A ideia de semissimplicidade estd associada a um certo radical, e ja aparece nos
trabalhos de Cartan, quando este classifica as dlgebras de Lie finito-dimensionais
sobre os complexos. Cartan chamou de radical de uma tal dlgebra, o maior ideal
solivel e este € igual a soma dos ideais soliveis desta dlgebra. Assim, uma dlgebra
de Lie é semissimples, se seu radical € nulo, ou ainda, se nio existem ideais sold-
veis nao nulos. Wedderburn trabalhou com um “radical" definido como sendo o
maior ideal nilpotente, o qual coincide com a soma dos ideais nilpotentes de uma
dlgebra finito-dimensional, embora este ideal de Wedderburn ndo seja de fato um
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radical como se conhece hoje. Por exemplo, este “radical de Wedderburn"nao esta
definido para uma grande classe de anéis. Atualmente se estuda a semissimplici-
dade associada a diversos radicais, ou seja, se S € um dado radical de um anel,
entdo podemos estudar aqueles anéis que sdo [3-semissimples, isto €, aqueles anéis
para os quais o radical 5 é nulo. No caso da semissimplicidade estudada por Wed-
derburn, o radical apropriado € o chamado radical de Jacobson, introduzido por N.
Jacobson nos anos 40, dando origem aos anéis J-semissimples, na linguagem de
hoje.

Em 1907 J. H. M. Wedderburn apresentou seu resultado fundamental no es-
tudo das algebras sobre corpos quaisquer, o qual da uma classificagdo das dlgebras
finito-dimensionais, mostrando que estas sao um produto direto de dlgebras de ma-
trizes sobre anéis de divisdo. Desta forma, o estudo destas algebras fica restrito ao
estudo dos anéis de matrizes sobre anéis de divisdo, € estes sdo relativamente mais
elementares e mais faceis de serem entendidos. Dai a importancia do resultado de
Wedderburn.

Em torno dos anos 20, E. Noether e E. Artin introduziram as condi¢des de ca-
deia ascendente e descendente, respectivamente. Um mddulo que satisfaz ambas as
condicdes de cadeia € um mdédulo que possui comprimento finito. O comprimento
de um médulo €, de certa forma, o andlogo a dimensdo de um espaco vetorial.
Usando estas ideias, em 1927 Artin estendeu o teorema de Wedderburn para anéis
satisfazendo ambas as condic¢des de cadeia. Este resultado é conhecido hoje como
o Teorema de Wedderburn-Artin, e € o tema central do capitulo trés destas notas,
onde apresentamos uma demonstra¢do usando uma linguagem mais moderna que
aquela usada nos trabalhos originais, independente do conceito de radical, razdo
pela qual ndo vamos apresentar uma definicao formal de radical de um anel. Curi-
osamente, Artin parece ndo ter percebido que para anéis com unidade, a condi¢do
de cadeia descendente implica a condi¢do de cadeia ascendente, fato este que s6
foi tornado puiblico por C. Hopkins e J. Levitzki, em 1939, em trabalhos indepen-
dentes. Vale lembrar que esta mesma implicagdo néo vale para médulos em geral.

Mais tarde, N. Jacobson introduziu a nog¢do de radical de um anel, hoje conhe-
cido como o radical de Jacobson, o que permitiu estender a teoria de Wedderburn
para anéis quaisquer. Por exemplo, Jacobson mostrou que um anel € semissimples
se, e somente se, este anel satisfaz a condi¢do de cadeia descendente e seu radical é
nulo. Denotando por J(R) o radical de Jacobson de um anel R, o resultado de Ja-
cobson nos permite estudar anéis artinianos que nao sao semissimples, estudando
o anel fator R/J(R) e depois “levantando” sua estrutura para o anel R. Alids,
grosso modo, esta € a ideia de um radical 3(R) de um anel R. Ele captura todos
os elementos indesejdveis para o estudo de uma certa propriedade e o anel fator
R/B(R) possui este radical nulo, isto é, 5(R/S(R)) = 0. Com isto, o anel fator
R/B(R) ndo contém nenhum destes elementos indesejdveis. Depois, levantamos
(se possivel) esta propriedade ao anel R inicial.

Este histérico simplificado d4 uma ideia da evolugdo do estudo dos anéis, via
semissimplicidade, e serviu de fio condutor para a escrita destas notas. Para esta
tarefa, vdrios livros cldssicos da literatura foram consultados, e em certas partes, é
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inegdvel suas respectivas influéncias.

No capitulo 1, decidimos incluir uma série de resultados bdsicos da teoria de
anéis e modulos, principalmente para auxiliar aqueles leitores menos familiariza-
dos com estes topicos. O capitulo 2 foi dedicado ao estudo das condi¢des de cadeia
para anéis e modulos. Nele se procura mostrar que o comprimento de um maédulo é
um andlogo da dimensao de um espago vetorial e, portanto, se torna um substituto
natural para a finito-dimensionalidade. No capitulo 3 apresentamos uma demons-
tracdo completa do Teorema de Wedderburn-Artin, primeiro objetivo destas notas.
Feito isto, decidimos apresentar uma aplicacio interessante da semissimplicidade,
e fazemos isto no capitulo 4, onde discutimos, sem muita profundidade, as re-
presentacdes lineares de um grupo finito. Finalmente, no capitulo 5, definimos o
radical de Jacobson e discutimos aspectos basicos da J-semissimplicidade de um
anel, culminando no Teorema de Hopkins-Levitzki.

Alveri A. Sant’ Ana

Margo de 2016
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Capitulo 1

Pré-requisitos

Desde o comecgo, a ideia sempre foi a de apresentar um texto o mais auto sufici-
ente possivel, decidimos incluir um capitulo prévio contendo os principais topicos
que serdo necessarios para o bom aproveitamento do mesmo. Este capitulo pode
ser dispensdvel para aqueles leitores com uma certa familiaridade com os concei-
tos basicos da teoria de anéis e médulos, mas, porém, ele serd usado para fixarmos
algumas notacdes.

1.1 Anéis

Definicao 1.1.1. Dizemos que um conjunto R, munido de duas operacdes bindrias,
chamadas soma (+) e multiplicacdo (), ¢ um anel, se valem as seguintes proprie-
dades:

(i) (R,4+) é um grupo abeliano, isto é, + € associativa, possui elemento neutro,
possui elemento simétrico e é comutativa,

(i1) - € associativa,
(iii) + e - sdo compativeis, isto €, para todos a, b, c € R vale que
a-(b+c)=a-b+a-¢c e (a+b)-c=a-c+b-c,
Lembramos que uma operacdo * definida em um conjunto A nada mais é do
que uma fungdo x : A x A — A. Além disso, dizemos que:
o x éassociativa, se a* (bxc) = (axb) xc,Va,b,c € A,

o x possui elemento neutro, se existir um elemento e € Atalque e xa = a =
axe, Va € A;

e x possui elemento simétrico, se Va € A,3a’ € Atal que axa’ = e = a' xa,
onde e é um elemento neutro de *.
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e x & comutativa, se a xb =bxa, Va,b € A.

E possivel mostrar que elementos neutros e simétricos, quando existem, sdo
unicamente determinados (faremos isto mais adiante para anéis). Assim, estes ele-
mentos podem ser denotados por algum simbolo especial. No caso de anéis, de-
notaremos o elemento neutro da soma sempre por 0, € o chamaremos de elemento
zero do anel. Também, denotaremos por —a o simétrico aditivo do elemento a.

Notaremos um anel por (R, +, -), mas quando ndo houver possibilidade de con-
fusdo, escreveremos apenas R em lugar de (R, +, -), sem especificar as operagdes
consideradas. Também, vamos escrever ab em lugar de « - b, quando estivermos
nos referindo ao elemento dado pela multiplicacdo de a por b.

Exemplo 1.1.2. Os conjuntos Z (dos ndmeros inteiros), (Q (dos niimeros racionais),
R (dos nimeros reais) e C (dos nimeros complexos), com as operagdes usuais de
soma e multiplicacdo, sdo exemplos de anéis.

Exemplo 1.1.3. Se R é um anel, entdo o conjunto M, (R), das matrizes n X n
com entradas em R, com as operacdes usuais de soma e multiplicacdo de matrizes,
¢ um anel.

A partir destes exemplos podemos construir novos, através das seguintes téc-
nicas: Se Ry, Ra, ..., R, sdo anéis, entdo o produto cartesiano R = R; X Ry X
-+ X R, é um anel, onde as operacdes sdo definidas componente a componente.
Se (R, +, ) é um anel, entdo pode-se mostrar que R? = (R, +, ¢) também é um
anel, onde e € definida por: aeb =0-a,Va,b € R. R°P € chamado de anel oposto
de R.

Seja (R, +,-) um anel. Se a multiplicag@o possui elemento neutro, denotado
por 1 (ou simplesmente por 1), entdo dizemos que R é um anel com unidade.
Nossos exemplos acima sao todos exemplos de anéis com unidade. Se considerar-
mos R = nZ = {na : a € Z}, o conjunto de todos os miiltiplos de um certo
inteiro n fixo, com as operagdes usuais de soma e multiplicacdo dos inteiros, entdo
temos um exemplo de um anel sem unidade, quando tomamos n ¢ {—1,1}.

O exemplo acima foi obtido fazendo a restricdo das operacdes do anel Z ao
subconjunto nZ. Isto sugere uma nova definicéo.

Defini¢do 1.1.4. Sejam (R, +,-) um anel e ) # S C R. Entdo dizemos que S é
um subanel de R, se as restrigdes das operagdes de R em .S estdo bem definidas e
(S, +g5|g) € um anel.

Se consideramos as imersdes candnicas Q C R C C, entdo podemos ver Q
como um subanel de R e de C, assim como R se torna um subanel de C. Se S é
um subanel de R, entdo & fécil verificar que M,,(S) € um subanel de M,,(R)

Os proximos exercicios nos fornecem propriedades bésicas das operacdes de
um anel, que serdo usadas livremente no texto.
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Exercicio 1.1.5. Seja (A, x) um cojunto A munido de uma operagdo . Mostre que
se % € associativa, possui neutro e possui simétrico, entdo as equagdes de primeiro

grau
axX =b,e Xxa=05b

possuem solucdo tnica, para quaisquer escolhas de a e b em A.

Exercicio 1.1.6. Seja (R, +,-) um anel. Deduza do exercicio acima que o ele-
mento neutro da soma € unicamente determinado. Além disso, se R € um anel com
unidade, entdao a unidade de R é unicamente determinada também.

Exercicio 1.1.7. Sejam R um anel e a, b, c € R. Mostre que:
) 0-a=a-0=0,
(ii) —(ab) = (~a)b = a(~b),
(iii) (—a)(—b) = ab.
e Se R € um anel com unidade, entdo mostre que:
(iv) (-1)a =a(-1) = —a,
v (=D(=1) =1,
(vi) (=1)(—a) = a.

Também é um exercicio de facil verificacdo o seguinte resultado, o qual nos da
uma caracterizagao dos subconjuntos de um anel que sdo seus subanéis.

Proposiciao 1.1.8. Sejam R um anel e S um subconjunto de R. Entdo S é um
subanel de R se, e somente se, as seguintes condicdes se verificam:

(i) 0€S;
(ii) v,y € S=x—y €S,
(iii) x,y € S = zy € S.

Observamos ainda que se R ¢ um anel com unidade e S' é um subanel de R,
entdo S ndo possui necessariamente a mesma unidade de R. Alids, a este respeito,
tudo pode acontecer, como os exemplos abaixo mostram:

Exemplo 1.1.9. Sejam R um anel e S um subanel de R. Os seguintes casos podem
ocorrer:

e Rtemunidade e Snaotem: R=7Z¢e S = 2Z.

e Rtem unidade 1 e S possui uma unidade 1g, mas 1z # 1g: R = My (Z)

s {[30]-wea).
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e IR ndo tem unidade e S tem:

e {[o 2] anes)es={[ 3 2] oca)

e R e S ndo possuem unidade: R = 2Z e S = 47.
e Re S possuem a mesma unidade: R=Qe S =Z.

O préximo exercicio apresenta um subanel importante, chamado centro do
anel, e serd usado no capitulo 4.

Exercicio 1.1.10. Seja R um anel. Mostre que o subconjuto Z(R) := {a € R :
ar = za,VYr € R} é um subanel de R, chamado centro de R. Se n é um inteiro
positivo, entdo mostre que o centro do anel de matrizes n X n sobre um corpo k é
o conjunto das matrizes escalares (matrizes da forma al,,, onde a € k e I,, denota
a matriz identidade de ordem n), isto é, mostre que

Z(My(k)) ={al, : a €k}
Portanto, dimy Z(M,,(k)) = 1 e, consequentemente, k ~ Z(M,,(k)).

Dado um anel R, dizemos que R € um anel comutativo se a multiplicacio de
R € uma operaciao comutativa, isto é, se xy = yz, para todos elementos z,y € R.
Os anéis Z,nZ,Q, R e C sdo exemplos de anéis comutativos. Os anéis de matrizes
em geral sdo nio comutativos. E facil verificar que R é um anel comutativo se, e
somente se, R = R°P.

Um elemento ¢ em um anel R é chamado de divisor de zero se existir 0 # b €
R tal que ab = 0 = ba. J4 um elemento v em um anel com unidade R ¢ dito um
elemento invertivel se existir v € R tal que wv = 1 = vu.

Um anel comutativo com unidade e sem divisores de zero, além do préprio
elemento 0, é dito um dominio de integridade (ou simplesmente um dominio). Um
anel com unidade em que todo elemento ndo nulo € invertivel é chamado de um
anel de divisdo. Por fim, um anel de divisdo comutativo é chamado um corpo.

E ficil ver que Q,R e C sdo exemplos de corpos, que Z é um dominio (que
ndo € um corpo). Também € facil obter exemplos de divisores de zero em anéis de
matrizes.

Vamos agora apresentar um exemplo de um anel de divisdo que ndo € um corpo.
Lembramos que o anel dos quatérnios H sobre os reais estd definido como sendo o
espaco vetorial 4-dimensional sobre R gerado pelos elementos 1,4, j, k € H, com
a multiplicacido dada pelas seguintes relagdes: i2 = j2 = k? = 1,ij = k, jk =
i, ki =7j,ji = —k,kj = —ieik = —j.

Quando se estuda uma certa estrutura algébrica, precisamos considerar as fun-
coes entre elas, que tem a propriedade de preservar a dada estrutura. Como as
estruturas algébricas estdo definidas em fun¢@o de certas operacdes, precisamos
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entdo considerar as funcdes que preservam estas operacdes. Estas fungdes levam
o nome de homomorfismos. Vamos apresentar uma definicdo mais precisa, para o
caso de anéis.

Definicdo 1.1.11. Sejam R = (R,+gr,r) ¢ S = (S5, +g,-5) dois anéis. Uma
funcdo f : R — S é dita um homomorfismo de anéis, se:

hd f(a+Rb) = f(a) +s f(b),Va,b € R,
e fla-rb)= f(a)s f(b),Ya,b € R.

Antes de apresentarmos exemplos de homomorfismos de anéis, vejamos algu-
mas propriedades que decorrem diretamente da definicao.

Proposicao 1.1.12. Sejam R e S anéis e f : R — S um homomorfismo de anéis.
Entdo valem as seguintes propriedades:

(i) f(Or) =0,
(ii) f(=a)=—f(a),Va € R,
(iii) f(R) é um subanel de S.

Demonstracdo. (i) Basta observar que f(0r) = f(Or + 0g) = f(Or) + f(OR),
de onde segue que f(0r) = Og, pois f(0r) e Og sdo ambas solugdes da equagdo
f(Or) + X = f(Or) em S.

(ii) Temos que mostrar que f(—a) + f(a) = 0g. Mas isto segue diretamente

do item anterior, pois f(—a) + f(a) = f(—a+a) = f(0g) © 0s. Logo, f(—a)
€ o simétrico de f(a) em S.

(iii) Por (), temos que Og € Zm f. Dados x,y € Zm f, segue que existem
a,b € Rtaisque f(a) =z e f(b) =y. Assim,z —y = f(a) — f(b) = f(a—b) e
xy = f(a)f(b) = f(ab) e, consequentemente, = — y, xy € Zm f. Segue entdo da
Proposicdo 1.1.8 que Zm f é um subanel de S. O

Seja f : R — S um homomorfismo de anéis. Dizemos que f é um monomor-
fismo se f for injetor. Neste caso, S € dito uma extensdo de R. Dizemos que f é
um epimorfismo se f for sobrejetor. No caso em que f € bijetor, entdo dizemos que
f éum isomorfismo. Neste tltimo caso, R e S sdo cdpias um do outro, como anéis,
e dizemos que eles sdo anéis isomorfos, notando por R ~ S. Cabe observar que
se f: R — S € um monomorfismo de anéis, entdo f € um isomorfismo sobre sua
imagem e, neste caso, S contém um subanel que é uma copia de R. Identificando
estes anéis, podemos entdo dizer que R é um subanel de S. Isto é o que se faz,
por exemplo, quando se diz que Z € um subanel de Q, pois neste caso, estamos
considerando o homomorfismo f : Z — Q definido por f(a) = ¢ € Q, para todo
a € Z.
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Exemplo 1.1.13. Sejam R e S dois anéis quaisquer. A fung¢do f : R — S de-
finida por f(a) = 0, para todo elemento a € R, é um homomofismo de anéis,
chamado homomorfismo nulo. A fungdo idr : R — R, dada por idg(a) = a, é
um homomorfismo de anéis, chamado homomorfismo identidade.

O préximo exemplo mostra que pode ndo existirem muitos homomorfismos
entre dois anéis.

Exemplo 1.1.14. Se f : Z — Z é um homomorfismo de anéis, entdo f € o homo-
morfismo nulo ou f é o homomorfismo identidade.

De fato, pois se n € Z \ {0}, entdlon =1+ 1+ ---+ 1 (n vezes, se n > 0)
oun = —1+ (=1) 4+ --- + (=1) (—n vezes, se n < 0). Suponhamos, sem
perda de generalidade, que n > 0. Entdo, f(n) = f(1) + f(1) +---+ f(1) (n
vezes). Portanto, para se definir um homomorfismo cujo dominio é Z, basta definir
f(1). Claramente, se f(1) = 0 entdo f é o homomorfiso nulo. Por outro lado,
observamos que f(1) = f(1-1) = f(1) - f(1), ouseja, f(1)(1 — f(1)) =0, de
onde segue que f(1) = 0 ou f(1) = 1. Consequentemente, devemos ter que f
¢ 0 homomorfismo nulo ou f é o homomorfismo identidade. Este resultado pode
ser generalizado para dominios de integridade quaisquer, como mostra o préximo
exercicio.

Exercicio 1.1.15. Sejam D e D’ dois dominios de integridade. Mostre que se
f : D — D’ éum homomorfismo de anéis, entdo devemos ter f(1p) = 0 ou

f(lp) =1pr.

00
Vx € R, € um homomorfismo de anéis e que f(1) # 0 e f(1) # 1x,(r)- Conclua
dai que a hipétese de D’ ser um dominio de integridade € essencial no exercicio
anterior.

Exercicio 1.1.16. Mostre que f : R — M;(R), dada por f(z) = z 0 ],

Exercicio 1.1.17. Sejam R e S dois anéis. Se R tem unidade e f : R — S ndo é
0 homomorfismo nulo, entdo mostre que f(1r) € a unidade do anel Zm f.

Definicao 1.1.18. Seja f : R — S um homomorfismo de anéis. Chamamos de
niicleo de f ao conjunto Nuc f = {a € R: f(a) = 0}.

O nucleo de um homomorfismo tem propriedades bastante interessantes. Co-
megamos por observar que se f : R — S é um homomorfismo de anéis e f(a) =
f(b), para certos elementos a, b € R, entdo devemos ter f(a—b) = f(a)— f(b) =
0em S, ou seja, a — b € Nuc f. Isto nos diz que se dois elementos de R tém a
mesma imagem por um homomorfismo, entdo a diferenca deles deve estar no seu
nicleo. Assim, homomorfismos com nicleo nulo devem ser injetores. A reciproca
deste fato é claramente verdadeira, de modo que temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.1.19. Um homomorfismo de anéis f : R — S € injetor se, e somente

se, Nuc f = {0}.
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Assim, o niicleo de um homomorfismo nos dd uma medida de quao longe de ser
injetor este homomorfismo estd. Mais ainda, o niicleo de um homomorfismo é um
subanel. De fato, pois se f : R — S é um homomorfismo de anéis, entdo f(0Og) =
0g, ou seja, Og € Nuc f. Tomando-se x,y € Nucf, temos claramente que
f(x—y)=0e f(xy) = 0, de onde segue que = — y, zy € Nuc f. Segue entdo da
Proposi¢do 1.1.8 que Nuc f é um subanel de R. Este subanel tem uma propriedade
especial, a saber, a absor¢do da multiplicacao tanto pela esquerda como pela direita.
Mais precisamente, se f : R — S é um homomorfismo de anéis, z € Nuc f e
a € R, entdo ax,za € Nuc f. De fato, pois f(az) = f(a)f(x) = f(a)0 = 0.
Analogamente, f(xa) = 0. Isto induz a seguinte defini¢go.

Definicao 1.1.20. Dado um anel R, dizemos que um subanel I de R é um:
(i) ideal a esquerdade R, se xa € I, sempreque x € Rea € I,
(i1) ideal a direitade R, se ax € I, sempreque x € Rea € I,
(iii) ideal de R, se I ¢ um ideal a esquerda e a direita de R.

Vamos usar as seguintes notagdes para representar estes tipos de ideais: escre-
veremos I < R, para dizer que I é um ideal de R; notaremos por I <, R os ideais a
direita e por I <; R os ideais a esquerda de R.

Como vimos acima, nicleos de homomorfismos sdo exemplos de ideais, mas
nem todo subanel é um ideal, pois € facil ver que Z é um subanel de Q que ndo é
um ideal de Q. Também € facil ver que se I é um ideal a esquerda de R, entdo [
¢ um ideal a direita de R°P. Assim, os trés conceitos acima coincidem num anel
comutativo. Veremos exemplos destas estruturas em anéis ndo comutativos, onde
elas diferem. Antes porém, vamos classificar os ideais de Z usando conhecimentos
da aritmética dos nimeros inteiros.

Jd sabemos que para cada n € Z, o conjunto I = nZ = {na : a € Z} é
um subanel de Z. Vamos ver que estes conjuntos sao na verdade, ideais de Z. De
fato, pois se x € Z, entdo z(na) = (na)r = n(ra) € nZ. Reciprocamente, se
I éum ideal de Z e a € I é o menor inteiro positivo em I, entdo I = aZ. Isto
decorre da divisdo euclidiana, ja que se « € I, entdo existem elementos unicamente
determinados ¢, r € Z tais que x = aq + r, com 0 < r < a. Mas entdo, devemos
ter r = x —aq € I, de onde segue que r = 0, pela minimalidade de a em I. Logo,
* = aq € aZ, o que conclui nosso raciocinio.

Os préximos exemplos mostram a existéncia de ideais unilaterais em anéis de
matrizes. Estes exemplos serdo importantes no decorrer do texto. Os calculos serdo
deixados ao leitor interessado.

Exemplo 1.1.21. Seja R um anel e consideremos S = M, (R) o anel de matrizes
n X n com entradas em R. Entdo, fixando-se k € {1,2,...,n}, temos que:

o 7, :={(a;;) € S :aj; =0, se j # k} é umideal a esquerda de S, que ndo
é um ideal a direita de S.
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o Ji = {(aij) € S:a;; =0, sei# k} éum ideal a direita de S, que ndo é
um ideal a esquerda de S.

Além destes, existem outros ideais, tanto a esquerda quanto a direita, em um
anel de matrizes, mas ndo pretendemos classifica-los neste texto. Entretanto, uma
tarefa bem mais simples € a classificacdo dos ideais (bilaterais) dos anéis de ma-
trizes. Passaremos a fazer isto agora, pois esta classificacdo serd importante para
nossos propdsitos. Comecgaremos por apresentar certos calculos matriciais que se-
rdo importantes para a nossa tarefa.

Seja R um anel e consideremos S = M, (R) o anel de matrizes n X n com
entradas em R. Para k,l € {1,2,...,n} fixos, consideremos a matriz elemen-
tar Ej; = (e;;) € S, onde e;; = 1,sei = ke j = lee; = 0nas demais
entradas. Consideremos A = (a;;) € S, e calculemos AE,, e E,;A, onde
1<rs,p,qg<n.

Assim, AE, s = ((Z};:l aikekj)¢j>

nxn

, onde temos:
nxn

J#ESs = Yp_i1aier; = 0
j:S = Zgzlaikeks = Zk;éraikeks+air€rs:air
Logo,
S
!
0 0 0 a,, 0 --- 0
0 0 0 agy 0O --- O
AE?“SZ '
00 - 0 ap 0 - 0

nxn

Portanto, a acdo da multiplicacdo de F,¢ a direita de A equivale a transportar a
coluna r de A para a posicdo da coluna s, anulando as demais colunas de A.

Calculemos agora o produto F,; A. Assim, temos

Ey A= (Z eikakj> ,
k=1

)/ nxn

onde
o iFEp=>h_iepxar =0;

. n
® i =D = ) 1 Cikkj = D kg Epklkj T Epglgj = dgj
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ou seja, temos

0 o - 0 0
0 o - 0 0
EpyA=1| ap ag - agm-1 Gagn «— p
0 o - 0 0
0 o - 0 0

Logo, a acdo da multiplicagdo de E),, a esquerda de A equivale a transportar a
linha ¢ de A para a posicéo da linha p, anulando as demais linhas de A.

Portanto, dado A € S, obtemos que E,, AL, serd a matriz cujas entradas sdo
todas nulas, exceto a da posi¢do ps, cuja entrada serd dada pelo elemento a4, de A.

Os célculos acima mostram que se A € Z < S, entdo existe uma matriz B =
(bij) € T tal que o elemento by; € igual a qualquer uma das entradas de A, sendo
as demais entradas de B nulas. Basta para tal, escolhermos apropriadamente as
matrizes elementares Ej; € S para multiplicarmos a esquerda e a direita de A.
Com esta argumentagdo, pode-se mostrar o seguinte resultado.

Proposicio 1.1.22. Sejam R um anel e S = M, (R) o anel das matrizes n X n
com entradas em R. Entdo, T é um ideal de S se, e somente se, existe um ideal
de R tal que T = M, (I).

Ideia da demonstragdo. De fato, é facil verificar que se I < R, entdo M,,(I), o
anel das matrizes com entradas em [, é um ideal de S. Para a reciproca, usamos os
calculos acima para mostrar que se Z < S, entdo o conjunto

I={a€R: existe A= (a;;) €T :a1 =a}

¢ um ideal de R tal que Z = M,,(I). O

Observamos agora que se D € um anel de divisdo, entdo D ndo possui ideais
(bilaterais, unilaterais) ndo triviais (i. e, além de {0} e D). De fato, pois se [ < D é
ndo nulo, entdo tomando 0 # = € I, teremos que 1 = x~ 'z € I, de onde decorre
que D C I C D, ouseja, I = D. Assim, segue entdo da Proposicdo 1.1.22
que o anel M,,(D) ndo possui ideais (bilaterais). Anéis que ndo possuem ideais
ndo triviais sdo chamados de anéis simples. Formulemos isto precisamente numa
defini¢do.

Definicao 1.1.23. Dizemos que um anel R # 0 € simples se R ndo possui nenhum
ideal além dos triviais, i. é, além de {0} e R.

Pela nossa discussao anterior, corpos, anéis de divisdo e anéis de matrizes sobre
anéis de divisdo sdo exemplos de anéis simples. Mais a frente exibiremos outro
exemplo que difere destes.
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Uma outra aplicacdo dos ideais na teoria de anéis sdo os anéis quocientes. Ve-
remos abaixo que os ideais sdo exatamente os subanéis para os quais podemos
induzir uma estrutura de anel no conjunto quociente, tal como se faz com a aritmé-
tica modular dos inteiros. Se n € Z, entdo a relacdo dada por:

d
x,yeZ,xEygw—yEnZ
. ~ e A . . 7./nZ={0,
¢ uma relagdo de equivaléncia e o conjunto quociente T3, o) (em uma estrutura
de anel (Z/nZ,+,"), dada por:

ea+b:=a+bVabeZ,
ea-b:=a-bVa,beZ

As igualdades acima podem ser facilmente verificadas, usando propriedades
dos restos da divisdo euclidiana em Z, pois se x — y € nZ, entdo existe ¢ € Z tal
que x —y = ng, ou seja, x = nqg + y. Agora é s6 observar que se x e y estido
relacionados pela equacdo acima, entdo ambos deixam o mesmo resto na divisdo
euclidiana por n.

Vamos generalizar estas ideias para anéis quaisquer. Sejam R um anel e / um
subanel de R. Nao € dificil verificar que a relacio definida em R por:

d
x,yER,mEIygx—yGI

¢ uma relacdo de equivaléncia em R. O que ndo se consegue mostrar é que a
aplicagdo - : R/I x R/I — R/I definida por

T y: =T -y,Vr,y € R

estd bem definida. Para que esta aplicacdo esteja bem definida, e portanto ser uma
operacdo em R/, é necessdrio exigir que o subanel I seja de fato um ideal de R.
Deixamos este fato para ser mostrado no seguinte exercicio.

Exercicio 1.1.24. Sejam R um anel, / um subanel de R e = a relagdo de equiva-
léncia dada por: z,y € R; x =7 y < x —y € I. Mostre que

“:R/I x R/I — R/I,

definida por *(a, 5) := a - b, ¢ uma funcio se, e somente se, I é um ideal de R.

Além disso, precisamos ver que as propriedades de associatividade, comutati-
vidade, existéncia de neutro e de simétrico sdo herdadas por operagdes induzidas
em conjuntos quocientes, mas isto também ¢ de facil verificacdo e serd deixada ao
encargo do leitor.

Portanto, se I é um ideal de R, entdo podemos considerar o anel quociente
R/I. Assim, fica definido um homomorfismo de anéis 7 : R — R/I, por 7(a) =
@:=a+1I={a+z:2c I} Eficil ver que este homomorfismo é sobrejetor
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e que seu nucleo é exatamente o ideal /. Isto mostra que todo ideal é o nicleo
de algum homomorfismo de anéis. Assim, podemos caracterizar os ideais como
sendo aqueles subanéis que sao nicleos de homomorfismos.

Outra observagdo pertinente € que se f : R — S é um homomorfismo de anéis,
entdo os elementos de R que tem mesma imagem por f sdo identificados no anel
quociente R/Nuc f. Assim, deveriamos poder mergulhar este anel quociente em
S. De fato, isto é possivel, como mostra o préximo resultado.

Teorema 1.1.25. (Teorema dos Homomorfismos para anéis) Sejam R, S anéis
e f 1 R — S um homomorfismo de anéis. Entdo existe um tinico monomorfismo

de anéis f - R/Nucf — Stal que for = f

Demonstragdo. Basta definir f(a@) = f(a), paratodo @ € R/Nucf. Vejamos
que assim f estd bem definida. De fato, pois se @ = b em R/Nuc f, entdo a —
b € Nucf, ou seja, f(a—b) = 0, de modo que f(a) = f(b), pois f é um
homomorfismo de anéis. Assim temos f(a@) = f(b). Além disso, por definigdo,
temos que f(a) = f(a) = f(n(a)) = forn(a), paratodoa € R, ouseja, forr = f.

Afirmamos que f é injetora. De fato, pois se @ € Nuc f, entdo f(a) = 0, ou
seja, 0 = f(a) = f(a), de onde segue que a € Nuc f, o que nos diz que @ = 0.
Resta mostrar a unicidade de f. Para tal, suponhamos que g : R/Nuc f — S é tal
que g o™ = f. Mas entdo, para cadaa € R/Nuc f, temos g(a) = go7(a) =

F(a) = F(@), e segue que g = F.

O

A seguinte consequéncia do resultado acima € imediata.

Corolario 1.1.26. Com as notacdes do Teorema anterior, se f é um epimorfismo,
entdo R/Nuc f ~ S como anéis.

Vamos discutir o préximo exemplo a luz dos nossos resultados. Consideremos

R = { [ a ‘Z ra€l,x € Q}. E fécil verificar que R, com as operacdes

0
usuais de matrizes, ¢ um anel comutativo com unidade (verifique isto!). Afirmamos
0 x , . . (
que J := 0 0l% € Q ; é um ideal de R. Faremos isto mostrando que J é

o ndcleo de um homomorfismo de anéis (mostre isto diretamente). De fato, basta
a .

= a. E facil ver que ¢ é
0 a 1 ) quew
um homomorfismo de anéis e que J = Nuc ¢, de onde segue que J € um ideal de
R. Mais ainda, como ¢ € sobrejetor, segue que R/J ~ Z.

definir o homomorfismo ¢ : R — Z, por ¢ (

1.2 Maodulos.

Nesta secdo apresentaremos algumas propriedades bésicas da teoria dos médu-
los. Para simplificar nossos resultados, vamos supor no restante do texto que todos
0s nossos anéis possuem unidade.
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Grosso modo, um moédulo é um “espaco vetorial"sobre um anel. Isto justifica
estudarmos mdédulos, estudando certos andlogos da teoria dos espagos vetoriais.
Num certo sentido, € aproximadamente isto o que faremos neste texto.

Mais precismente, temos a seguinte definico.

Definicdo 1.2.1. Seja R um anel (com unidade). Dizemos que (M, +,7) é um
R-médulo a esquerda, se (M, + ) for um grupo abeliano (i. é, 47 € associativa,
possui neutro, possui simétrico e é comutativa) e, além disso, existir uma aplicacio
e : R x M — M (chamada de acdo de R em M), satisfazendo as seguintes
propriedades:

(i) lrem=m,Ym e M,

(ii)) 7o (my +pr ma) =remy +p rema;Vr € R, Ymy,mg € M,
(iii) 71 @ (roem) = (11 - o) em;Vry,ro € R,Ym € M,

(iv) (r1 +r2)em = (ryem) +,7 (roem);Vri, 7o € R,Ym € M.

Analogamente, podemos definir um R-moédulo a direita, bastando considerar
uma acdo de R em M pela direita, ou seja, uma aplicagio @ : M x R — M,
satisfazendo os mesmos axiomas acima, devidamente adaptados. Notaremos um
R-médulo a esquerda por g M e por Mg, um R-mddulo a direita.

Na defini¢@o acima, escrevemos + s para denotar a soma de M, e ndo confun-
dir com a soma + de R. O mesmo foi feito em relacdo as notacdes da acdo de R
em M, denotada por e e a multiplicacdo de R. Mas no que segue, vamos denotar
tanto a soma de 12 quanto a soma de M por +, e a multiplicagdo de R bem como a
acdo de R em M, por justaposic@o dos elementos, ou seja, se r1,72 € Rem € M,
escreveremos 7179 para denotar a multiplicacdo de r; por ro em R e também, rym
para denotar a ac@o de r; em m, pois ndo havera perigo de confusio.

Antes de apresentar exemplos, gostariamos de observar que se M € um R-
mddulo a esquerda, entdo M é um R°P-mddulo a direita, e vice-versa, como € fécil
verificar. Assim, a teoria de médulos é completamente simétrica e todo resultado
que vale para médulos a esquerda também vale para médulos a direita, de modo que
podemos fixar os adjetivos “a esquerda’”ou “a direita" para desenvolvermos nossa
teoria. Além disso, se R é um anel comutativo, entdo os conceitos de médulos
a direita e de médulos a esquerda coincidem e, neste caso, escreveremos apenas
R-mddulo.

Exemplo 1.2.2. Seja k um corpo. Entdo um k-médulo nada mais é do que um
k-espaco vetorial.

Exemplo 1.2.3. Todo grupo abeliano é um Z-médulo.

De fato, se (G, +) € um grupo abeliano (aditivo), entdo basta considerar a a¢do
dada por:

e 0zg9 = 0g
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eng=g+g+---+g(nvezes),sen >0
e ng=(—g)+(—g)+--+ (—g)(—n vezes ), se n < 0.

Exemplo 1.2.4. Todo anel é um mddulo sobre si mesmo, tanto a esquerda quanto
a direita, com a a¢do dada pela prépria multiplicacio.

Com relagdo ao exemplo acima, o R-médulo a esquerda pR € chamado de
modulo regular a esquerda, e o R-mddulo a direita Rp é chamado de mddulo
regular a direita. Observamos neste momento que se R ndo for comutativo, entdo a
estrutura destes dois mddulos regulares ndo precisam necessariamente coincidirem,
de modo que muitas vezes o médulo regular a esquerda possui uma propriedade
que o médulo regular a direita ndo possui e vice-versa. Vamos ver exemplos deste
fato mais adiante.

Exemplo 1.2.5. Consideremos S o anel de matrizes n X n com entradas num anel
R. Seja N o conjunto de todas as matrizes n x 1 com entradas em R. Entdo NV é um
grupo abeliano aditivo com a soma de matrizes. Assim, N torna-se um S-moédulo
a esquerda via a multiplicacio usual de matrizes. De modo andlogo se mostra que
o conjunto L das matrizes 1 X n, com entradas em R, é um S-médulo a direita.

Como dito antes, uma vez que estamos estudando médulos, queremos estudar
as fungdes que preservam esta estrutura e também estudar as subestruturas dos
mddulos. Passaremos a definir estes objetos mais precisamente.

Definicao 1.2.6. Sejam R um anel e M um R-médulo a esquerda. Dizemos que
um subconjunto ndo vazio N de M é um submddulo de M (ou um R-submddulo
de M), se (N, +) é um subgrupo de (M, +) e a restrigdo da agdo de R em N induz
uma estrutura de R-moédulo em N.

Vamos escrever N < M para dizer que N é um submédulo de M. O préximo
resultado caracteriza os subconjuntos de um médulo que sdo submédulos deste.

Proposicao 1.2.7. Sejam R um anel, M um R-modulo a esquerda e N C M.
Entdo N é um submodulo de M se, e somente se:

(i) 0 € N,
(ii) Vni,ne € N = ny+ng €N,
(iii) Vr € R,n € N = rn € N.

A demonstracdo da proposicdo acima serd deixada como um exercicio. Veja-
mos alguns exemplos.

Exemplo 1.2.8. Os submddulos de um médulo regular a esquerda (resp. a direita)
sdo exatamente os ideais a esquerda (resp. a direita) do anel base.
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O exemplo acima nos diz que podemos estudar a estrutura dos ideais de um
anel, estudando a estrutura de submdédulos de um médulo. Assim, toda propriedade
valida para mddulos pode ser traduzida para a linguagem de anéis, via ideais a
esquerda (ou a direita).

Exemplo 1.2.9. Os submddulos de um espaco vetorial sdo exatamente os seus
subespacos vetoriais.

Exemplo 1.2.10. Os subgrupos de um grupo abeliano G sdo os Z-submédulos de

G.

O préximo exemplo nos dd uma receita de como obtermos novos submédulos
a partir de outros ja conhecidos.

Exemplo 1.2.11. Sejam M um R-mddulo a esquerda e F = { N, };c; uma familia
de R-submédulos de M. € facil verificar que N = N;c;N; € um subméduo de M.

Num primeiro curso de édlgebra linear vemos que a unido de subespagos nio
¢, em geral, um espaco vetorial, pois esta ndo é fechada para a soma. O mesmo
fendmeno ocorre no contexto de médulos. Assim, tal como no caso dos espagos
vetoriais, nasce o conceito de submédulo gerado por um conjunto, para contornar
este problema.

Definicao 1.2.12. Sejam R um anel, M um R-médulo a esquerda e K C M.
Chamamos de submdédulo de M gerado por K, e denotamos por < K >, ao menor
submoédulo de M que contém K.

Do exemplo anterior, se K C gpM, entdo < K >=N{N < M : N D K}.
Afirmamos que este tltimo conjunto € igual ao conjunto K = {> 7" | rx; : n €
N,7 € Rex; € K,1 < i < n}. De fato, pois como estamos assumindo que R
tem unidade, segue facilmente que /C € um R-submédulo de M que contém K, de
onde decorre que < K >C K. Por outro lado, todo submédulo de M que contém
K deve conter todas as somas finitas de multiplos escalares de elementos de K, de
onde segue que L C< K >.

Um outro exemplo de ideal gerado que sera ttil mais adiante € dado pelo pro-
duto de ideais. Sejam [ e J ideais (bilaterais) de R, e consideremos o conjunto
S={ab:a€lbe J} CInNJ. Chamamos de ideal produto de I e J ao ideal
IJ :=< 5 >. Assim, claramente temos I.J C I N J.

Quando K ¢é um subconjunto finito de M, digamos K = {x1,x2,...,Tn},
vamos escrever < i, T3,..., T, >, em lugar de < {x1,x9,...,z,} >, para de-
notar o submédulo de M gerado pelo conjunto {x1,x2,...,x,}. Os elementos
1,2, ..., Ty serdo chamados de geradores do submoédulo < K >. Quando K =
{y} é um conjunto unitdrio, entdo diremos que < y > é um mddulo ciclico.

Mais ainda, dizemos que um médulo M € finitamente gerado, se existir um
conjunto finito {m1, ma,...,m;} C M tal que M =< mq,ma,...,m; >. Pela
argumentacdo acima, se M é um R-mddulo a esquerda e mq,ma,...,m; € M,
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entao segue que < My, Mg, ..., My >= {Zﬁzl rimi sy € Ri1 < i <t} e
neste caso, 0 médulo < my, my, ..., my > serd denotado por 22:1 Rm;. Assim,
0 R-mdédulo a esquerda ciclico gerado por um elemento x serd denotado por Rx.
Vamos observar neste momento que se R é um anel e x € R, entdo o submddulo
ciclico do médulo regular a esquerda (resp. a direita) Rx (resp. x R) é chamado de
ideal principal a esquerda (resp. a direita) de R.

Analogamente, se {N; };c; é uma familia de R-submédulos de um R-médulo
a esquerda M, entdo o R-submoddulo de M gerado por U;c7 IN; serd denotado por
> icr IN; e seus elementos serdo somas finitas de elementos de [V;, quando 7 per-
corre o conjunto de indices /. Quando a familia de submédulos for finita, escreve-
remos N1 + Ng + - - - + Ny em lugar daquela notacio de somatério. Assim, se [V
e L sdo dois médulos, teremos que N + L = {z +y : x € N,y € L} também é
um médulo. Quando ocorrer que N N L = 0, diremos que o médulo soma N + L
é uma soma direta de N e L, e escreveremos N ¢ L. Mais geralmente, temos a
seguinte definicio.

Defini¢do 1.2.13. Seja M um R-médulo a esquerda e {M;};c; uma familia de
submddulos de M. Entdo dizemos que M é a soma direta da familia { M, };cr, e
notamos por M = @1 M;, se:

(i) Todo elemento m &€ M pode ser escrito como uma soma m = » ;. M,
com m; € M; e m; = 0, exceto para um nimero finito de indices.

(i) M; N (Y, Mj) =0,Vie L

Observamos que se k é um corpo (ou um anel de divisdo) e V' é um k-espago
vetorial de dimensao finita, entdo existe uma base B = {v1, va, ..., v, } de V, onde
n = dimgV, e segue que V = kv; & kva & --- & kv,. Se R é um anel, entdo
M =RxRxR---x R (ncdpias de R) tem uma estrutura natural de R-moédulo
e, neste caso, M = @} R;, onde R; = R, 1 < i < n. Note que , em geral,
[T, M; # @®M;, pois se I for um conjunto infinito, entdo II;c; M; é o conjunto
de todas as sequéncias infinitas com entradas em M;, ¢ € I, enquanto que 0s
elementos de ®;c;M; sdo somas (ou n-uplas) finitas.

Uma outra caracteriza¢do de uma soma direta que pode ser bastante conveni-
ente é dada no proximo exercicio.

Exercicio 1.2.14. Sejam R um anel e M um R-mddulo a esquerda. Mostre que
M = &;c1M; se, e somente se, todo elemento m € M pode ser escrito de modo
tinico como uma soma finita m = ;. ; m;, com m; € M;, onde m; = 0, exceto
para um nimero finito de indices.

Vamos considerar agora as aplicacdes entre médulos que preservam esta estru-
tura.

Defini¢ao 1.2.15. Sejam R um anel e M, N dois R-mdédulos a esquerda. Dizemos
que uma fungdo f : M — N é um homomorfismo de R-mddulos (ou um R-
homomorfismo), se:
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(i) f(m1+ma) = f(m1) + f(m2),Vmi,ma € M,
@ii) f(rm)=rf(m),Yr € R,m € M.

Um R-homomorfismo f : M — M é dito um R-endomorfismo.

Decorre imediatamente da definicdo acima que se k € um anel de divisdo, en-
tao os k-homomorfismos sdo exatamente as transformacgdes k-lineares. Por conta
disso, muitas vezes nos referimos a um R-homomorfismo como uma aplicacdo
R-linear.

Exemplo 1.2.16. Sejam R um anel e M, N dois R-médulos a esquerda. Clara-
mente a aplicagdo nula 0 : M — N dada por O(m) = On é um R-homomorfismo.
Além disso, a aplicacdo identidade idy; : M — M também é um R-homomorfismo,
como ¢ facil verificar.

Como no caso de anéis, se f : M — N é um homomorfismo de R-médulos
a esquerda, entdo dizemos que f é um monomorfismo se f € injetor; dizemos que
f € um epimorfismo se f € sobrejetor. Por fim, dizemos que f € um isomorfismo
se f for bijetor. Podemos também considerar o niicleo de um R-homomorfismo
f M — N como sendo o conjunto

Nucf:={meM: f(m)=0x}.

Como no caso de anéis, podemos enunciar os seguintes resultados. A demons-
tracdo serd deixada como exercicio ao leitor, por ser completamente andloga aquela
feita antes.

Proposicao 1.2.17. Sejam R um anel, M e N dois R-modulos a esquerda e f :
M — N um R-mddulo. Entdo:

(i) f(On) = On,
(ii) Nuc f é um R-submddulo de M,
(iii) f é um monomorfismo se, e somente se, Nuc f = {0},
(iv) Se M' < M, entdo f(M') é um R-submddulo de N,
(v) Se N' é um R-submédulo de N, entio f~*(N') é um R-submddulo de M.

Sejam R um anel, M um R-mdédulo a esquerda e N um R-submddulo de M.
E facil verificar que a relagio “congruéncia médulo N" define em M uma relacio
de equivaléncia, isto é, a relacdo definida por

Ve,ye Mz =yy<sx—yeN

¢ reflexiva, simétrica e transitiva. Vamos denotar a classe de equivaléncia de um
elemento m € M por m. Assim,m = m+ N = {m+x: 2 € N} C M.
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Podemos entdo induzir, de modo natural, uma estrutura de R-moédulo no conjunto
quociente M /N, da seguinte forma:

Rx M/N — M/N
(r,m) —  Tm

Exemplo 1.2.18. Sejam R um anel, M um R-mddulo a esquerda e N um R-
submédulo de M. Entdo a aplicagdo 7 : M — M /N, dada por w(m) = m é um
R-homomorfismo cujo nicleo é precisamente N.

Neste contexto, podemos também enunciar um teorema de homomorfismos.
Note que s6 foi usada a estrutura aditiva de um anel para mostrarmos o teorema
dos homomorfismos para anéis. Isto permite usarmos a mesma argumentacdo de
antes para mostrar o seguinte resultado.

Teorema 1.2.19. (Teorema dos homomorfismos) Sejam Rumanele f : M — N
um homomorfismo de R-mdédulos a esquerda. Entdo existe um R-monomorfismo
f:M/Nucf — N, iinicamente determinado, tal que f = f o .

O seguinte corolario muitas vezes é enunciado como um segundo teorema de
homomorfismos.

Corolario 1.2.20. Sejam R um anel e M um R-mddulo a esquerda. Se L e N sdo
dois submodulos de M, entdo
L L+ N
LNN N

Demonstracdo. Basta observar que a composi¢do de homomorfismos L — L +
N — (L + N)/N ¢ sobrejetor e seu nicleo é dado exatamente por L N N. O
resultado entdo segue pelo Teorema dos Homomorfismos. O

Um fato importante que serd usado mais a frente, € a existéncia de uma cor-
respondéncia biunivoca entre os submddulos de um médulo quociente M /N e os
submddulos de M que contém N, dadas por

P
(K <M:KD2Ny—={X:X < M/N},
4

onde ®(K) = n(K) e ¥(X) = 7 1(X), sendo 7 : M — M/N a projegio
candnica.
A seguinte definicdo e suas consequéncias serdo Uteis mais adiante.

Definicao 1.2.21. Sejam R um anel, M um R-mddulo a esquerda e K, L dois R-
submoédulos de M. Entdo definimos o condutor (a esquerda) de K em L como
sendo o conjunto (L : K) ={re R:rK C L}.
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Observamos que o condutor de K em L € um ideal (bilateral) de R. Quando
L = 0, entdo chamamos o condutor (0 : K') de anulador de K em R, e denotamos
por Ang(K). Assim, Ang(K) = (0 : K) = {r € R : rK = 0}. Podemos
também definir os condutores de elementos em submddulos da seguinte forma:
se M é um R-mdédulo a esquerda, N é um submddulo de M e m € M, entdo
(N :m) ={r € R:rm € N} Como antes, ses N = 0, entdo o condutor
(0 : m) serd chamado de anulador de m em R e serd denotado por Ang(m).
Assim, Ang(m) = (0:m) = {r € R: rm = 0}. Note que Ang(m) é um ideal
a esquerda de R.

Definicao 1.2.22. Sejam R um anel e M um R-mddulo a esquerda. Dizemos que
M é fiel (ou que R age fielmente em M), se Ang(M) = 0.

Podemos traduzir a defini¢do acima, dizendo que M é um RR-mddulo a es-
querda fiel se, e somente se, para todo elemento » € R, rM = 0 implica que
r = 0.

Para vermos exemplos de tais mdédulos, basta observar que se R € um dominio
de integridade, entdo todo ideal de R € um R-mddulo fiel. Além disso, se M é um
R-médulo a esquerda, entdo as a¢des de R e R/Ang(M) coincidem e, portanto,
todo R-médulo é um R/Anpr(M)-médulo fiel. Note que estamos usando a agéo
induzida (r + Ang(M))m = rm + Ang(M), no caso do anel R/Angr(M).

Um outro conceito importante na teoria de mddulos, e que serd usado mais
adiante, € o conceito de bimédulo. Essencialmente, um bimddulo é um grupo abe-
liano que possui uma estrutura de médulo a esquerda sobre um anel e uma estrutura
de médulo a direita sobre outro anel, de modo que estas estruturas respeitam uma
certa condi¢@o natural de compatibilidade. Mais precisamente, temos o seguinte.

Definicao 1.2.23. Sejam R e S dois anéis e M um grupo abeliano. Dizemos que
M é um (R, S)-bimdédulo, se:

(i) M é um R-mdédulo a esquerda e um S-médulo a direita.
(ii) Paratodos r € R,s € Sem € M, vale que (rm)s = r(ms).

Muitas vezes escrevemos pMg, para indicar que M é um (R, S)-bimddulo.
Quando R = S, dizemos apenas que M é um R-bimddulo.

Exemplo 1.2.24. Seja R um anel. A associatividade da multiplicagdo garante que
os ideais bilaterais de R sdo exemplos naturais de R-bimddulos.

Exemplo 1.2.25. Sejam R um anel e M/ um R-mddulo a esquerda. Consideremos
S = Endg(M), o anel dos R-endomorfismos de M. Afirmamos que M possui
uma estrutura de (R, S)-bimédulo.

De fato, para ver isto, basta definir uma agéo de .S a direita de M, por

m < f:=(m)f
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onde m € M, f € S e o argumento de um operador R-linear estd escrito a es-
querda do operador, para facilitar a regra da composicdo de funcdes. Note que
neste caso, se m € M e f,g € S, entdo escrevemos (m <« f) 4 g = ((m)f)g =
(m) f og, para indicar que aplicamos primeiro f e depois g, em analogia com o que
se faz quando se escreve os argumentos a direita das funcgdes: a primeira fungao a
ser aplicada é aquela mais préxima do argumento.

Assim, € facil verificar que M € de fato um S-médulo a direita. Além disso,
temos

(r-m) < f=(m)f=r((mf))=r-(m<f)

e temos que M é um (R, S)-bimddulo.

Como uma aplicacdo dos bimédulos, podemos construir exemplos de anéis
cujo reticulado de ideais a direita é completamente diferente do reticulado dos
ideais & esquerda. Sejam R e .S dois anéis e consideremos M um (R, S)-bimédulo.
Usando opera¢des matriciais, podemos definir um anel da forma

not ([ R M\ r om \
T_<0 S)'_{<O S).reR,meM,seS}

1 0
0 1g

I M R M
(0 S><11Te<0 J><1TT.

Além destes, é possivel encontrar outros ideais tanto a esquerda como a direita
de T', mas isto foge um pouco dos nossos propdsitos. Portanto, a familia de ideais
a esquerda de 7" pode ter propriedades que a familia de ideais a direita de 7" ndo as
tém. Vamos construir exemplos concretos neste sentido mais a frente.

que € um anel com unidade 17 = < ) . Se tomamos I <; Re J<, S, entdo

se verifica que

1.3 Sequéncias exatas e somas diretas

Apesar de as sequéncias exatas serem uma ferramenta muito dtil em vdrias
aplicacdes, como por exemplo, teoria de categorias ou dlgebra homoldgica, nesta
breve secdo vamos discutir apenas algumas propriedades bdsicas das sequéncias
exatas de médulos e R-homomorfismos, que estdo relacionadas com somas diretas
de médulos, e que serdo utilizadas mais adiante no texto.

Definicdo 1.3.1. Seja R um anel. Dados {M;} e {f; : M; — M;11}, familias de
R-médulos a esquerda e R-homomorfismos, respectivamente, chamamos de uma
sequéncia a todo diagrama do tipo

--fi}l MigMH_l fi—+>1~~-

tal que Zm f; € Nuc f;11, para todo indice 7. Uma sequéncia é dita exata em
M;, se ocorrer Zm f; = Nwuc fi+1. Além disso, dizemos que uma sequéncia é
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exata, se ela € exata em todos os seus modulos. O ndmero de R-homomorfismos
no diagrama acima € dito o comprimento da sequéncia.

Vejamos alguns exemplos claros.

Exemplo 1.3.2. Sejam Rum anele f : N — M um homomorfismo de R-mddulos
a esquerda. Entdo:

(i) A sequénciaO0 — N i> M € exata se, e somente se, f € um monomorfismo.
.. A f p p .
(i) A sequéncia N — M — 0 € exata se, e somente se, f € um epimorfismo.

(iii)) A sequéncia 0 — N i> M — 0 é exata se, e somente se, f é um isomor-
fismo.

No presente texto, estamos mais interessados nas chamadas sequéncias exatas
curtas, que serdo definidas a seguir.

Definicao 1.3.3. Uma sequéncia exata do tipo 0 — A Lpso 0, é dita uma
sequéncia exata curta.

Exemplo 1.3.4. Sejam R um anel, M um R-médulo a esquerda e N um R-
submddulo de M. Entdo a sequéncia

0—+N<—M>SM/N—O0,

onde 7 € a projecdo candnica, é claramente uma sequéncia exata curta.

Num certo sentido, podemos pensar que toda sequéncia exata curta é desta
forma. Mais precisamente, dada a sequéncia exata curta

0545 B% 050

segue que f é um monomorfismo e g € um epimorfismo. Assim, podemos pensar
que A é um submédulo de B e que C' é um médulo fator de B, a saber B/A, pois
Im f = Nucg e, consequentemente, temos A ~Zm f < Be C ~ B/Nucg =
B/Im f ~ B/A.

Vamos examinar agora a relagdo entre sequéncias exatas curtas e somas diretas.
Comecamos observando que se M = N @ P como R-mddulo a esquerda, entdo
podemos definir as aplicagdes candnicas ty : N — M, dada por ¢c(n) = n+0
(inclusdo candnica) e mp : M — P, dada por m(n + p) = p,paran € Nep € P
(projecdo canodnica). Assim, vemos claramente que a sequéncia curta abaixo é
exata:

0—+NS5MS5P—0.

O préximo exemplo mostra que a reciproca deste fato ndo vale em geral.
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Exemplo 1.3.5. A sequéncia de Z-mddulos abaixo € exata
0—2Z 7 —1Z/2Z — 0
mas, no entanto, Z % 27 @ 7./27Z, como Z-médulo.

Pode-se entdo questionar sob quais condi¢des esta reciproca € verdadeira. O
préximo resultado responde esta questao.

Proposicao 1.3.6. Sejam R um anel. Consideremos a sequéncia exata curta de
R-mddulos a esquerda

0o NS MS P o

Entdo as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
(i) M~ N&P;
(ii) Existe um R-homomorfismo ¢ : M — N, tal que 1 o f = idpy;
(iii) Existe um R-homomorfismo ¢ : P — M, tal que g o ¢ = Idp.

Demonstra¢do. Vamos mostrar a equivaléncia (i) < (i7). A equivaléncia (i) <
(7i7) pode ser mostrada com uma argumentagio semelhante e serd deixada ao leitor.

(i) = (i1) Como f é injetora, segue que N ~ Zm f e assim, M ~ N & P ~
Im f & P. Desta forma, dado m € M, temos m = my + mo,commy € Im fe
mg € P. Da injetividade de f segue que existe tnico n € N tal que f(n) = m;y.
Definimos entdo ¢ : M — N, por 1»(m) = n. E facil ver que 9 estd bem definida
e é um R-homomorfismo. Mais ainda, para todon € N, temos que f(n) se escreve
unicamente como f(n) + 0 € Zm f & P, de onde segue que

po f(n) =v(f(n) =9(f(n) +0) =n=idy(n)

como queriamos mostrar.

(ii) = (4) Suponhamos que exista ) : M — N tal que ¢ o f = idy. Afirma-
mos que neste caso, M = Im f @& Nwucq. De fato, pois se m € M, tomamos
x = f(¢»(m)) € M e consideramos y = m — x € M. Segue entdo que

P(y) = (m —x) = (m) = P(f(Y(m))) = ¢(m) —p(m) = 0

ou seja, y € Nucty. Logo,m = x +y € Imf + Nuctp. Além disso, se
z € Im fNNuct, segue que existen € N tal que f(n) = z e, consequentemente,
n =1 o f(n) = ¢(z) = 0, de onde decorre que z = 0. Portanto, M = Zm f @
Nuci.
Como f € injetiva, temos que N ~ Zm f. Resta mostrar agora que P ~
Nucp. De fato, basta observar que
M Imf®Nucy ~ Nuct,

P~
Nucg Imf
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Uma sequéncia exata curta que satisfaz (ii) (equivalentemente, que satisfaz
(7i7)) na Proposi¢ao acima é dita uma sequéncia exata curta que cinde. As apli-
cacdes 1) e ( acima sdo muitas vezes chamadas de cisdo da sequéncia. Com esta
nova nomenclatura, segue que M ~ N @ P se, e somente se, a sequéncia

0o NLMS P

cinde. Como uma aplicacdo do que fizemos acima, temos o seguinte resultado.

Corolario 1.3.7. Sejam R um anel, M e N dois R-mddulos a esquerda. Se g :
M — Neh: N — M sio R-homomorfismos tais que g o h = idy, entdo
M = Nucg ®ZImh.

Demonstra¢do. Como go h = idy, segue imediatamente que g € um epimorfismo
e h € um monomorfismo. Aplicando-se a Proposi¢édo 1.3.6 para a sequéncia

0= Nucg—= ML N0

obtemos que M ~ Nucg @ N. O resultado entdo segue, pois N ~ Zm h. O

1.4 Lema de Zorn e ideais maximais

O propésito desta se¢do € mostrar que todo anel com unidade possui ideais
(bilaterais ou unilaterais) maximais. Este fato é uma decorréncia do chamado Lema
de Zorn, o qual serd apresentado adiante. Vamos comecar relembrando a defini¢cio
de elemento maximal (resp., elemento minimal.)

Consideremos (X, <) um conjunto munido de uma rela¢do de ordem parcial.
Dizemos que um elemento m € X € maximal (resp., minimal), se valer a seguinte
propriedade:

Vee X m=<z=m=x (resp,z=3m=m=x)

Por exemplo, se consideramos X = {2,3,4,5,6,7,8,9,10} munido com a
ordem “divide", isto €,
a,be X,a Xb<alb

entdo os elementos 6,7,8,9 e 10 sdo elementos maximais em X e os elementos
2,3,5 e 7 sdo elementos minimais em X.
Seja X um conjunto e P(X) o conjunto das partes de X . Entdo a relacdo

ABeP(X),A<B< ACB

¢ claramente uma relagio de ordem parcial em P(X). Vamos trabalhar com esta
relacdo de ordem na familia de ideais (ideais a esquerda, ideais a direita) de um
anel. Para mostrar a existéncia de ideais maximais, vamos precisar do chamado
Lema de Zorn, o qual enunciamos abaixo.
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Lema 1.4.1. (Lema de Zorn) Seja (F, <) uma familia ndo vazia e parcialmente
ordenada. Se toda cadeia em F possui uma cota superior (respectivamente, cota
inferior) em F, entdo JF possui elemento maximal (resp., elemento minimal).

Uma cadeia em F é uma subfamilia de F que é totalmente ordenada. Assim,
{2,4, 8} é uma cadeia em X, onde X é o conjunto do exemplo anterior, pois

248

Dados F uma familia parcialmente ordenada e 7/ C F, chamamos de uma cota
superior (resp. cota inferior) para F' a todo elemento o € F tal que x < « (resp.
a = x), para todo x € F'.

Muitas vezes chamamos de sistema indutivo a toda familia parcialmente orde-
nada F em que toda cadeia possui cota superior (inferior) em J. Nesta linguagem,
o Lema de Zorn poderia ser escrito da forma: Todo sistema indutivo possui ele-
mento maximal (minimal).

Os exemplos abaixo mostram algumas aplicacdes do Lema de Zorn.

Exemplo 1.4.2. Seja R um anel com unidade. Entdo R possui ideais (resp. ideais
a esquerda, ideais a direita) maximais.

Vamos discutir a existéncia de ideais maximais em um anel K. A mesma dis-
cussdo pode ser feita para os casos de ideais a esquerda ou a direita, escolhendo
adequadamente a familia F abaixo.

Consideremos entao a familia

F:={ICA:Iéumidealde A, I # A}

Observamos que {0} € F e, consequentemente, F # (). Seja F’' uma subfamilia
totalmente ordenada de F. Entdo, J = Ujcz 1 é um ideal de A (mostre isto!).
Agora, como 1 & J, pois 1 & I,VI € F', segue que J € F. E fécil verificar que
J é uma cota superior para F’. Portanto, como toda cadeia de F possui uma cota
superior em J, segue pelo Lema de Zorn que F possui elemento maximal, ou seja,
o anel R possui um ideal maximal.

Na literatura, muitas vezes encontramos o resultado de que um anel com uni-
dade R possui ideais maximais, como uma consequéncia do fato que todo ideal
de R estd contido em algum ideal maximal. Também € fato que muitas vezes este
é o resultado que precisamos usar. Podemos mostrar isto, com uma leve modifica-
¢do na argumentagdo acima, considerando a familia dos ideais distintos de R, que
contém o ideal /. Note que esta familia é ndo vazia, por conter o préprio ideal 1.

Exemplo 1.4.3. Todo espaco vetorial possui uma base.

Considere V' um espago vetorial sobre um corpo k qualquer (ou sobre um anel
de divisdo). Como uma base de V' é um conjunto linearmente independente maxi-
mal em V', podemos usar o Lema de Zorn para mostrar sua existéncia, independen-
temente da dimensdo de V' ser finita ou infinita. Basta mostrar que a familia dos
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subconjuntos linearmente indepedente € um sistema indutivo. Os detalhes serdo
deixados como exercicio ao leitor.

Questao. Podemos usar o Lema de Zorn para provar que todo anel possui um
ideal minimal?

A resposta a esta questdo € negativa. Para ver isto, precisamos de uma defini¢ao
de ideal minimal. Dualizando a defini¢do de ideal maximal, obtemos

Definiciao 1.4.4. Dados um anel (com unidade) R e um ideal I de R, dizemos que
I é um ideal minimal de R, se I # {0} e, se existir ideal J de R tal que J C I,
entdo temos J = {0} ou J = 1.

E claro que podemos definir ideal 4 esquerda minimal e ideal a direita minimal
de modo andlogo.

Seja R um anel e consideremos a familia F dos ideais de R nio nulos. Assim,
R € F e F # (. O candidato natural para uma cota inferior para uma subfamilia
totalmente ordenada F' de F, seria J = Njc7z . Mas é claro que ndo podemos
garantir que J seja ndo nulo, isto é, ndo podemos garantir que J € F, e o Lema de
Zorn nao pode ser usado.

De fato, existem exemplos de anéis que ndo possuem ideais minimais. Por
exemplo, se tomamos R = Z, entdo é facil ver que a cadeia de ideais

nZo>n’Z>---o>nlZ >

€ uma cadeia estritamente decrescente e infinita. Como todos os ideais de Z sdo da
forma nZ, isto mostra que Z nao possui nenhum ideal minimal.

Exercicios

1. Use o Lema de Zorn para mostrar que todo espaco vetorial sobre um corpo
(ou sobre um anel de divisdo) possui uma base.

2. Sejam R um anel e M um R-mddulo a esquerda. Mostre que se M € finita-
mente gerado, entdo M possui um submoédulo maximal.

3. Seja D um anel de divisdo. Considere V = @72, De; e E = End(Vp).
Mostre que [ = {f € E : dimpZm f < oo} é um ideal de E.

4. Sejam Iy, Iy, ..., I, ideais bilaterais de um anel R tais que I; + I; = R, se
i # j (neste caso, dizemos que I; e I; sdo comaximais). Mostre as seguintes
afirmacdes:

(i) I; + Njx; I; = R, para todo <.

(ii) (Teorema Chinés de Restos) Dados x1, x2, ..., T, € R, existe x € R,
tal que z = x;(mod I;), para todo i.
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(iii) Use o item anterior para mostrar que existe um isomorfismo de anéis

LR R E

"LNn---nT, I I,
dado por ®(z + (L N---N1y,)) = (x+ I1,...,x + 1), para todo
r € R.
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Capitulo 2

Condicoes de finitude para anéis
e modulos

Como ja dissemos na introdug@o, Wedderburn estudou a estrutura de dlgebras
finito-dimensionais. Artin, em seu trabalho, precisou encontrar um substituto desta
condicdo de finitude. Isto pode ser obtido com o conceito de comprimento de um
moédulo e as chamadas condigdes de cadeias ascendentes e descendentes que dis-
cutiremos neste capitulo, mostrando que o comprimento de um médulo é um bom
analogo para a dimensdo de um espaco vetorial, quando trabalhamos no contexto
de médulos. Observamos, porém, que no tempo de Artin o conceito de compri-
mento de um moédulo ndo era usado, sendo que Artin trabalhou com anéis que
satisfazem ambas as condicdes de cadeia, ascendente e descendente, o que é equi-
valente a assumir comprimento finito do mdédulo regular, como serd mostrado mais
adiante.

2.1 Moédulos simples

Para o que segue, precisamos do conceito de simplicidade. A ideia de simpli-
cidade estd associada a auséncia de subestruturas proprias com as quais podemos
construir estruturas quocientes. Mais precisamente, temos a seguinte definicao.

Definicdo 2.1.1. (i) Dizemos que um anel R é simples, se R # 0 e R ndo
possui ideais além do ideal nulo e do préprio R.

(i) Dizemos que um R-moédulo a esquerda M € simples, se M # 0 e M ndo
possui nenhum submédulo além do submédulo nulo e do préprio M.

Observamos que anéis de divisdo bem como anéis de matrizes sobre anéis
de divisdo sdao exemplos de anéis simples. Um espago vetorial unidimensional
¢ um exemplo de um mddulo simples. Se k é um anel de divisdo e tomamos
S = M,(k), entdo o conjunto M das matrizes n x 1 com entradas em k é um
exemplo de um S-médulo a esquerda simples, como € facil verificar.

33
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Se R € um anel e M € um R-mddulo a esquerda simples, entdo tomando-se
0 # m € M, podemos considerar o R-homomorfismo f : R — M dado por
f(r) = rm. Como M é simples, devemos ter Zm f = 0 ou Zm f = M. Como
estamos assumindo que R tem unidade entdo f ndo pode ser o homomorfismo
nulo, pois 0 # m = 1m = f(1). Logo, devemos ter Zm f = M e, portanto,
M ~ R/Ang(m). Assim, todo R-médulo simples € isomorfo a um médulo fator
do médulo regular. Mais ainda, como M ¢é simples e M ~ R/Ang(m), segue
da correspondéncia entre os submédulos de R/Ang(m) e dos R-submédulos do
médulo regular R, que Ang(m) é um ideal a esquerda maximal de R. Portanto,
podemos enunciar o seguinte resultado que nos d4 uma classificacdo dos médulos
simples.

Proposicao 2.1.2. Sejam R um anel e M um R-modulo a esquerda. Entdo M

é simples se, e somente se, existe um ideal a esquerda maximal J de R tal que
M~ R/J.

2.2 Séries de composicao e condicoes de cadeia

Sejam R um anel e M um R-mddulo a esquerda. Consideremos

C:M=MyD>M{DODMy>D---DM,=0

C:M=M>DM{DMy;>---DM/ =0

duas cadeias finitas e estritamente decrescente de submodulos de M. Entdo dize-
mos que:

(i) C’ é um refinamento de C, se todo membro de C aparece em C’ (notaremos
este fato escrevendo C C C');

(ii) A cadeia C é uma série de composicdo de M, se cada médulo fator MML (0<
i < r — 1) é um médulo simples, isto é, C ndo pode ser propriamente refi-

nada;

(iii) O médulo M tem um comprimento r, e denotamos por ¢(M) = r, se M
possui uma série de composi¢do com 7 inclusdes estritas. Se M ndo pos-
suir nenhuma série de composicdo, entdo dizemos que M tem comprimento
infinito e escrevemos /(M) = oc;

(iv) As cadeias C e C' sdo equivalentes, e denotamos por C ~ C’, se r = t e, apOs
M M

M1 = M,

uma reordenago nos indices, se necessario, temos

No que segue, vamos mostrar que o comprimento de um moédulo é um invari-
ante deste médulo, ou seja, se M possui uma série de composi¢do com 7 inclusdes,
entdo qualquer outra série de composicdo também terd r inclusdes, de modo que o
comprimento de um médulo estd bem definido. Vejamos primeiro um exemplo.
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Exemplo 2.2.1. Se k é um corpo (ou um anel de divisdo) e V' é um k-espaco
vetorial de dimensdo n com base B = {v1, v, ..., v, }, entdo

n n
V=V=> kuidVi=) ko> DV, 1=kv, DV, =0
i=1 =2

€ uma série de composi¢do de V. Assim, um k-espaco vetorial n-dimensional
possui comprimento 7.

O resultado a seguir vai nos garantir a boa defini¢do do comprimento de um
modulo.

Teorema 2.2.2. (Jordan-Holder) Seja M um R-modulo a esquerda que possui
uma série de composicdo (i. é, M tem comprimento finito). Entdo:

(i) Toda cadeia estritamente decrescente de submodulos de M é finita e admite
um refinamento que é uma série de composigdo;

(ii) Duas séries de composicdo sdo equivalentes.

Antes de apresentar uma demonstragdo do Teorema de Jordan-Holder, apre-
sentaremos dois resultados gerais que serao uteis.

Lema 2.2.3. (Lema de Zassenhaus) Sejam R um anel e M um R-moédulo a es-
querda. Se N C P e N' C P’ sdo submédulos de M, entdo:

N+(PnP) PNP _N'+(P'nP)

~

N+(PNN) (NNP)+(N'NP) N +(P'NN)

Demonstra¢do. Vamos mostrar apenas o primeiro isomorfismo e o segundo pode
ser mostrado por argumentos idénticos, tendo em vista a simetria entre o primeiro
e o terceiro quocientes.

Consideremos a seguinte aplicacdo:

) POP!
p: N+(PnP) — AP (VTP
n+q = g+ [(NNP)+ (N'NP)

ondene Neqe PN P.

E ficil verificar que ¢ é um R-epimomorfismo. Vamos mostrar agora que
Nucyp = N+ (PN N'). Observamos inicialmente que N + (P N N') C Nucp.
Por outro lado, se n € N e ¢ € PN P, sdo tais que ¢(n + ¢q) = 0, entdo q €
(NNP")+(N'NP),ouseja, ¢ = q1+q2,comq; € NNP' e gy € N'NP. Assim,
n+q=n+q+q,comn+q € Negs € PNP',istoé, N+(PNN') D Nuce.
Isto mostra que ¢ é um isomorfismo. O

Lema 2.2.4. (Lema do refinamento de Schreier) Sejam C e C' duas cadeias fini-
tas estritamente decrescentes de R-submdodulos de M. Entdo existem refinamentos
C1 de C e Cy deC', os quais sdo equivalentes.
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Demonstracdo. Consideremos as seguintes cadeias finitas estritamente decrescen-
tes de R-submddulos de M:

C:M=MyDMyDODMsD---DM,=0

C':M=M),>M DMy;>---D>M.=0.
Agora, paracadai € {1,2,...,7}ej € {1,2,..., s}, definimos os R-médulos
Mij o= Mi+ (M 0 Mj) D M e Mj,; := Mj+ (Mj_, 0 M;) 2 Mj

e consideremos as seguintes cadeias decrescentes de R-submodulos de M (agora
possivelmente ndo mais estritamente decrescentes):

Cl:=M2M; 2 2M=M2DM3 2D DMyy=My2 DM, =0
(]

1A ! !/ ! ! !/ !
i::MQMM2"‘2M1,r:M19M2,12"'2M2,r:M29'“2M87T:0'

Desta forma, temos C C C; e C' C CT Segue entdo do Lema de Zassenhaus
que

_
MiJ‘ M; + (M7;71 N MJ/) - Mg, + (M]/'—l N Ml) MJ,J

Mijy  Mi+(Mian M)  Mj+(Mj,nMiy) M,

de onde segue que
_ . ! _ !/
M; ;1 = M; ; se, e somente se, Mj’i_l = Mj’i.

Portanto, a cadeia estritamente decrescente C; obtida de C;, eliminando-se to-
dos os médulos que sdo iguais aos seus antecessores, é equivalente a cadeia C}
obtida de C{ da mesma forma. Isto completa a demonstra¢do do Lema. O

Estamos agora em condi¢des de demonstrarmos o Teorema de Jordan-Holder.

Demonstracdo do teorema de Jordan-Holder: Seja M um R-modulo a es-
querda que possui uma série de composicao.

(i) Sejam C uma série de composi¢do de M e C’ uma cadeia estritamente de-
crescente de R-submddulos de M. Entdo, pelo Lema do refinamento, para toda
subcadeia finita C{, de C’, existem refinamentos C] de Cj e C; de C (i. é, tais que
Cy C C1eC C C1)de modo que C] e C; sdo equivalentes. Visto que C é uma série
de composicdo, segue que C; = C, ou seja, C(, pode ser refinada até uma cadeia
equivalente a C. Portanto, C' é uma cadeia estritamente decrescente tal que toda
subcadeia finita pode ser refinada até uma cadeia equivalente a C. Logo, C’ deve ser
finita e admite um refinamento que € uma série de composi¢cdo, como queriamos
mostrar.

(7i) Segue diretamente do Lema do refinamento. O

Os resultados acima nos dizem entdo que o comprimento de um mdédulo esta
bem definido, e os proximos vao nos mostrar uma certa analogia entre o compri-
mento de um médulo e a dimensio de um espago vetorial.
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Proposicao 2.2.5. Sejam R um anel, M um R-modulo a esquerda e N um R-
submddulo de M. Entdo, {(M) < oo se, e somente se, {(N),{(M/N) < oc.
Neste caso, temos {(M) = {(N) + ¢(M/N).

Demonstragdo. (=) Se N = 0 ou N = M, ndo hd nada a mostrar. Suponhamos
entdo que N é um submdédulo préprio de M. Consideremos a cadeia0) C N C M.
Pelos resultados anteriores, esta cadeia pode ser refinada a uma série de composi-
¢a0, digamos

0=NyC---CN,=N=MycC---CM,, =M,

de onde segue que ¢/(N) = n < oo. Tomando P; = M;/N (1 <i < m), obtemos
uma cadeia
0=~ C---CP,=M/N

de modo que
P M;/N M

Py M;_1/N ~ M,
os quais sdo mddulos simples. Portanto, /(M /N) = m < oo e, consequentemente,
UM)=n+m=1IN)+{M/N).
(«<=) Suponhamos ¢(N) = n e {(M/N) = m e consideremos as respectivas
séries de composicao

0=NoCN;C---CN,=N

O=PCP C---CPFPy,=DM]JN.
Tomando M; = 7~ 1(P;), onde 7 : M — M/N,(1 < i < m) é a projegio
candnica, segue que P, = M;/N e
M; P

Mo P 1,1§i§m
11— 1—

os quais sdo mddulos simples. Portanto,
0=NC---CN,=N=MyC---CM, =M

¢ uma série de composig¢do para M, de onde segue que /(M) = ¢(N)+4(M/N) <
00. O

Este resultado tem as seguintes consequéncias interessantes.

Corolario 2.2.6. Sejam R um anel e M um R-mddulo a esquerda com compri-
mento finito. Entdo:

(i) Se My, My sao submodulos de M, temos

(M + Ms) = £(My) + (M) — £(My N M),
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(ii) Se ¢ : M — N é um R-homomorfismo, temos

EN uc(p)) + UL m(p)) = L(M),

(iii) Se ¢ : M — M é um R-endomorfismo, temos
@ injetora <  sobrejetora .

~ ; Mi+My , _ M :
Demonstragdo. (i) Basta observar que L > ™~ 30ran para obter da Proposi

¢do 2.2.5 que

My + Mo

My +My) = €(My)+£ ( 2

M,
(M) = 0(MINMy)+L | ————
) ¢ (M) = EMNM)+ (M1QM2>
de onde segue o resultado.
(i7) Como Zm () ~ M /Nuc (p), segue que £(Zm (p)) < oo. Entdo temos

(M) = ((Nuc(p)) + L(M/Nuc(p)) = lNuc(¢)) + {Im(p)).
(131) Segue imediatamente dos anteriores. O

Gostariamos de registrar neste momento, que o comprimento de um médulo
ndo se comporta exatamente igual a dimens@o de um espago vetorial, pois sabemos
que dois k-espacos vetoriais de mesma dimensao sao sempre isomorfos, o que nem
sempre acontece com modulos de comprimento finito, como mostra o préximo
exemplo.

Exemplo 2.2.7. Sejam M um grupo ciclico de quatro elementos e K o grupo de
Klein. Entdo, ¢/(zM) = £(zK) (encontre uma série de composi¢do para cada um
deles!), mas M e K nio sdo isomorfos como Z-mddulos.

Nosso préximo resultado dd uma caracterizacdo para os médulos que possuem
uma série de composicao.

Teorema 2.2.8. Sejam R um anel e M um R-modulo a esquerda. Entdo M tem
comprimento finito se, e somente se, toda cadeia estritamente decrescente e toda
cadeia estritamente crescente de R-submddulos de M é finita. Em particular, todo
R-mddulo finito possui comprimento finito.

Demonstragdo. (=) Suponhamos ¢(M) = r. Se C := M = My D M; D

- D My D --- é uma cadeia estritamente decrescente de submddulos de M,
segue do Teorema de Jordan-Holder que C € finita. Suponhamos agora que Ng C
Ny C --- C N C --- é uma cadeia estritamente crescente de submddulos de
M. Dai, para cada t € N, podemos considerar a cadeia finita ' := M D N; D
Ni1 D --- D Ng 2 0, e segue do Teorema de Jordan-Holder que esta cadeia
pode ser refinada até uma série de composicdo que tem comprimento . Assim,
t <r=4£(M), e como t foi tomado arbitrario, devemos ter C' uma cadeia finita.



2.3. ARTINIANIDADE E NOETHERIANIDADE EM ANEIS E MODULOS 39

(<) Se M = 0 ndo hd nada a mostrar. Suponhamos entéo M # 0. Escolhemos
entre todos os submddulos de M, um submédulo maximal My, o qual existe pela
hipétese de que todas as cadeias estritamente crescente sdo finitas. Se M; = 0,
entdo M O M; = 0 é uma série de composicdo de M. Se M; # 0, escolhemos
um submoédulo maximal de M, digamos Msy. Se My = 0, entdo M = My D
My D My = 0 é uma série de composi¢io de M. Se My # 0, entdo continuamos
este processo, obtendo a cadeia M = My D My D --- D M = 0, pois toda
cadeia estritamente decrescente é finita. Como, paratodo 0 < 5 < k—1, o médulo
M /M; 1 é um médulo simples, pela escolha de M1, segue que a cadeia acima
é uma série de composicao de M. O

2.3 Artinianidade e Noetherianidade em anéis e modulos

Comecamos esta se¢do observando que a argumentagdo usada na demonstragdo
do Teorema 2.2.8 foi a seguinte: Seja X um conjunto parcialmente ordenado por
<. Entéo as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

(i) Toda cadeia estritamente crescente (resp. decrescente) em X € finita;

(i) Toda familia ndo vazia de subconjuntos de X possui um elemento maximal
(resp. minimal).

Esta equivaléncia é uma consequéncia direta do Lema de Zorn. Estas condi-
¢Oes sobre cadeias crescentes e decrescentes em um mddulo induzem as seguintes
definicoes.

Defini¢ao 2.3.1. Sejam R um anel e M um R-mddulo a esquerda. Entdo, dizemos
que:

(1) M é um moddulo artiniano, se toda cadeia estritamente decrescente de sub-
modulos de M € finita;

(i1) M € um modulo noetheriano, se toda cadeia estritamente crescente de sub-
modulos de M é finita.

Também dizemos que um médulo M satisfaz a condicdo de cadeia descen-
dente (do inglés, DCC), se toda cadeia decrescente de submdédulos de M € estaci-
onaria, isto é, se N1 2 Ny D --- DO N DO --- é uma cadeia descendente, entdo
existe n € N tal que N4+ = N,, paratodo ¢t > 1. Note que cadeias estritamente
decrescentes estaciondrias sdo finitas, de modo que M satisfaz DCC se, e somente
se, M € artiniano.

Analogamente, dizemos que um médulo M satisfaz a condicdo de cadeia as-
cendente (do inglés, ACC), se toda cadeia crescente de submddulos de M € esta-
ciondria, isto é, se N7 € Ny C --- C N C --- é uma cadeia ascendente, entdo
existe m € N tal que Ny,4++ = Ny, paratodo ¢ > 1. Note que cadeias estritamente
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crescentes estaciondrias sdo finitas, de modo que M satisfaz ACC se, e somente se,
M € noetheriano.
Sob a luz destas novas defini¢des, o seguinte resultado € claro.

Corolario 2.3.2. Seja M um R-mddulo a esquerda. Entdo (M) < oo se, e
somente se, M ¢é artiniano e noetheriano.

Exemplo 2.3.3. (i) Todo espaco vetorial de dimensao finita sobre um corpo é
um modulo artiniano e noetheriano, visto que possuem comprimento finito,
como ja observamos anteriormente.

(i) Z, como um Z-médulo, € noetheriano mas néo € artiniano.

Observe que os Z-submddulos de Z sdo os seus ideais, 0s quais tem a forma
nZ, como vimos antes. Assim, a cadeia estritamente decrescente 27 O 47 D
- D 2™Z D --- ndo é finita. Por outro lado, nZ C mZ se, e somente se, m
divide n. Assim, como o conjunto de divisores de um inteiro € finito, segue que
toda cadeia ascendente de submddulos de Z € estaciondria.
Com o objetivo de poder apresentar novos exemplos, vamos discutir um pouco
mais estas condi¢des de cadeia. Comecamos com o seguinte resultado.

Proposicao 2.3.4. Um R-mddulo a esquerda M ¢é noetheriano se, e somente se,
todo submodulo de M é finitamente gerado. Em particular, todo médulo noetheri-
ano ¢é finitamente gerado.

Demonstragdo. (=) Suponhamos M noetheriano e seja N um submédulo de M.
Consideremos a familia F de todos os submddulos finitamente gerados de N. As-
sim, F # (), pois 0 € F. Como M ¢ noetheriano, segue que F tem elemento
maximal, digamos L. Se L # N, entdo existe um elemento x € N \ L, e po-
demos entdo considerar o R-submédulo L 4+ Rz, o qual € finitamente gerado, de
onde segue que L + Rx € F, o que contradiz a maximalidade de L, pois clara-
mente L & L 4+ Rx. Portanto, L = N e segue que N ¢ finitamente gerado, como
queriamos mostrar.

(<) Seja Ny € Ny C --- C Nj, C --- uma cadeia crescente de submédulos
de M. Consideremos N = U;>1.N;. Como N € um submédulo de M, segue que
N é finitamente gerado por hipétese, digamos N = Rx1 + Rxo + - - - + Rx:. Mas
entdo, existe um fndice j € N tal que x1,x9,...,2; € N; e, consequentemente,
Nj=Nj;1=---= Njp = --- e, portanto, M € noetheriano. ]

Segue entdo do resultado acima que o médulo regular de todo dominio de ideais
principais € noetheriano.

Exemplo 2.3.5. Seja p um nimero primo (positivo) e consideremos Z,) := {pim :
a € Zem > 0}. Entdo Z,) € um grupo abeliano aditivo e, portanto, um Z-
mdédulo. Consideremos agora o Z-médulo M = Z,)/Z. Afirmamos que M é
artiniano e néo € noetheriano.
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Para ver que M ndo € noetheriano, primeiro consideramos a cadeia estrita-
mente crescente

1 1
72G-72G=2G- -
Qp sz &

que ndo € estaciondria, como é fécil ver. Entdo, a cadeia induzida no médulo
quociente M = Z,/Z também ndo serd estaciondria.

Agora vamos mostrar que M € artiniano. Para tanto, vamos mostrar que todo
submédulo préprio de M € finito. Comegamos por observar que se N € um sub-
modulo préprio de M e pim +Z € N, com mdc(a,p) = 1, entdo p% +7Z € N,
paratodo b € Z e todo n < m. De fato, pois neste caso, existem r, s € Z tais que
ra + sp™ = 1, de onde segue que

b=>bl =b(ra+ sp™) = bra+bsp™,VbeZ
e, se n < m, entao segue que

b b bsp™ b
_ Ta Sp _ (pm—n)ﬁ _i_pm*nbs

prp" pr

e como esta udltima parcela estd em Z, quando passamos ao quociente, obtemos

b _ a
E+Z: (pm n)b’l" <pm+Z> € N.

Agora, como N é um submédulo préprio de M, deve existir um nimero natural
ty tal que

N:{a+Z:a€Zem§tN}.
pm

Assim, como existem apenas um nimero finito de classes de equivaléncia da forma
pim + Z,com m < ty, segue que NN € finito, como queriamos mostrar.

O préximo exemplo mostra que um moédulo pode ndo ser artiniano € nem no-
etheriano.

Exemplo 2.3.6. Sejam R um anel e { M, };c; uma familia de R-mdédulos a esquerda
nao nulos, onde I é um conjunto infinito. Entdo M = @;c;M; ndo é nem artiniano
e nem noetheriano.

Para ver que M néo é noetheriano, basta considerar a familia {.J,, },,cry de sub-
conjuntos de I, tais que J,, C J,,, sempre que n < m. Assim, podemos construir
a cadeia estritamente crescente Py C P, C --- C P}, C ---, onde Py, = ®jey, M;,
a qual € infinita.

Para o caso da artianidade de M, basta construir a familia { K}, },en, definida

por:
o Ko=1I

o Ky =1\{i1},ondei; € I;
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o Ky = I\ {il,’iQ}, onde 15 € I\ {il};
e ¢ assim sucessivamente.

Entdo € facil verificar que a cadeia Qg9 O @1 D --- D Qr D ---, onde
Qi = Piek, M;, € infinita. Portanto, M também ndo ¢ artiniano.

O préximo resultado € ttil quando se quer mostrar a artinianidade ou a noethe-
rianidade de um mddulo.

Proposicao 2.3.7. Seja 0 — M, ENE VEEN My — 0 uma sequéncia exata curta
de R-modulos a esquerda. Entdo, M é noetheriano (resp. artiniano) se, e somente
se, M1 e My sdo noetherianos (resp. artinianos).

Demonstracdo. Vamos apresentar uma demostracio para o caso noetheriano. O
caso artiniano pode ser demonstrado de forma completamente andloga. Supo-
nhamos entdo que M seja noetheriano e consideremos as cadeias Ny C Ny C
-C N, C---elq CLyC.--C Ly C .- de R-submddulos de M; e
Mo, respectivamente. Desta forma, f(N1) C f(N3) € -+ C f(INg) € ---
e g (L) € g '(Le) C --- C g Y(Lg) C --- sdo cadeias crescentes de R-
submddulos de M. Da noetherianidade de M segue que existe um indice n € N
talque f(Ny) = f(Nn+tj) € g7 (Ln) = g~ (Ln+;), paratodo j > 1. Do fato que
f € injetora, segue que N,, = IN,,1;, para todo j > 1. Do fato que g € sobrejetora,
segue que L;,, = Ly, paratodo j > 1. Portanto, M; e M> sdo noetherianos.
Reciprocamente, suponhamos que ambos M; e M5 sejam noetherianos. Con-
sideremos uma cadeia P, C P, C --- C P, C --- de R-subméddulos de M. Esta
cadeia induz as seguintes cadeias

flP) () C--Cf (P S, em M

g(P1) S g(Pp) € Cg(br) S+, em My

Assim, da noetherianidade de M; e de Mo, segue que existem indices n; e no tais
que f7HPy,) = fH(Pay+j) € 9(Pny) = g(Pry+;), para todo j > 0. Tomando
n = max{ni,na}, obtemos que f~1(P,) = f1(Poy;) € 9(Py) = g(Pnj), para
todo 7 > 0.

Agora, dado j > 0, escolhemos x € P, ;. Assim, g(x) € g(P,), isto é, existe
y € P, talque g(z) = g(y), de modo que y — z € Nucg = Im f. Logo, existe
z € f7Y( Py ) tal que f(2) = y — 2. Como f~1(P,) = f~1(P.4;), segue que
f(2) =y —x € P,, de onde segue que x = y — f(z) € Py, ouseja, Pij = Py,
para todo 7 > 0. Isto mostra que M é noetheriano. O

Este resultado tem as seguintes consequéncias importantes.

Corolario 2.3.8. Sejam R um anel, M um R-mddulo a esquerda e N um R-
submaodulo de M. Entdo M é noetheriano (resp. artiniano) se, e somente se,
N e M/N sdo noetherianos (resp. artinianos).
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Para a demonstracdo deste coroldrio, basta considerar a sequéncia exata curta
0— N— M — M/N — 0 e aplicar o resultado acima.

O préximo resultado é uma consequéncia direta dos anteriores, € mostra que
uma soma direta finita de médulos noetherianos (resp., artinianos) é um médulo
noetheriano (resp., artiniano).

Corolario 2.3.9. Sejam R um anel e My, Ms, ..., M, R-mddulos a esquerda no-
etherianos (resp. artinianos). Entdo M = ®_,M; é noetheriano (resp. artini-
ano).

Estas propriedades de artinianidade e noetherianidade podem ser transferidas
para anéis, de modo natural, bastando considerar os médulos regulares R R e Rp.
Desta forma, temos o seguinte.

Definicao 2.3.10. Seja R um anel. Entdo dizemos que R é um:

e anel artiniano a esquerda (resp. a direita), se o0 médulo regular p R (resp.
Rp) € artiniano;

o anel noetheriano a esquerda (resp. a direita), se o médulo regular g R (resp.
Rp) é noetheriano;

e anel artiniano (resp. noetheriano) se R € artiniano (resp. noetheriano) a
esquerda e a direita, simultaneamente.

Finalizaremos esta secdo apresentando alguns exemplos de tais anéis. Estes
exemplos também mostram que as estruturas dos médulos regulares de um anel
podem ser muito distintas.

Exemplo 2.3.11. Considere R = { [ g "|.aezbece @}. Entdo R é um
anel noetheriano a direita que ndo é noetheriano a esquerda.
0 m
Comecamos observando que se n € Z e I, = 0 (2]" :m € Z ;, entdo

I, <; R (verifique!). Portanto, a cadeia
hchchc---Ccl,C---

ndo é estaciondria, ou seja, [2 ndo € noetheriano a esquerda.

Vamos verificar agora que R € noetheriano a direita, mostrando que todo ideal
a direita de R € finitamente gerado. Consideremos entdo [ <, . Vamos dividir
nossa argumentacao em casos.

Caso 1. VX = (a;;) € I, temos a1 = 0.

0 cy .
0 ez ] € 1, pois

IRt

Dado X = 8 Z , segue que para todo ¢ € Q, [
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de onde obtemos que I é isomorfo a um Q-subespaco vetorial de Q? da forma

V:{(y,z)EQQ: [8 Z] 6[}

assim, existem vetores v; = (y1,21) € va = (y2, 22) em V (ndo necessariamente
L. L), tais que V' =< wy,vy > e, consequentemente, (y,z) = a1(y1,21) +
az(y2,z2) = (oY1 + aoys, 121 + aaz2), para certos elementos oy, g € Q.

Portanto,
Oy | [0 »n 0 0 " 0 o 0 0
0 =z - 0 = 0 oq 0 2o 0

e segue que [ é finitamente gerado neste caso.

Caso 2. 3X = (a;5) € I, comay; # 0.
Seja n 0 menor inteiro positivo que aparece na primeira entrada de alguma
matriz em /. Assim, todo elemento de I pode ser escrito da forma

nk y
[O Z},comkeZey,zeQ

Pela defini¢@o de n, existem b, ¢ € Q tais que [ " ﬁ ] € 1, de onde segue que

0

n 0| | nb 10 cr
0 0| |0 ¢ 00 '
Vamos dividir nossa argumentacio em outros dois subcasos.

subcaso 2.1 Para toda matriz X = (aij) € I temos asg = 0.
kn gy
0 0

R

7(; 8 ] gera I como ideal a direita de R.

Neste caso, se X € I, segue que X = [ ] ,paraalgum k € Zey € Q.

Mas entdo, temos

e segue que [

Subcaso 2.2 Existe uma matriz X = (a;;) € I com azy # 0.
kn 1

] € I,onde k € Z,y1,21 € Qe
0 Z1

Neste caso, consideremos X = l

z1 # 0. Como l 7(; 8 ] € I, segue que

ERRERImE
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e também que

O yi|_|kn yi| |kn O
lo 211_[0 21] [0 O]GI

n y1|_ [ n O 0
[0 zll_lo 01+l0 zI]EI'

Tomando entdo um elemento qualquer [ T(;l Z ] € I, segue que

BRI

Z1

€, assim, temos

Y1

de onde segue que I € gerado por , como ideal a direita de R.

0
Portanto, em qualquer caso, todo ideal a direita de R € finitamente gerado, o
que mostra que R é noetheriano a direita.
Modificando um pouco o exemplo anterior, podemos construir um anel artini-
ano a direita que ndo € artiniano a esquerda. Os cdlculos serdo deixados ao leitor.

Exemplo 2.3.12. Seja R = { l g IC) ] ca€Q;b,ce R}. Entdo R é artiniano a

direita mas ndo € artiniano a esquerda.

Exercicios

1. Seja R um anel que satisfaz a condicio descendente de cadeia para ideais a
esquerda principais. Mostre que R possui um ideal a esquerda minimal.

2. Sejam R um dominio de integridade e a € R\ {0}. Mostre que se
<al >=<att >,

para algum inteiro positivo ¢, entdo a € invertivel. Conclua dai que todo
dominio de integridade artiniano é um corpo.

3. Mostre que se M é um R-mdédulo a esquerda noetheriano, entdo todo R-
endomorfismo sobrejetor de M é na verdade um R-isomorfismo.

4. Mostre que A D< T >D< 22 >D 0 é uma série de composigio para o
k[z]

A-moédulo regular A = — 5.

5. Sejam R um anel e M1, Mo, ..., M,, R-mdédulos a esquerda. Mostre que se
M = @}, M;, entdo
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Capitulo 3

Semissimplicidade

Comecamos este capitulo apresentando nogdes gerais sobre a semissimplici-
dade em anéis e médulos, para entdo apresentar o chamado Teorema de Wedderburn-
Artin, o qual classifica os anéis artinianos semissimples. Alguns exemplos sio
dados no decorrer do texto e finalizamos com um exemplo cldssico de um anel
semissimples que nao € artiniano.

Como dito no inicio destas notas, os médulos sdo uma generalizagcdo de espa-
¢os vetoriais. Entdo nada mais natural do que estudar os andlogos a certos inva-
riantes ou de certas propriedades importantes dos espacos vetoriais, na teoria dos
mddulos. Fizemos isto na se¢do anterior, estudando o conceito de comprimento de
um médulo. Uma propriedade fundamental dos espagos vetoriais € o fato que todo
subespaco € um somando direto do espaco que o contém. Neste capitulo pretende-
mos estudar os mdédulos que possuem esta mesma propriedade, ou seja, os médulos
cujos seus submodulos sdo somandos diretos. Faremos isto através do conceito de
semissimplicidade.

3.1 Nocoes Gerais

A ideia de uma estrutura simples ja apareceu neste texto. Vamos lembrar algu-
mas coisas que ja foram ditas anteriormente e introduzir conceitos novos. Inicia-
mos com as seguintes defini¢des basicas.

Definicao 3.1.1. Sejam R um anel e M um R-mddulo a esquerda. Dizemos que
M é um médulo:

e simples, se M # 0 e os tinicos submédulos de M sdo os triviais, a saber, 0 e
M;

o semissimples, se todo R-submddulo de M € um somando direto de M.

Muitas vezes na literatura o termo modulo irredutivel aparece como sinénimo
de médulo simples e o termo mddulo completamente redutivel, como sinénimo de

47
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médulo semissimples. Antes de apresentarmos alguns exemplos, vamos relembrar
uma caracteriza¢do de médulo simples.

Proposicao 3.1.2. Sejam R um anel e M um R-mdédulo a esquerda. Entdo as
seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

(i) M é simples;
(ii) M é ciclico e gerado por qualquer um de seus elementos ndo nulos;
(iii) M ~ R/I, para algum ideal a esquerda maximal I de R.

Passamos agora a apresentar alguns exemplos de médulos simples e semissim-
ples.

Exemplo 3.1.3. Os Z-médulos simples sdo isomorfos a Z/pZ, onde p é um ni-
mero primo.

Exemplo 3.1.4. Todo ideal minimal de um anel R € um mddulo simples.

Exemplo 3.1.5. Sejam k um corpo (ou um anel de divisdo) e V' um k-espaco
vetorial. Consideremos S = Endg (V') o anel das transformagdes lineares de V'
em V. Entdo V se torna um S-mddulo a esquerda via a seguinte acdode S: f-v =
f(v), Vf € S,v € V. Afirmamos que V' é um S-médulo simples.

De fato, pois se fixamos v € V' \ {0} e tomamos arbitrariamente u € V, entio
existe f € S tal que f(v) = u, ou seja, V. = Sv é um médulo ciclico gerado por
qualquer um de seus elementos ndo nulos. O resultado segue entdo da Proposicio
3.1.2.

Exemplo 3.1.6. Todo mddulo simples é semissimples, mas o médulo nulo € se-
missimples e ndo € simples.

Exemplo 3.1.7. Se k é um corpo ou um anel de divisdo, entdo todo k-espaco
vetorial € um moédulo semissimples.

De fato, pois se W é um subespaco de V, entdo, tomando uma base de W e
completando a uma base de V', podemos verificar facilmente que W € um somando
direto de V.

Antes do préximo exemplo, vamos introduzir um conceito novo.

Definicao 3.1.8. Sejam R um anel e M/ um R-mddulo a esquerda. Dizemos que
M € indecomponivel, se M # 0 e M nao pode ser escrito como uma soma direta
de quaisquer dois de seus submddulos ndo triviais, isto &, se M = N & L, entdo
N =0oulL =0.

Se k é um corpo ou um anel de divisdo, entdo um k-espacgo vetorial V' € inde-
componivel se, e somente se, V' é unidimensional. Assim, os conceitos de médulo
simples e médulo indecomponivel coincidem sobre espagos vetoriais, mas nio é



3.1. NOCOES GERAIS 49

sempre assim, quando trabalhamos com maédulos. De fato, todo médulo simples é
indecomponivel, mas a reciproca ndo vale: Z é um Z-mdédulo indecomponivel que
ndo € simples, pois os seus Z-submoddulos sdo da forma nZ, paran € Z. Mas se
m,n € Z, entdo nZ N mZ = mmec(m,n)Z. Como todo médulo indecomponivel
que ndo ¢ simples ndo pode ser semissimples, o proximo exemplo € imediato.

Exemplo 3.1.9. Z, visto como um mddulo sobre si mesmo, ndo é semissimples.

Na sequéncia, apresentaremos alguns resultados fundamentais que serdo uteis
para se obter caracteriza¢des da semissimplicidade. Comegamos por observar que
a semissimplicidade é herdada por submédulos e por médulos fatores. Mais preci-
samente, temos o seguinte resultado.

Lema 3.1.10. Seja M um R-mddulo a esquerda semissimples. Entdo:
(i) Todo submodulo de M é um R-modulo semissimples;

(ii) Toda imagem homomorfica de M é um R-mdédulo semissimples (equivalen-
temente, todo modulo fator de M é semissimples).

Demonstracdo. (i) Seja L um R-submédulo de M. Consideremos N < L. Mas
entdo, N é um submédulo de M e, consequentemente, existe K < M tal que
M =N®K.Portanto, L=MNL=(NoK)NL=(NNL)+(KNL)=
N+(KNL)=N&(KNL).

(7i) Sejam ¢ : M — L um R-epimorfismo e N um R-submddulo de L. entdo,
¢ Y(N) < M e, consequentemente, M = ¢~ }(N) @ K. Assim, dadoy € L,
existe + € M tal que y = (x). Portanto, existem elementos x; € o '(N) e
x9 € K tais que x = x1 + x2, de onde segue que y = () = p(x1) + p(x2) €
N + ¢(K), ou seja, L = N + ¢(K). Por outro lado, se z € N N ¢(K), entdo
existe a € K tal que z = ¢(a). Mas entdo, a € o '(N)N K = 0, ou seja,
z = (a) = ¢(0) = 0, e segue que L = N & ¢(K). Portanto, L é semissimples
como R-médulo. Como todo médulo fator de M é uma imagem epimorfica de M,
a tltima afirmacéo de (i7) é imediata. O

Antes de prosseguir, cabe observar que foi usado uma espécie de distributi-
vidade da interse¢do em relagdo a soma de submddulos, na argumentagio de (i)
do Lema acima. Em geral, uma tal distributividade ndo vale, mas quando um dos
modulos envolvidos é um submdédulo de qualquer um dos outros, entdo a distribu-
tividade vale. Esta era justamente a situagdo naquele momento.

Lema 3.1.11. Todo modulo semissimples contém um submodulo simples.

Demonstragdo. Sejam R um anel e M um R-médulo a esquerda semissimples
(logo, M # 0). Consideremos m € M, m # 0. Como Rm é um submddulo
de M, basta mostrarmos que Rm contém um submddulo simples. Para tanto,
consideremos a familia F de todos os submddulos de Rm que ndo contém m, a
qual é ndo vazia, pois 0 € F. Aplicando agora o Lema de Zorn (note que F é um
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sistema indutivo), obtemos que existe um elemento maximal em F, digamos N.
Do Lema 3.1.10, segue que Rm = N & N’. Vamos mostrar que N’ é um médulo
simples. Inicialmente, observamos que N’ # 0, pois m = n +n’, comn € N
en’ € N',ecomom ¢ N, segue que n’ # 0. Além disso, se 0 # N” é um
submédulo de N, entdo devemos ter N’ = N” & P, para algum submédulo P de
N’. Agora, pela maximalidade de N, devemos ter m € N & N”, de modo que

N @ N"” = Rm. Mas entio,
N&N'=Rm=NoeN =No(N'aP)

de onde segue que P = 0. Portanto, N” = N’ e temos que N’ é simples, como
queriamos mostrar. O

Para apresentarmos o nosso préoximo resultado, o qual d4 uma caracterizagio
dos médulos semissimples, vamos convencionar que a soma (direta ou ndo) de uma
familia vazia de submédulos é igual ao médulo nulo. Esta convengdo é itil para
que nossa argumentagdo seja vdlida inclusive no caso em que M = 0.

Teorema 3.1.12. Sejam R um anel e M um R-mddulo a esquerda. As seguintes
afirmagoes sdo equivalentes:

(i) M é semissimples;
(ii) M é uma soma de uma familia de submodulos simples;
(iii) M é uma soma direta de uma familia de submodulos simples.

Demonstracdo. Se M = 0, ndo ha nada a mostrar, pelas nossas convengdes assu-
midas antes. Portanto, em toda a demostragio, vamos supor M # 0.

(i) = (i1) Seja N = > ;c; S, onde {S;}icr é a familia de todos os R-
submodulos simples de M, a qual ndo € vazia pelo Lema anterior, ou seja, N # 0.
Assim, deve existir um submddulo P de M tal que M = N @& P. Se ocorrer
que P =# 0, entdo, pelo Lema anterior, existe 7" submédulo simples de P, ja que
P deve ser semissimples, por ser submddulo de um médulo semissimples. Mas
entdo, P N N = 0, uma contradicdo. Portanto, sé podemos ter P = 0 e, conse-
quentemente, M/ = N. Isto mostra que M € uma soma de submddulos simples.

(i) = (i4i) Suponhamos que M = 3 ,.;S;, onde {S;}icr ¢ uma fami-
lia de submddulos simples de M. Consideremos a familia F := {J C I :
Zje 7 M; é uma soma direta }. Pelas nossas convengdes, F # (). Como toda
cadeia em JF possui uma cota superior em JF (a saber, a unido de seus mem-
bros), segue do Lema de Zorn que existe I’ € F um elemento maximal. Seja
M' = ®cp M;. Afirmamos que M’ = M. De fato, pois para cada ¢ € I, M; é
um médulo simples, de onde decorre que M; N M’ = M; ou M; N M’ = 0. Se
ocorrer a segunda condigéo, entdo I’ U {i} 2 I’, o que contradiz a maximalidade
de I'. Portanto, M; C M’, para todo ¢ € I, ou seja, M = M’, como queriamos
mostrar.
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(7i1) = (¢) Suponhamos que M seja uma soma direta de submédulos simples,
digamos M = ®;crM;, onde M; ¢ um médulo simples, para todo 7 € I. Seja
N um submddulo de M. Usando a mesma argumentagdo acima, N N M; = M;
ou N N M; = 0. Entao ¢é facil verificar que N = @®;csM;, onde J = {i € I :
M; NN = M;}. Portanto, como M = (®esM;) © (BjensM;) = N & K, onde
K = ®jep s Mj, e segue que M € semissimples. O

Observamos que na prova de (i7) = (7it), de fato mostramos que toda soma
de submédulos simples ¢ uma soma direta. Na sequéncia, vamos transportar o
conceito de semissimplicidade de médulos para anéis, via 0 mddulo regular. Mais
precisamente, temos a seguinte definico.

Definicao 3.1.13. Seja R um anel. Dizemos que R € um anel semissimples a
esquerda (resp. a direita), se o médulo regular p R (resp. Rp) € semissimples.

Mais adiante vamos mostrar que o conceito de semissimplicidade para anéis
é simétrico, isto €, um anel é semissimples a esquerda se, e somente se, € semis-
simples a direita. Isto nos permite falar em anéis semissimples, sem usar nenhum
adjetivo de lateralidade. Antecipando-nos a este fato, passaremos a escrever que R
é um anel semissimples, sem especificar lateralidade, independentemente de qual
dos médulos regulares estamos considerando no momento.

Suponhamos agora que R é um anel semissimples (a esquerda), entdo R =
®jeslj, onde I; € um ideal a esquerda simples, para todo j € J. Como estamos
supondo que R tem unidade, entdo devemos ter 1z = > 7 ; a;, onde a; € Iy,
1 <j < n. Seguedaiqueser € R,entdor =rl =7r>" ja; =3  ra; €
Z?zl I;,de onde segue que R = 1 &I ®---®1,,ondecadal; (1 < j <n)éum
ideal a esquerda minimal de R. Esta argumentacéo mostra que todo anel semissim-
ples possui uma série de composicao (a esquerda), e portanto, se R é semissimples
(a esquerda), entdo R ¢ artiniano a esquerda e noetheriano a esquerda. Assim, o
seguinte resultado é claro.

Proposicao 3.1.14. Todo anel semissimples é simultaneamente artiniano e noethe-
riano (a esquerda e a direita).

Vamos apresentar agora alguns exemplos.

Exemplo 3.1.15. Se D ¢é um anel de divisdo, entdo R = M, (D) é um anel sim-
ples, como ja sabemos. Além disso, o médulo regular z R é semissimples, de onde
segue que R € um anel semissimples.

De fato, pois I}, := {(ai;) : a;; = 0, se j # k} (conjunto de todas matrizes
com entradas ndo nulas somente na k-ésima coluna) é um ideal a esquerda de R,
como ja visto antes. Além disso, como D € um anel de divisdo, segue facilmente
que este ideal é minimal e, portanto, um submddulo a esquerda simples de pR.
ComorRR=1 G Is® - & I, segue que R € um anel semissimples a esquerda.
Analogamente, usando ideais a direita da forma I}, := {(a;;) : aj; = 0, sei #
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k}, concluimos da mesma forma que Rp é semissimples, ou seja, R é um anel
semissimples também a direita. Este é o fato que serd usado mais adiante para
mostrarmos que um anel R é semissimples a esquerda se, e somente se, R é um
anel semissimples a direita.

O préximo exemplo é fundamental e mostra como podemos fabricar mais
exemplos de anéis semissimples.

Exemplo 3.1.16. Suponhamos que R1, Ra, ..., R; sdo anéis semissimples. Entdo
R = R; X Ry X --- x R; € um anel semissimples.

Para vermos isto, observamos que g RR; = g% =11 @b ®--- @ I,, para
cadai = 1,2,...,t, onde I; € um ideal a esquerda minimal de R;, 1 < 5 < n;.
Assim temos

rR=®_ 1R = &_ (&)

e segue que pRR € um mddulo semissimples, ou seja, 2 € um anel semissimples,
como querfamos mostrar.
Como uma consequéncia dos dois exemplos acima, temos o seguinte.

Exemplo 3.1.17. Sejam D1, Ds, ..., D, anéis de divisdo. Entdo
R := Mn1 (Dl) X ./\/ln2 (DQ) X o+ X Mnr(Dr)
¢ um anel semissimples.

Na verdade vale muito mais que isto. Veremos que, a menos de isomorfismos,
todo anel semissimples é deste tipo, ou seja, o exemplo acima classifica todos os
anéis semissimples. Este é o conteido do Teorema de Wedderburn-Artin, o qual
serd apresentado na préxima secao.

3.2 O Teorema de Wedderburn-Artin

Nesta se¢@o, como diz seu titulo, vamos apresentar o assim conhecido Teorema
de Wedderburn-Artin, o qual nos d4 uma classificacdo dos anéis semissimples.
Faremos isto a partir da estrutura do mddulo regular p R.

O resultado original de Wedderburn classifica as dlgebras finito-dimensionais
sobre um corpo qualquer. Estas dlgebras eram chamadas de sistemnas de niime-
ros hipercomplexos naquela época. Vinte anos mais tarde, Artin generalizou o
resultado de Wedderburn para anéis satisfazendo ACC e DCC simultaneamente,
substituindo a finito-dimensionalidade pelo comprimento finito do médulo regular.
Nossa exposicdo segue uma linha mais atual do que aquelas usadas nos trabalhos
originais. Por exemplo, usamos apenas a artianidade do médulo regular, pois esta
implica sua noetherianidade, conforme o Teorema de Hopkins-Levitzki, o qual é
apresentado no ultimo capitulo.

Comecaremos nossa tarefa com o seguinte resultado importante.

Teorema 3.2.1. Seja R um anel. Entdo as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
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(i) O mddulo regular p R é semissimples;

(ii) Todos os R-médulos a esquerda sdo semissimples;
(iii) Todos os R-mdodulos a esquerda finitamente gerados sdo semissimples;
(iv) Todos os R-mddulos a esquerda ciclicos sdo semissimples.

Demonstragdo. As implicagdes (i) = (i17) = (iv) = (i) sdo claras. Assim, s6
precisamos mostrar a implicagéo (i) = (¢4). Para tanto, suponhamos que o médulo
regular p R seja semissimples e consideremos M um R-mddulo a esquerda. Como
M =3, cym Rm, basta mostrar que Rm é semissimples, para todo m € M. De
fato, pois se pR = @leli, onde I; é um ideal a esquerda minimal de R, segue que

Rm:(Il@12@"'@Ik)m:Ilm+[2m+---+lkm

e assim, sO precisamos mostrar que cada um dos médulos I;m € um R-submédulo
simples de Rm. Para esta finalidade, fixamos i € {1,2,...,k} e consideremos
L um R-submédulo de I;m. Se L # 0, podemos tomar 0 # x € L para obter
xr = a;m, para algum a; € I;. Mas entdo, (L : m); = {r € I : rm € L} é
um R-submddulo de I;, como é ficil ver, de onde segue que (L : m); = I;, ja
que 0 # a; € (L : m); e I; é simples. Portanto, L = I;m, e segue que I;m &
simples. Como 7 foi tomado arbitrdrio, temos o resultado pretendido. Isto finaliza
a demonstracdo do teorema. O

Para apresentar a classificacdo dos anéis semissimples, vamos necessitar de
alguns resultados auxiliares, que passaremos a discutir no que segue. Para o pri-
meiro deles, usaremos a seguinte notacdo: se R é um anel semissimples e I € um
ideal a esquerda minimal de R, entdo escreveremos [?; para denotar o conjunto
Rr:=%{J < R:J~1I}. Podemos enunciar entdo o seguinte resultado.

Lema 3.2.2. Com as notacdes acima, valem as seguintes afirmacoes:
(i) Ry é um ideal (bilateral) de R;

(ii) Se I e J sdo ideais a esquerda minimais de R tais que I % J, entdo RiRy =
0.

Demonstracdo. (i) Precisamos apenas mostrar que R absorve multiplica¢do pela
direita. Para tanto, basta mostrar que se J <; R é tal que J ~ I, entdo Jr C Ry,
para todo r € R. Com esta finalidade, dado r € R, consideramos a aplicacio
fr + J — R, definida por f.(x) = xr, para cada x € J. Assim, f, é um R-
homomorfismo, pois se a € R,z € J, entdo f,(ax) = (azx)r = a(xr) = af.(x).
Mas entdo, Nuc f, = 0 ou Nuc f, = J, uma vez que J é um ideal a esquerda
minimal de R. No primeiro caso, temos Jr = Zm f, ~ J =~ I e no segundo,
Jr = 0. Assim, em ambos os casos, devemos ter Jr C Rj;, o que mostra o
resultado desejado.
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(17) Sejam I e J ideais a esquerda minimais de R tais que I % J. Queremos
mostrar que Ry R; = 0. Para tanto, basta mostrar que se L, K <; R s@o tais que
L ~TeK ~ J,entdo LK = 0, pois todo elemento x € R; é da forma z =
Yriai,coma; € Ly ~ 1 (1 <4 < n),etodoelementoy € R; é da forma
y = > bj,comb; € Kj ~ J (1 <j<m). Observamos agora que se L ~ T
ey € K ~ J, entdo Ly = 0, pois do contrdrio, deveriamos ter Ly = K, pela
minimalidade de K. Assim, terfamos

(4)
I~L>Ly=K~J
o que é uma contradicdo. Logo, s6 podemos ter RyR; = 0, como queriamos
mostrar. O

Seja R um anel semissimples (a esquerda). Entdo, o médulo regular p R é
semissimples e podemos escrever

rRR = ]11@...@[1m e - P ITI@"'@ITnT
RI1 R[

Id

onde Ry, = > {J < R : Jéminimale J ~ I;},1 < k < r. Neste caso, pelo
resultado acima, temos R = Ry, @ --- @ Ry, como anel. Os ideais I;, na decom-
posicao acima sdo chamados de componentes homogéneas de R.

Para investigar a estrutura de um anel semissimples, precisamos entender um
pouco mais suas componentes homogéneas, bem como conhecer um pouco mais a
estrutura de anéis que sdo soma de ideais. O préximo resultado tem esta finalidade.

Antes, porém, observamos que se R = [ @ Io & --- & I, com [; <R, 1 <
j<meJ<RentioJ = J; B Jo® - D Jy,onde Jp < I (1 <k < n).
De fato, pois como estamos assumindo que R tem unidade, devemos ter 1p =
e1+ey---+ep,come; € I;,1 <i<n.Assim, 1 =12 = Zij eiej =y i e?,
pois e;e; € I;I; C I; N I; = 0,se i # j. Segue entdo da unicidade da escrita
em uma soma direta que e? = e;, isto &, {e;}"; é uma familia de elementos
idempotentes ortogonais de R. Além disso, como r = 1r = r1, segue que estes
elementos sdo centrais (isto é, comutam com todos os elementos de R). Portanto,
J=RI=0LLe - -&l,)]=JegdJea®-- @ Jey, onde Je; < Re; = I,
(1<i<n).

Lema 3.2.3. Sejam R um anel e I, 15, ..., I.; J1, Jo, ..., Js ideais (bilaterais) in-
decomponiveis de Rtaisque R=1 & 1,®---dIl, =J1 B JoB - B Js. Entdo,
r = S e, apds uma permutacdo nos indices, se necessdrio, I; = J;, 1 <1 < r.

Demonstracdo. Suponhamos R = 1 &---d I, = J; & --- & Js, entdo segue
que J1 < R e, usando a argumentagio acima, temos que J; = I1 & --- @ I/, com
I{ <I;; 1 <1 < r. Mas como J; € indecomponivel como ideal, concluimos que
existe k € {1,2,...,r} tal que J; = I} (i. &, os demais ideais I; na decomposi¢do
de J; sdo nulos). Reordenando os indices, se necessdrio, podemos escrever J; =
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I7. Assim, temos J; C I;. Argumentando de modo anélogo ao que fizemos acima,
mas com /; em lugar de J;, obtemos a outra inclusdo, ou seja, J; = I;. Repetindo-
se esta argumentacao tantas vezes quanto necessario, o lema fica demonstrado. [

O préximo resultado descreve mais precisamente a estrutura das componentes
homogéneas de um anel semissimples.

Lema 3.2.4. Seja R um anel semissimples (a esquerda). Entdo R = R1®---® R,
onde cada R;, 1 < i < r, é um anel simples com unidade, que possui um tinico
ideal a esquerda minimal, a menos de isomorfismos.

Demonstracdo. Pelos resultados anteriores, estd claro que se R é semissimples,
entdo podemos escrever R = Ry @& --- @& R,,ondecada R;, 1 < ¢ < r, é um
ideal bilateral, e portanto, um subanel de R, que contém um Unico ideal a esquerda
minimal, a menos de isomorfismos. Mais ainda, por uma argumentagdo anterior,
selp = e +62+~-+er,entéoel2 =¢;, R = ¢;R = Re; e R; € um anel com
unidade e; (1 < i <r).

Para finalizar a demonstracdo, precisamos mostrar agora que estes anéis R; sdo
simples, para cada i € {1,2,...,r}. De fato, pois se fixarmos i € {1,2,....,7} e
considerarmos 0 # I < R;, segue que I < R. Como todo ideal de R é também um
ideal a esquerda, obtemos que I € um R-submddulo do médulo regular i R, ou seja,
I é um modulo semissimples (por ser submédulo de um médulo semissimples).
Assim, I possui um ideal a esquerda minimal, digamos Iy. Pela argumentacio
feita antes do Lema 3.2.3, segue que [y = Re, para um certo idempotente e € R.
Considerando entdo a componente homogénea de R correspondente a este ideal
minimal /o, devemos ter Ry, = Rj, para algum j € {1,2,...,r}. Pela construgio
dos R;-s, s6 podemos ter Rj, = It;. Por outro lado, se J <; R € um ideal a esquerda
minimal de R tal que J C R;, entdo existe um isomorfismo ¢ : Iy — J e segue
que

J = (lo) = p(Re) = p(Ree) = p(loe) = lop(e) C I
de onde se obtém que I = R?;, ou seja, R; € um anel simples. Isto finaliza a nossa
demonstragao. O

Neste momento, sabemos que todo anel semissimples é uma soma direta de
suas componentes homogéneas, e que cada uma destas é um anel simples que pos-
sui um tnico ideal a esquerda minimal, a menos de isomorfismos. Descendo um
degrau a mais, vamos estudar a estrutura destes tltimos anéis. Comecamos esta
tarefa com o seguinte resultado importante.

Lema 3.2.5. (Lema de Schur) Sejam R um anel e M um R-mddulo a esquerda
simples. Entdo, Endgr(M) é um anel de divisdo.

Demonstracdo. Seja f : M — M um R-endomorfismo de M. Entdo, Nuc f e
Im f sdo R-submoddulos de M. Como M & simples, segue que estes modulos sdo
nulos ou iguais a M. Portanto, f é o homomorfismo nulo ou f € um isomorfismo,
como é fécil verificar. Assim, Endg(M) é um anel de divisdo, como queriamos
mostrar. O
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Na verdade, o argumento usado na demonstracdo do Lema de Schur mostra
que se M e N sdo dois R-médulos simplese f : M — N é um R-homomorfismo,
entdo f € um isomorfismo ou € o homomorfismo nulo. Assim, ou dois R-mdédulos
simples sdo isomorfos ou ndo existe nenhum homomorfismo nao nulo entre eles.
Muitas vezes encontramos na literatura o Lema de Schur dizendo exatamente isto.

Proposicao 3.2.6. (Rieffel) Seja R um anel simples. Suponhamos que R contenha
um ideal a esquerda ndo nulo I e seja D = Endg(I). Entdo R ~ Endr(Ip)
como anéis.

Demonstracdo. Consideremos a aplicacio

v: R — Endr(Ip)
or: I — T
a — ra

roo—

Afirmamos que ¢ € um homomorfismo de anéis. De fato, pois se ;s € R e
a € I, entdo temos

p(rt+s)(a) = pris(a) = (r+s)a =rat+sa = pr(a)+ps(a) = (p(r)+¢(s))(a)

(&

p(rs)(a) = grs(a) = (rs)a = r(sa) = ¢r(sa) = pr(ps(a)) = ((r) o ¢(s))(a)

Além disso, como R é um anel simples, segue que Nucp = 0 ou Nucyp =R.
Mas como ¢(1g) = id; € Endgr(Ip), s6 podemos ter Nucp = 0 e segue que ¢
¢ injetora. Para mostrar a sobrejetividade de ¢ vamos mostrar primeiro que (1) é
um ideal a esquerda de Endr(Ip) (onde estamos considerando Endg(Ip) como
um anel de operadores agindo a esquerda de I).

Comecamos por observar que se a € I, entdo existe um R-homomorfismo
definido da seguinte maneira: g, : I — I, go(z) = za, para todo x € I. De fato,
poissex,y € [er € R,entdo go(x +y) = (z+y)a = za+ya = go(z) + g4(y)
e go(rz) = (ra)a = r(zxa) = rgq(z). Portanto, g, € D, ou seja, a multiplicagdo
a direita por um elemento de I € um operador do anel D.

Tomando entdo a,b € [ e h € Endg(Ip), temos

h-(¢a(b)) = h(ab) = h(a)b = @n(a) (D)

ou seja, h o w4 = ppq) € Endr(Ip), paratodos a € I, h € Endr(Ip), de onde
segue que Endr(Ip)e(l) € ¢(I), ou seja, p(I) < Endr(Ip), como querfamos
mostrar.

Agora, pelo fato de R ser um anel simples e I # 0, segue que /R = R (pois
IR < R). Assim, ¢(R) = ¢(IR) = ¢(I)p(R). Portanto, Endr(Ip)p(R) =
Endr(Ip)p(I)e(R) C o(I)e(R) = ¢(R), ou seja, ¢(R) é um ideal a esquerda
de Endr(Ip). Para finalizar nossa demonstrag@o, basta observar que 1g,,q,(1,,) =
idr = ¢(1r) € ¢(R), para concluir que p(R) = Endr(Ip), isto é, ¢ é sobreje-
tora. O
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Sabendo que as componentes homogéneas de um anel semissimples sao anéis
simples que possuem um ideal a esquerda minimal, o resultado acima passa a nos
interessar justamente quando o ideal I do enunciado é minimal. Mais precisa-
mente, 0 seguinte coroldrio serd muito util.

Corolario 3.2.7. Seja R um anel simples que contém um ideal a esquerda minimal.
Entdo R ~ M, (D), para algum n > 1 e D um anel de divisao.

Demonstragdo. Seja I um ideal a esquerda minimal de R. Pelo Lema de Schur
(Lema 3.2.5) segue que D = End(r[I) é um anel de divisdo. Entdo, I possui uma
estrutura de (R, D)-bimédulo, como visto antes, e segue da proposi¢do anterior
que Endg(Ip) é um anel simples, pois R ~ Endg(Ip) como anéis.

Afirmamos agora que dimp I < oo. De fato, pois se dimp I = oo, entdo
K = {f € Endgr(Ip) : dimpIm f < oo} é um ideal préprio de Endr(Ip),
o que produz uma contradi¢do com a simplicidade do anel Endg(Ip). Logo, s6
podemos ter dimp I = n, algum n € N. Mas neste caso, Endr(Ip) é o anel das
transformacdes lineares de I em I, ou seja, Endg(Ip) ~ M,(D), e o resultado
estd demonstrado. O

Ja vimos antes que as matrizes coluna sdo exemplos de médulos simples sobre
um anel de matrizes com entradas em um anel de divisdo. Veremos agora que, a
menos de isomorfismos, estes sao os Unicos tais médulos.

Lema 3.2.8. Seja R um anel simples que possui um ideal a esquerda minimal 1.
Entdo R possui, a menos de isomorfismo, um vinico modulo a esquerda simples e
fiel isomorfo a I. Além disso, nestas condigcées, R ~ I ) onde 1™ significa a
soma direta de n copias de I.

Demonstracdo. Como R é simples, Ang(I) < R e R tem unidade, segue que
Ang(I) = 0, ou seja, I é um R-mddulo a esquerda simples e fiel. Seja agora M
um R-mdédulo a esquerda simples e fiel qualquer. Como Angr (M) = 0, deve exis-
tir m € M tal que Im # 0, de onde segue que Im = M, pela simplicidade de M.
Mas entdo, a aplicagdo ¢ : I — M definida por p(x) = zm é um R-epimorfismo.
Mais ainda, como Nuc ¢ <; I, segue que Nuc p = 0 e, consequentemente, ¢ é um
R-isomorfismo, ou seja, M ~ [. Portanto, a menos de isomorfismo, R possui um
unico médulo a esquerda simples e fiel.

Para a ultima parte do Lema, basta observar que nas hipéteses assumidas, R ~
M, (D), onde D = Endgr(I) e n = dimpl. Portanto, R ~ M, (D) ~ I,
onde I = {(a;j) € Myp(D) :a;; =0, se j # 1}. O

Estamos agora em condi¢des de enunciar o teorema de Wedderburn-Artin, que
¢ o principal resultado deste capitulo.

Teorema 3.2.9. (Wedderburn-Artin) Seja R um anel semissimples a esquerda.
Entdo

R~ Mnl (Dl) X Mn2 (DQ) X e X Mnt (Dt)
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onde Dy, Do, ..., Dy sdo anéis de divisdo e ni,na, ..., ny sdo inteiros positivos. O
niimero t e os pares ordenados (D;,n;) sdo unicamente determinados a menos de
permutagées. Além disso, existem exatamente t R-modulos a esquerda simples e
fiéis, dois a dois ndo isomorfos.

Demonstragdo. Quase todo o trabalho para a demonstracdo deste resultado ja foi
feito antes. Precisamos somente mostrar as unicidades. Para tanto, suponhamos
que R seja um anel semissimples tal que R ~ M, (D1) x My,(D3) x --- %
My, (Dy) e também R ~ M, (D}) x My, (D5) x - - - x M (DY), onde D;, D; sdo
anéis de divisdo, 1 < i <t,1 <[ < s. Seja V; o tinico médulo simples e fiel sobre
o anel R; = M, (D;). Entdo V; se torna um R-mddulo a esquerda, definindo-
se R; - V; = 0, se j # i. Desta forma, V; € um R-mddulo a esquerda simples.
Além disso, se i # j, segue que V; % V;. De fato, pois se ¢ : V; — V; é um R-
isomorfismo, entdo, para todo r € R, terfamos ¢(rv) = r¢(v), para todo v € V;,
mas tomando r = (0, ..., 1g;,0,...,0) € R obtemos r¢(v) = ¢(rv) = ¢(0) = 0,
ou seja, r € Ang(V;) =0, ja que v € V; foi tomado arbitrédrio e ¢(V;) = V;. Esta
contradicdo mostra que V; % V.

Portanto, repetindo-se este argumento com a outra decomposicio de R, obte-
mos que

Vl(”l) DD Vt(m’) ~ prR ~ Vl'(ll) DD V;’(IS)

e segue entdo do Teorema de Jordan-Holder (Teorema 2.2.2) que s = t, n; = [; e
rViepV/,1<i<r.
Para finalizar a prova, basta observar agora que

D} ~ Endg (V}) ~ Endg(V;) ~ Endr(V;) ~ Endg,(V;) = D;
Isto completa a prova do teorema. 0

Uma consequéncia direta deste resultado € que o conceito de semissimplici-
dade € simétrico. Como ja foi observado antes, tanto o médulo regular a direita
quanto o médulo regular a esquerda de um anel de matrizes sobre um anel de divi-
sdo sdo semissimples. Mais precisamente, temos o seguinte resultado.

Corolario 3.2.10. Seja R um anel. Entdo R é semissimples a esquerda se, e so-
mente se, R é semissimples a direita.

O seguinte resultado é muitas vezes referido na literatura como sendo o Teo-
rema de Wedderburn-Artin, e nos dd uma classificagdo dos anéis artinianos sim-
ples.

Corolario 3.2.11. Um anel artiniano é simples se, e somente se, é isomorfo a um
anel de matrizes sobre um anel de divisdo.

Demonstracdo. Seja R um anel artiniano e simples. Como R tem unidade, segue
que todo ideal a esquerda € um R-mddulo fiel. Além disso, como R € artiniano,
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todo R-mdédulo a esquerda possui um R-submédulo simples. Portanto, nas condi-
¢des acima, ou 12 é um anel de divisdo ou 12 € um anel simples que possui um ideal
a esquerda minimal. Portanto, R ~ M,,(D), para algum n > 1 e D um anel de
divisdo. A reciproca é clara. O

Note que se R ¢ uma k-algebra finito-dimensional e semissimples, entdo R ~
My, (D1) % - -x My, (D), onde cada D; é uma k-dlgebra de divisao de dimensdo
n; sobre k, pelo Teorema de Wedderburn-Artin. Observe agora que se k € um corpo
algebricamente fechado e D é uma k-dlgebra de dimensdo n, entdo o conjunto
{1,a,a?, ...,a"}, com 0 # a € D, é linearmente dependente sobre k, de onde
segue que a € algébrico sobre k, ou seja, a € k, de modo que D = k.

Portanto, se R é uma k-dlgebra finito-dimensional e semissimples e k & al-
gebricamente fechado, entdo R ~ M, (k) x --- x M, (k). Tomando entdo
k = C, obtemos que toda C-dlgebra finito-dimensional e semissimples € da forma
My, (C) x - -+ x My, (C), recuperando o resultado de T. Molien, que classifica
os sistemas de nimeros hipercomplexos sobre C, obtido em sua tese de doutorado
em 1892.

Finalizaremos esta se¢do com mais alguns exemplos.

Exemplo 3.2.12. O anel Z/nZ é semissimples se, e somente se, n € livre de qua-
drados.

De fato, pois se n = p1pa...px, com p; € p; primos distintos, sempre que 7 # 7,
entdo temos Z/nZ ~ N¥_, 7 /p;Z, e cada um dos anéis Z /p;Z é um corpo, portanto
um anel simples e artiniano. Mostre a reciproca (veja também os exercicios no final
do capitulo 5 para uma outra sugestao, usando o radical de Jacobson).

Apresentaremos agora um exemplo de um anel simples e ndo artiniano, mos-
trando que existem anéis simples que ndo sdo semissimples.

Exemplo 3.2.13. Sejam Ry C R, C --- C R, C --- uma cadeia de anéis simples
com a mesma unidade e consideremos R = UR;. Entdo IR é um anel simples.

De fato, pois se I <« R, I # 0, entdo I N R; é um ideal ndo nulo de R;,
para algum j > 1. Mas como R; é simples, segue que I N R; = Rj, ou seja,
1r=1gr, € INR; C I,esegueque [ = R.

Agora, no exemplo acima, consideramos R; = Moy; (D), onde D € um anel de
M 0
0 M
R = U;>0R;, onde Ry = D, e segue do exemplo anterior que 2 € um anel simples.

Observamos agora que se tomamos o elemento e; € R;, como sendo a matriz
que possui o elemento 1 na entrada (1, 1) e zeros nas demais, e consideramos e;
como elemento de R, via a inclusdo acima, segue que e;+1 = e;116; € Riy1, e
portanto temos uma cadeia decrescente Reg O Re; O -+ D Re,, D - -+

Por fim, note que e; ¢ Re;y1. De fato, pois do contrario, existiria j > i tal
que e; € Rje;qq e teriamos e; = Me; 1, para alguma matriz M/. Mas a entrada
(2¢12¢+1) da matriz Me;, 1 é nula, enquanto que a entrada (2/71, 2¢+1) da matriz

divisdo. Consideramos a inclusdo R; — R;y1 via M — . Assim,
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e; € 1. Portanto, a cadeia acima € estritamente decrescente e K ndo € artiniano a
esquerda.

Exercicios

1. Seja R um anel. Mostre que R € semissimples se, e somente se, toda sequén-
cia exata curta de R-mddulos a esquerda cinde.

2. Mostre que se R é um anel semissimples, entdo M,,(R) também é um anel
semissimples.

3. Seja R um anel semissimples e artiniano. Mostre que se ab = 0 implicar
a = 0 ou b = 0, para todos elementos de a,b € R, entdo R é um anel de
divisdo (i. é., todo anel artiniano semissimples sem divisores de zero é um
anel de divisdo).

4. Seja M um R-médulo a esquerda semissimples. Mostre que M é uma soma
finita de submddulos simples se, e somente se, M ¢ finitamente gerado.

5. Mostre que QQ é um Z-mddulo indecomponivel que nao € simples. Conclua
daf que Q ndo € um Z-mdédulo semissimples.



Capitulo 4

Uma Aplicacao da
semissimplicidade

A ideia deste capitulo € apresentar alguma aplicagdo da semissimplicidade.
Escolhemos para tanto uma aplicacfo na teoria de grupos, pois uma das mais in-
teressantes aplicacdes da semissimplicidade aparece na teoria de representagdo de
grupos finitos. Vamos procurar apresentar aqui a conexao entre estes dois topi-
cos. Nao entraremos em detalhes mais profundos e possivelmente seja necessario
consultar algum outro texto mais especifico, para dar maior suporte. Algumas in-
dica¢des bibliogréficas neste sentido sdo dadas no final do texto.

4.1 Acoes de grupos em conjuntos

Vamos assumir neste capitulo que todos os grupos sao finitos, embora alguns
resultados sejam vélidos para grupos quaisquer. Iniciamos lembrando o que é uma
acdo de um grupo em um conjunto.

Definicao 4.1.1. Sejam GG um grupo e X um conjunto. Dizemos que G age em X
se existir uma aplicacio

a: GxX — X
(g,r) = g-w

satisfazendo as seguintes condi¢des
() lg-x=z,Vr € X;
(i) g-(h-z)=gh-z,Yg,h € G,z € X.

Observe que na defini¢do acima, escrevemos g - = para indicar a imagem do par
ordenado (g,z) € G x X pela a¢do «, para simplificar a notacdo. Muitas vezes
faremos exatamente assim.

61
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Exemplo 4.1.2. Seja G um grupo e X um conjunto. Entdo a acfo trivial de G em
X édefinidaporg -z =z,Vr € X.

Exemplo 4.1.3. Sejam k um corpo e V' um espago vetorial. Entdo a acdo de k
sobre V' determina uma a¢@o do grupo multiplicativo k* := k \ {0} no conjunto
V' de maneira natural.

Exemplo 4.1.4. Seja X um conjunto. Entdo o grupo (Bij (X), o), das permuta-
¢oes de elementos de X, age em X de maneira natural, via o - © = o(z), para
todoso € Bij (X)ez € X.

Exemplo 4.1.5. Todo grupo G age em si mesmo via multiplicacdo, isto €, a apli-
cacdo o : G x G — G, dada por «(g,h) = g - h = gh define uma agdo de G em
G, chamada de acdo regular.

Dizemos que uma ac¢do o de um grupo G em um conjunto X € fiel, se « for
uma aplicacdo injetora ou, equivalentemente, se ag(x) = aop(x), Vo € X, entdo
g = h. A ag@o regular de um grupo em si mesmo e a agdo do grupo multiplicativo
k* sobre um k-espago vetorial sdo exemplos de ac¢Ges fiéis.

4.2 Representacoes de grupos finitos

Se GG age em X, dizemos que X é um G-conjunto. Observamos que se G é
um grupo e X € um G-conjunto, entdo para cada g € G fica definido uma fungdo
ag : X — X, dada por ay(z) = g - . Mais ainda, o, é de fato uma bijegao com
inversa ar,—1, pois se « € X, entdo ag(a,-1(2)) = ag(g™!-x)=g- (¢! - 2) =
g9~ ' -z =1g -z = x. Analogamente, ag-1 0y = idx. Portanto, ag_l = Qg-1.
Assim, se um grupo G age em um conjunto X, fica definido um homomorfismo de
grupos o : G — Bij X, dado por g — a4. Um tal homomorfismo de grupos € dito
uma representacdo de G por permutagoes.

Podemos, assim, recuper o Teorema de Cayley, o qual afirma que todo grupo G
¢ isomorfo a um subgrupo de um grupo de permutacdes. Para ver isto, basta tomar
X = ( e considerar a acdo de GG sobre si mesmo via multilicagdo. Desta forma, «
¢ injetivo. De fato, se g € G € tal que oy = idg, entdo g - * = gr = x, para todo
x € G, de onde segue que g = 15.

Reciprocamente, se o : G — Bij(X), g — o4, é uma representacdo por
permutacdes, entdo fica definido uma agdo de G em X, via g-z := ay(x), Vo € X.
Assim, as acdes de um grupo em um conjunto estdo em correspondéncia biunivoca
com as representacdes de G por permutagdes.

O que de fato nos interessa nesta secao sao as chamadas representacdes lineares
de um grupo. Vamos passar a defini-las agora.

Consideremos k um corpo e V um k-espaco vetorial n-dimensional. Se G
¢ um grupo finito que age em V, entdo podemos definir a aplicagdo ¢y : G —
Endy(V'), definida por ¢(g) = 14, onde ¢4(v) = g - v, paratodo g € G,v €
V. Considerando o conjunto Endy(V'), das transformagdes lineares de V em V/,
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munido com a opera¢do de composi¢do de fungdes, segue que 1 € uma aplicacio
que preserva estas operagdes. De fato, poisse g, h € Gev € V,entdo ¢ (gh)(v) =
Uy (v) = gh-v = g- (h-v) = 1, (5 (v)) = 1y 0y (v). Além disso, v:(16:)(v) =
lg-v=v,Yv e V,isto é, ¢¥(1lg) = idy.

Mas como End (V') ndo é, em geral, um grupo, ndo podemos falar em uma
representacdo de (G, de espécie alguma. Para corrigir este problema, restringimos o
conjunto Endy (V') ao conjunto das transformagdes lineares bijetoras de V em V.
Na literatura, este conjunto vem sempre representado por G L, (V') (ou GLy, k(V),
quando se faz necessdrio explicitar o corpo base). Assim, pelos argumentos discu-
tidos acima e mantendo as mesmas notagdes, a aplicacdo ¢ : G — GL,,(V'), dada
por ¥(g)(v) = ¢ - v é um homomorfismo de grupos. Podemos entdo enunciar a
seguinte definicio.

Definicao 4.2.1. Sejam G um grupo finito, k um corpo e V' um k-espago vetorial
n dimensional. Chamamos de uma representagio linear de G em V, a todo ho-
momorfismo ¢ : G — GL, (V). A dimensdo n de V sobre k ¢ dita o grau desta
representacao.

As representacdes lineares de um grupo finito G em um k-espago vetorial n
dimensional V' ddo origem as chamadas agdes lineares de G em V, da seguinte
maneira. Suponhamos que G ageem V viap : G x V' — V, segundo a Defini¢do
4.1.1. Entdo, para cada g € G estd definida uma aplicacdo p, : V' — V. Dizemos
que a agdo de G em V' € linear se p, € uma transformacio linear, para cada g € G.
Assim, escrevendo ¢-v para denotar py(v), dizemos que a agdo de G em V' ¢ linear,
se:

e lg-v=0v,Yv eV,
e g-(h-v)=gh-v,VYg,h € G,Yv € V;
® g (au+pv) =alg-u)+B(g-v)

Estas agdes lineares nos permitem considerar, com mais precisio, aquilo que
gostariamos de chamar de um G-médulo. Para tanto, precisamos considerar o anel
de grupo de G sobre k. Dados um grupo GG e um corpo k, definimos o anel de grupo
de G sobre k como sendo o k-espago vetorial com base G = {g1, g2, ..., gn }, OU
seja

k[G] == @] a9i;, i €k, 1 <i<n

com a soma usual de vetores e com uma multiplica¢do induzida por
(igi)(@jg;) = @ia;gig

e estendida por linearidade. E facil verificar que desta forma k[G] é um anel com
unidade 1y 1, onde 15 denota o elemento neutro do grupo G.

Também € ficil verificar que as aplicagdes ¢ : G — k|G|, dada por ¢(x) =
1gx é uma imersdo de G em k[G], e que ¢ : k — k[G], dada por ¢(a) = alg é
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uma imersdo de k em k[G]. Identificando os elementos a € k com os elementos
da forma alg, e os elementos g € (G com os elementos da forma 1y g, obtemos que
ag = ga, para todo a € k e todo g € GG. Portanto, podemos mostrar que o anel
k[G] s6 é comutativo se G for um grupo abeliano.

A conexdo entre os anéis de grupos e as acdes lineares de um grupo em um
espaco vetorial é dada no seguinte resultado.

Proposicao 4.2.2. Sejam G um grupo, k um corpo e V um k-espaco vetorial.
Entdo G age linearmente em V' se, e somente se, V é um k[G]-mddulo (a esquerda).

Demonstragdo. Suponhamos que G age linearmente em V' via p. Definimos uma
acdo de k[G] em V da seguinte forma: Paraz = )" o;g; € k[G] e v € V, tomamos
x-v =) a;(g;-v). Destamaneira, V' se transforma num k[G]-médulo a esquerda.
As propriedades aditivas seguem facilmente da linearidade das aplicacdes p,, para
cada g € G. Além disso, dados © = Y- g5,y = > Bjh; € k[G] e v € V, temos
z-(y-v) =3 i (32, Bihj-v) = 3 s aiBjgihj - v = 2y - v. Reciprocamente,
se V' é um k[G]-mé6dulo a esquerda, entdo definimos p : G x V' — V, por p,(v) =
( Ly g) - v. E facil verificar que esta aplicacio p define uma acio linear de G' em

O

De acordo com o resultado acima, podemos entdo fazer as seguintes defini¢des.

Definicao 4.2.3. Seja G um grupo finito que age linearmente em um k-espaco
vetorial V. Entdo, dizemos que a representacdo associada a esta a¢ao linear é:

e irredutivel, se V é um k[G]-médulo simples,
o semissimples, se V é um k[G]-mddulo semissimples,
e regular, se V = k[G] e a agdo de G € induzida pela multiplicacdo de G.

Exemplo 4.2.4. Sejam G = {e, g,¢*} o grupo ciclico de ordem 3, k = C o
corpo dos nimeros complexos e p a representacdo regular de G em C. Assim, as
transformagdes lineares p, possuem as seguintes matrizes na base B = {e, g, g%}

) [PQ]B =

S = O
= o O
_= o O
[ )

1 1
0], e [,092]3 = 0
0 0

O = O
= o O

1
[pels=| 0
0

Vamos agora na direcdo de mostrar que k|G| é um anel semissimples, com
algumas hipéteses razodveis sobre k. A semissimplicidade de k[G] vai garantir
que todo k[G]-mddulo a esquerda é semissimples, ou seja, uma soma de médulos
simples. Como as representacdes lineares de G estdo em correspondéncia com os
k[G]-mddulos, segue que as representagdes lineares de G sdo somas de representa-
coes irredutiveis. Portanto, para classificar as representacdes lineares de um grupo
finito, basta classificar as representagdes irredutiveis deste grupo. E € justamente
nesta tarefa que o Teorema de Wedderburn-Artin vem em nosso auxilio.
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Para facilitar nossa exposi¢do, a partir de agora, vamos assumir que k € um
corpo de caracteristica zero. Vamos apresentar o resutado que nos permite analisar
uma representacao de um grupo finito por meio de suas representacdes irredutiveis.

Teorema 4.2.5. (Teorema de Maschke) Sejam G um grupo finito, k um corpo (de
caracteristica zero). Entdo k[G] é um anel semissimples.

Demonstragdo. Sejan =| G |. Consideremos V' um k[G]-submédulo a esquerda.
Para mostrar que k[G] é semissimples, precisamos mostrar que k[G] = V & W
para um certo k[G]-submddulo a esquerda W. Como todo k[G]-mddulo possui
uma estrutura de k-espaco vetorial, podemos escrever k[G] = V @& U, onde U é um
k-espaco vetorial (isto é, podemos decompor o k-espaco vetorial k[G] como uma
soma direta de k-espagos vetoriais). Consideremos a projecdo linear 7 : k|G] — V'
com nucleo U, associada a decomposi¢do k|G| = V@U. Assim, 7 é uma aplicagéo
k-linear, mas ndo necessariamente k[G]-linear. O que vamos fazer agora é construir
uma aplicagio k[G]-linear a partir de 7, para obter nossa decomposi¢@o pretendida.
Vamos definir 7* : k|G| — k|G|, por

Z g '7(gw).
gGG

Vamos mostrar agora que 7*(k[G]) = V e que k[G] = V & (id — 7*)(k[G]), como
k[G]-mddulos.
Tomando y € k[G] e g € G, segue que 7(gy) € V, de onde se deduz que

Zh mw(hgy) €V

hEG
Além disso, se € V, entdo
1
Zg 7(gx) Zg gr=-—nr==w
geG gEG n

ou seja, Zm 7" = V. Mais ainda, (7*)2 = 7*. Portanto, 7* é uma projecio e
segue que

k[G] = 7*(k[G]) & (id — m*)(k[G]) = V & (id — 7)) (k[G])

Resta mostrar agora que W = (id — 7*)(k[G]) € um k[G]-submébdulo, ou seja,
que 7 é um k[G]-homomorfismo. Para tanto, consideremos h € G, = € k[G].
Entao temos

hln*(ha) = Zh Ly~ tn(gha) = Zy m(yz) = 7" (x)
" gea e

ou seja,
©*(hx) = hn*(z),Vh € G,z € k[G].
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Assim, tomando um elemento qualquer de W, da forma (id — 7*)(z), obtemos
h((id — 7*)(z)) = ha — n*(hz) = (id — 7*)(hx) € W.
Isto termina a nossa demostracao. O

Gostariamos de observar que uma peca fundamental na argumentacdo acima
foi usar o fato de que n =| G | é um elemento invertivel em k. Foi justamente
neste momento que usamos a hipétese de que a caracteristica de k é zero. De fato,
esta mesma argumentacio funciona bem se supormos, em lugar de caracteristica
zero, que a caracteristica de k néo divide a ordem de G.

Quando assumimos que k é um corpo algebricamente fechado, podemos dizer
mais a respeito do anel de grupo k[G]. Para o préximo resultado, vamos lembrar
da teoria de grupos que dois elementos z,y € G, onde G € um grupo qualquer,
sdo ditos conjugados, se existe g € G tal que z = gyg~!. Mais ainda, a relagio
x estd relacionado com y se, e somente se, x e y sdo conjugados, determina em G
uma relacio de equivaléncia, cujas classes sdo chamadas de classes de conjugacdo
de G.

Corolario 4.2.6. Sejam G um grupo finito de ordem n, k um corpo algebricamente
fechado (de caracteristica zero). Entdo

k[G] ~ My, (k) ® My, (k) @ --- ®& M, (k)

onde n = n? +n3 + --- + n2. Além disso, k[G] possui exatamente v médulos
simples ndo isomorfos de dimensoes respectivamente iguais a ny,na, ..., N, sobre
k, e r coincide com o niimero de classes de conjugacdo de G.

Demonstragdo. Pelo Teorema de Maschke, k|G| é um anel semissimples. Do Te-
orema de Wedderburn-Artin, segue que

k[G] =~ My, (D1) ® My (D2) ® -+ - & My, (Dy)

onde D; = Endyg) (Vi) € um anel de divisdo, sendo V; médulos simples sobre
k[G]. Assim, D; é finito-dimensional sobre k, de onde segue que D; = k, pois k é
algebricamente fechado. Portanto,

K[G] ~ My, (k) & Mp, (k) @ - - - & M, (k)

como afirmado no enunciado. Além disso, computando dimensdes sobre k, obte-
mos do isomorfismo acima que

2 2 2
n=nj+n;+---+n,..

Resta mostrar que o nimero de classes de conjugacdo de GG € igual a r. Co-
megamos observando que dimyZ(k[G]) = r. De fato, pois o centro de um anel
de matrizes M,, (k) é o conjunto das matrizes escalares al,,, e com isto, segue do
isomorfismo acima que dimy Z (k[G]) = r.
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Observamos agora que para cada classe de conjugacgdo C; de G, podemos con-
siderar o elemento ¢; = } ¢, * € k[G]. Assim, se g € G, entdo g g =ci e
segue daf que todos estes elementos ¢; estdo no centro de k[G]. Além disso, como
podemos considerar {c;} um subconjunto de G, segue que {c¢;} € um conjunto li-
nearmente independente sobre k (por ser um subconjunto de uma k-base de k[G]).

Mais ainda, se 3_ c; g9 € Z(k[G]), entdo para cada h € G, temos

Z agg = hil(z agg)h = Z aghflgh

gelG geG gelG

ou seja, da escrita tinica dos elementos de k|G|, segue que oy = aj,~145, 0 que por
sua vez implica que > ¢ g € uma combinagdo linear dos elementos do conjunto
{¢;}. Portanto, {c;} é uma k-base de Z(k[G]) e, consequentemente,

r = dimgZ(k|G]) = nimero de classes de conjugacdo de G

e o Corolario esta demonstrado. O

4.3 Representacoes irredutiveis de S5 sobre C

Nesta breve secdo, como uma aplicacdo do que foi discutido até aqui, va-
mos classificar as representacdes irredutiveis de S3 (o grupo das permutagdes de
trés elementos) sobre C. Assim, considerando S3 como o grupo das permuta-
¢des dos simbolos 1,2 e 3, e notando uma permutagio por (ajas...a,), para di-
zer que o elemento a; € levado no elemento a;411, 1 < ¢ < r—1¢ea, € le-
vado em a1, deixando fixos os elementos que ndo aparecem nesta escrita, temos
S3 = {(1), (12), (13), (23), (123), (132)} ¢ | S5 |= 6.

Lembramos ainda da teoria de grupos que S3 é um grupo gerado por dois ele-
mentos, digamos T e o, sujeitos as seguintes relagdes: 72 = (1), 0% = (1) e
o7 = 702, Por exemplo, podemos tomar 7 = (12) e o = (123). Mais ainda, S3
possui um subgrupo normal de indice dois, a saber, N =< ¢ >. Além disso, como
elementos conjugados em S,, possuem a mesma estrutura de ciclos, segue que exis-
tem 3 classes de conjugacdo em S3, a saber, C; = {(1)},C2 = {(12), (13),(23)}
e C3 = {(123), (132)}. Estas informagdes serdo usadas no decorrer de nossa argu-
mentacao.

Usando entdo o Coroldrio 4.2.6, obtemos que

(CS?) = Mn1 ((C) D an ((C) D Mns (C)

com 6 = n? + n3 + n3. Como CS3 ndo é comutativo, segue que pelo menos um
dos indices n; deve ser diferente de 1. Portanto, n; = no = 1 e ng = 2, ou seja,
S3 possui duas representagdes irredutiveis unidimensionais e uma bidimensional.
Assim, podemos melhorar a decomposicdo de CS5 para a forma

CS3 ~Ca Ca My(C)
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Vamos encontrar as representa¢des de grau 1 de S3 sobre C. Seja entdo V um
C-espago vetorial unidimensional, digamos V' = Cwv. Observamos agora que a
acdo trivial p : G — GL1(V), pg = idy, para todo g € S3 é uma representagio
linear de S5 sobre C, como € facil verificar.

Seja N =< ¢ > um subgrupo normal de indice 2. Definimos entdo p : S5 —
GL1(V), por pg =idy,se g € N e p, = —idy,se g ¢ N. Assim, se g,h € S3,
com gh € N entdoou g,h € N ou g,h € N e, consequentemente, p,j, = idy =
pg © pr. O mesmo acontece, se gh & N (verifique!). Assim, p € uma representacdo
linear de S5 sobre C.

Procurando a representagao irredutivel de grau dois de S5 sobre C, e tendo em
mente as relacdes dos geradores de S3, observamos que se w € C € umaraiz cibica
primitiva da unidade, entdo

ol -l [ s -[]
a5 a]= el

portanto, a aplicacdo ¢ : S3 — G L2(C), induzida por

r—>Oler—>wo
T 10 7 0 w?

¢ claramente um isomorfismo de grupos. Assim, tomando V' um C-espago vetorial
de dimensdo 2, digamos com base B = {ej,ea}, podemos definir p : S3 —
GL»(V), induzida por

o €
Ewo

2
Pz €1 €2, pPri€atrrel, Pyl€lrrwel € pPyley— Wey

para obtermos uma representagao linear de S3 sobre C.

Vamos verificar agora que a representacio acima ¢é de fato irredutivel. Para
tanto, precisamos mostrar que nio existe nenhum subespaco unidimensional de V'
que seja invariante pela agdo linear de S5 dada por:

r-€e1 =€z, Tr-€y=e€1, Yy-€1 =wey ¢€ y~62=w2€2.

De fato, pois é evidente que o subespaco Ce; ndo é fixo por x. Dado W um
subespaco unidimensional de V', segue que existe A € C tal que W = C(e + \ea).
Suponhamos que W seja invariante por esta acdo de S3. Entdo devemos ter

xT - (61 + )\62) =eg+ Aej € (C(el + )\62)

de onde segue que existe « € C tal que Ae; + ea = ae; + ales, ou seja, sO
podemos ter « = A = 1 ou a = A = —1. Agora, por outro lado, temos

y-(e1+ex) =we + w?es Z C(e1 + e2)
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y-(e1 —ez) = wep — w?ey & Cey + e3)

o que € uma contradi¢ao.

Portanto, ndo existe nenhum subespaco unidimensional de V' que fique fixo
pela acdo de Ss, isto é, V ndo possui nenhum C.S3-submédulo préprio, ou ainda,
V' € um CS3-mdédulo simples e, portanto, V' é uma representacéo irredutivel de grau
2 de S5 sobre C. Completamos assim a classificagdo das representacdes lineares
irredutiveis de S3 sobre C.

Exercicios

1. O objetivo deste exercicio é mostrar que se G € um grupo ciclico de ordem
n e k é um corpo de caracteristica zero (ou cuja caracteristica nao divida a
ordem de (7), entdo existe um isomorfismo de anéis

Kl = — )g)i >

Seja k um corpo de caracteristica zero e G =< a : a’* = 1 >, um grupo
ciclico de ordem n gerado por um elemento a. Mostre que:

(i) @ : k[X] — k[G], dado por ®(f(z)) = f(a) é um epimorfismo de
anéis.
(i) Nuc® =< X" —1 >.
(iii) Conclua que k[G] ~ k[X]/ < X™ — 1 > como anéis.

2. (Continuagdo do exercico anterior) Com as mesmas hipéteses do exercicio
anterior, use o Teorema Chinés de Restos para concluir que

_ k[X] k[X]
kle) = <p(X)> 7 <p(X) >

onde X" — 1 =pi(X)---p(X) é a fatoragdo de X" — 1 em fatores irredu-
tiveis em k[ X].

3. (Continuacdo do exercico anterior) Assumindo que & € k é uma raiz de
pi(X), 1 < i <t, nas hipéteses do exercicio anteior, mostre que

k[G] ~ k(&) & - -- @ k(&)

ou seja, neste caso, o anel de grupo k[G] é uma soma direta de extensdes
ciclotdmicas de k.

4. Considere G o grupo ciclico de ordem 7. Mostre que Q[G] ~ Q ® Q(¢&),
onde ¢ € uma raiz sétima primitiva da unidade.

5. Determine todas as representacdes lineares irredutiveis de Sy.
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Capitulo 5

J-semissimplicidade

No capitulo 3, estudamos a semissimplicidade de um anel, usando para tal a
estrutura de seus modulos. Agora, pretendemos dar uma outra abordagem a este
tépico, mas olhando internamente a estrutura do proprio anel. Este é o tema do
presente capitulo.

Para atingir nosso objetivo, na primeira se¢do introduzimos o conceito de ra-
dical de Jacobson de um anel e discutiremos algumas de suas propriedades. Na
secdo seguinte vamos mostrar que, num certo sentido, o radical de Jacobson da
uma medida de qudo longe o anel estd de ser semissimples. Assim, estudar a J-
semissimplicidade de um anel seria naturalmente o préoximo passo a ser dado no
estudo dos anéis ndo comutativos, segundo nossa linha de trabalho.

5.1 O radical de Jacobson

Vamos introduzir o conceito de radical de Jacobson de um anel, sem entrar-
mos em detalhes mais finos sobre a teoria dos radicais. Para que nossa defini¢cio
se torne mais natural, observamos que um corpo k age fielmente sobre qualquer
k-espago vetorial e, em particular, sobre seus espagos vetoriais unidimensionais
(simples). O mesmo ja ndo acontece quando passamos ao contexto dos médulos
sobre anéis. Como os mddulos semissimples sdo soma de seus submddulos sim-
ples, segue que os elementos do anel base que anulam todos os médulos simples
passam a ser indesejaveis para o estudo da semissimplicidade. Desta forma, vamos
reuni-los inicialmente num conjunto, que depois serd visto ser um ideal de fato.
Mais precisamente, temos o seguinte conceito.

Definicao 5.1.1. Sejam R um anel e S a familia dos R-médulos a esquerda sim-
ples. O radical de Jacobson de R é definido como sendo o conjunto

J(R) := Nyes Angr(V)

71
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Observamos que o radical de Jacobson de um anel € de fato um ideal bilateral.
Note que se V' é um R-médulo, entdo Anpr(V) é um ideal bilateral. Assim, J(R)
estd definido como uma intersec¢c@o de ideais bilaterais, sendo assim ele préprio
um ideal bilateral de R. Além disso, claramente 1z ¢ J(R), ou seja, J(R) # R.

Observamos também que J(R/J(R)) = 0. Esta condi¢do sempre deve ser
satisfeita para que um ideal possa ser um radical, mas como ndo introduzimos
o conceito formal de radical de um anel, precisamos verificar esta igualdade. De
fato, basta observar que todo R-mdédulo a esquerda simples é também um R/.J(R)-
moédulo simples, com agdo dada por (r + J(R))v = rv, para todo v € V, onde
V é um R-mddulo a esquerda simples. Esta acdo estd bem definida, pois J(R) C
Ang(V'), por defini¢do.

A discussdo acima nos diz que, num certo sentido, o anel R/.J(R) ndo possui
elementos indesejaveis ao estudo da semissimplicidade de um anel, conferindo ao
radical de Jacobson um papel importante neste estudo.

Existem vdrias formas equivalentes de definir o radical de Jacobson de um
anel. No que segue, vamos apresentar algumas destas formas, as quais dependem
muito mais da estrutura interna do anel do que de seus mdédulos. Isto vai também
na direcdo de facilitar o cdlculo do radical de Jacobson, quando necessario. Para
facilitar nossa escrita, vamos fixar alguma notagéo antes.

Observacao 5.1.2. Seja R um anel. Escreveremos:

(i) Maz;(R), para denotar a familia de todos os ideais a esquerda maximais de
R;

(i) Maz,(R), para denotar a familia de todos os ideais a direita maximais de
R.

Observe agora que se z € J(R) e M € Max;(R), entdo R/ é um R-
mdédulo a esquerda simples, de onde segue que x(R/9) = 0, ou seja, zR C 9N,
ou ainda, x € 9. Portanto, temos

x € N{M: M e Max;(R)}

Reciprocamente, se x € N{MM : M € Maz;(R)} e V é um R-mbdulo a
esquerda simples, entdo sabemos que V = Rwv, para todo elemento ndo nulo v €
V,eque Ang(v) € Maz;(R). Logo, xv = 0, para todo elemento v € V' \ {0}.
Portanto, zV = 0 e temos que z € Ang(V'). Como V foi tomado arbitrério, segue
finalmente que = € J(R).

A argumentag@o acima produz o nosso préximo resultado que muitas vezes
aparece como uma defini¢@o do radical de Jacobson de uma anel.

Proposicio 5.1.3. Seja R um anel. Entdo, J(R) = NZ, onde T percorre a familia
dos ideais a esquerda maximais de R.

Embora esta caracterizac¢do do radical de Jacobson seja mais conveniente para
se fazer cdlculos, ndo decorre imediatamente dela que J(R) seja um ideal bila-
teral. Alids, esta caracteriza¢do do radical de Jacobson via intersecdo de ideais a
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esquerda maximais, se tomada como defini¢do, deveria produzir o conceito de ra-
dical de Jacobson a esquerda e, de modo andlogo, terfamos o conceito de radical de
Jacobson a direita, como sendo a interse¢do de todos os ideais a direita maximais
de R. Felizmente, pode-se mostrar que estas duas intersegdes de fato coincidem, e
o conceito de radical de Jacobson se torna simétrico. Para ver que estas intersecdes
coincidem, vamos usar uma nova caracterizacao do radical de Jacobson ao nivel de
seus elementos.

Proposicao 5.1.4. Seja R um anel. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
(i) x € J(R);
(ii) 1 — rx possui um inverso a esquerda, para todo r € R;
(iii) 1 — rat é um elemento invertivel em R, para todos r,t € R.

Demonstragcdo. (i) = (ii) Suponhamos que existar € R tal que 1 —rz ndo possui
um inverso a esquerda em R. Assim, R(1 — rx) é um ideal a esquerda proprio de
R e, portanto, deve existir M € Max;(R) tal que R(1 — rz) C 9. Mas entdo,
comol—rx € Mex € J(R) = N{N: N € Max;(R)} (Proposi¢do 5.1.3),
segue que 1 € <M, o que ndo pode ocorrer.

(ii) = (i) Seja x € R e suponhamos que 1 — rz possua um inverso a es-
querda, para toda a escolha de r € R. Queremos mostrar que = € N{M :
M € Mazx;(R)}. De fato, pois se existir M € Max;(R) tal que z ¢ 9N, en-
tao M 4+ Rx = R, de onde segue que existem elementos a € M, r € R tais que
a+rx =1,ouseja, 1 —rex = a € M, o que ndo pode ocorrer.

(1) = (i4i) Sejam = € J(R) e r,t € R. Entdo, 2t € J(R) e 1 — r(xt)
tem inverso a esquerda, pela argumentacio acima. Assim, existe s € R tal que
s(1 — rat) = 1. Agora, como —rzt € J(R), segue que 1 — s(—rat) possui
inverso a esquerda, ou seja, existe u € R tal que u(1 — s(—rzt)) = 1. Mas entdo
s =1+ sratedai, 1 = u(l — s(—rxt)) = u(1l + srat) = us, de onde segue que
s é um elemento invertivel em IR, por ter inverso tanto a esquerda como a direita e,
além disso, v = 1 — rzt. Portanto, 1 — rxt € um elemento invertivel em R.

(797) = (i) Se 1 — rat ¢ um elemento invertivel em R, para toda a escolha de
r,t € R, entdo escolhendo ¢ = 1, obtemos que 1 — rx tem inverso a esquerda, para
todo r € R, e segue que x € J(R), pela argumentacdo feita em (i) = (1). O

A simetria do item (#i¢) da Proposig¢éo 5.1.4 garante entdo o seguinte resultado.
Corolario 5.1.5. Seja R um anel. Entdo,
J(R) =nN{M: M € Maz;(R)} =nN{N: N € Mazx,(R)}

O préximo resultado é um fato muito utilizado em teoria de anéis, o qual con-
fere uma maior importancia ao radical de Jacobson.

Proposicao 5.1.6. (Lema de Nakayama) Sejam R um anel e M um R-mddulo a
esquerda finitamente gerado. Se J(R)M = M, entdo M = 0.
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Demonstracdo. Seja M = Rmj + --- + Rmgs um R-mddulo ndo nulo, onde
{mi,...,ms} é um conjunto minimal de geradores. Entdo, m; # 0 e podemos
tomar um submédulo maximal de M que contém m, o qual existe pelo Lema de
Zorn. De fato, a familia de submoédulos proprios de M que contém Rm; € um
sistema indutivo (prove isto!). Vamos chamar um tal submddulo de N. Assim,
V = M/N é um R-médulo a esquerda simples, de onde segue que J(R)V = 0.
Portanto, J(R)M C Nwucw, onde 7 : M — M/N é a projegdo candnica. Por-
tanto, J(R)M # M, e o Lema de Nakayama estd provado. O

Cabe observar que a hipdtese de M ser finitamente gerado nao pode ser enfra-
quecida. Observamos que se p € Z € um primo, Z,) = {% : pndodivide b} e
M =<p > Z), entdo Z) € um anel local cujo tnico ideal maximal ¢ dado por
M =< p > Zy) = J(Z)), o qual € um subanel de Q. Além disso, podemos
mostrar que MQ = Q, mas Q # 0.

Chamamos a atenc¢éo para o fato de que M ter sido tomado finitamente gerado
como R-mddulo a esquerda foi fundamental na argumentacao feita acima, quando
usamos que a familia de R-submoédulos de M que contém Rm; € um sistema
indutivo.

Uma consequéncia importante do Lema de Nakayama, e que nos serd ttil mais
a frente, é o fato que J(R) é um ideal nilpotente, sempre que R for um anel artini-
ano a esquerda. Mais precisamente, temos o seguinte.

Definicao 5.1.7. Sejam R um anel e I um ideal (ideal a esquerda, ideal & direita)
de R. Dizemos que I é nilpotente, se existir n > 1 tal que I = 0, onde " :=

{Z a1a9...ay @ a; € I . O menor inteiro positivo n tal que I™ = 0 é chamado

finita )
de indice de nilpoténcia de 1.

Exemplo 5.1.8. Seja R um anel comutativo e // um R-mddulo ndo nulo. Entio
podemos mostrar facilmente que

(54)~{(5 ) enmend

€ um anel comutativo. Com esta notacao,

~(54)

¢ um ideal nilpotente com indice de nilpoténcia igual a 2, pois é fécil ver que
I’=0el#0.

Podemos entdo enunciar o nosso resultado.

Proposicio 5.1.9. Seja R um anel artiniano a esquerda. Entdo J(R) é um ideal
nilpotente.
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Demonstracdo. Como todo ideal (bilateral) é também um ideal a esquerda, a ca-
deia descendente

J(R)2J(R? 22 J(R)" 2 -

deve estacionar, ou seja, existe indice m tal que J(R)™ = J(R)™!. Seja I =
J(R)™. Afirmamos que I = 0. De fato, pois do contrario, como [ 2 — [, a familia
de ideais a esquerda K de R tais que K # 0 seria ndo vazia e, portanto, teria um
elemento minimal, pela artianidade de R. Chamando um tal elemento de L, segue
que L = Ry, paratodoy € L\ {0}. Mas entdo, [L = IRy = Iy = L, pois Iy é
um R-submédulo ndo nulo de L tal que I(Iy) = I?y = Iy # 0. Portanto,

J(R)L=J(R)IL=IL=L

e, como L = Ry é finitamente gerado, segue do Lema de Nakayama (Proposicdo
5.1.6) que L = 0, uma contradicio. O

O resultado acima nao vale em geral, sem a hip6tese de artianidade de R. Para
ver isto, considere R o anel das matrizes infinitas N x N triangulares superiores,
com apenas um ndmero finito de entradas nao nulas em um corpo. Neste caso,
¢ possivel mostrar que J(R) é o conjunto de todas tais matrizes que possuem as
entradas da diagonal principal nulas e que J(R) ndo é um ideal nilpotente.

O conceito de nilpoténcia pode ser feito para elementos. Com ele, podemos
relaxar um pouco a condi¢do de nilpoténcia para ideais.

Definicao 5.1.10. Seja R um anel e x € R. Entdo dizemos que = é um elemento
nilpotente, se existir n > 1 tal que 2" = 0. O menor tal inteiro € chamado de
indice de nilpoténcia de . Um ideal I (resp. ideal a esquerda, ideal a direita) de R
é dito um nil ideal (resp. nil ideal a esquerda, nil ideal a direita), se todo elemento
de I € nilpotente.

Note que todo ideal nilpotente ¢ um nil ideal, mas a reciproca nem sempre vale.

z :
Por exemplo, tomando R = #ﬁi e I, o ideal de R gerado pelos elementos
1720730
T1,%32,23, ..., entdo [ é claramente um nil ideal, mas nao € nilpotente. Também,

no exemplo das matrizes infinitas dado acima, o radical de Jacobson é de fato um
nil ideal que ndo € nilpotente.
Podemos enunciar o seguinte resultado geral.

Lema 5.1.11. Sejam R um anel e I um nil ideal a esquerda de R. Entdo, I C
J(R).

Demonstragdo. Sejam z € I er € R. Como [ é um nil ideal a esquerda, segue
que rx é um elemento nilpotente, pois rx € I. Digamos que o indice de nilpoténcia
de rz seja n. Entdo, temos

(1+rz+ (re)*+ (rz)® + -+ (re)" H(1 —rz) =1

de onde segue que 1 — rx possui inverso a esquerda. Consequentemente, aplicando
a Proposi¢do 5.1.4, obtemos que x € J(R), pois r € R foi tomado arbitrario. [J
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Finalizamos esta secio observando que segue da Proposi¢do 5.1.9 e do Lema
5.1.11, que o radical de Jacobson é o maior ideal nilpotente de um anel artiniano a
esquerda. Portanto, o ideal utilizado por Wedderburn esta definido para esta classe
de anéis, possibilitando que seus resultados sejam generalizados para estes anéis,
como foi feito por Artin.

5.2 J-semissimplicidade

Um dos objetivos desta se¢do € o de esclarecer a frase dita na introducdo deste
capitulo, onde se afirma que num certo sentido, o radical de Jacobson mede o quio
longe um anel estd de ser semissimples.

Teorema 5.2.1. Seja R um anel. Se R é semissimples, entdo J(R) = 0. A reci-
proca é verdadeira se R for artiniano a esquerda.

Demonstragdo. Suponhamos R semissimples. Entdo p R € semissimples, de onde
segue que p R é uma soma (direta) de R-mddulos a esquerda simples. Assim, se
x € J(R), z anula todos estes mddulos simples, ou seja, xR = 0, de onde se
obtém que x = 0.

Reciprocamente, suponhamos que R ¢ artiniano a esquerda e J(R) = 0. Con-
sideremos I; um ideal a esquerda minimal de R (o qual existe pela artinianidade
de rR). Vamos mostrar que /; € um somando direto de pR. De fato, pois como
J(R) = 0, deve existir M € Max;(R) que ndo contém I, pelo Teorema 5.1.3.
Assim, devemos ter 2t N [; = 0, pela simplicidade de ;. Além disso, pela maxi-
malidade de 91, segue que 9 + [} = R, ouseja, R=9M & [;.

Agora é s6 observar que 91 € artiniano a esquerda, por ser submdédulo de um
médulo artiniano, e repetir a argumentacio acima, com 9t em lugar de r R, para
obter pRR = Iy ® I @ --- @ I, onde I; € um ideal a esquerda minimal de R.
Portanto pI? é semissimples, como querfamos mostrar. O

Note que na argumentag@o acima s6 usamos a artinianidade de R para garantir
a existéncia de ideais minimais. Assim, o seguinte coroldrio fica evidente.

Corolario 5.2.2. Seja R um anel tal que J(R) = 0. Entdo todo ideal a esquerda
minimal, se existir, é um somando direto do modulo regular pR.

Observamos também que a hipétese de artianidade é fundamental na reciproca
do teorema acima, pois

J(Z) =N{pZ : p éum primo } =0

e Z ndo € semissimples, como visto antes.
Ap6s esta discussao introdutdria, apresentamos o conceito chave desta secao.

Definicido 5.2.3. Seja R um anel. Dizemos que R é Jacobson semissimples (ou
simplesmente, J-semissimples), se J(R) = 0.
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Usando esta terminologia, o Teorema 5.2.1 pode ser reescrito na seguinte forma.
Corolario 5.2.4. Seja R um anel. Entdo as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(i) R é semissimples;
(ii) R é artiniano a esquerda e J-semissimples.
O seguinte resultado € imediato.

Corolario 5.2.5. Seja R um anel artiniano a esquerda. Entdo, R/J(R) é o maior
anel fator de R que é semissimples.

Portanto, se R € um anel artiniano a esquerda, segue do Teorema de Wedderburn-
Artin que
R/J(R) ~ &2y My, (Di)

onde n; = dimp,(V;), D; = Endr(V;) e {V1, Va, ..., Vi } é um sistema de repre-
sentantes das classes de isomorfismos de R-mddulos a esquerda simples.

Como ja foi mencionado antes, nenhuma das condicdes de cadeia para moé-
dulos implicam na outra, em geral. Mas no caso do mdédulo regular p R (resp.
RpR), surpreendentemente, a condicao de cadeia descendente implica a condi¢do
de cadeia ascendente. Isto foi observado independentemente por Hopkins e Le-
vitzky, aproximadamente dez anos apds os trabalhos de Artin que estenderam o
Teorema de Wedderburn, usando ambas as condi¢cdes de cadeia em lugar da finito-
dimensionalidade usada originalmente por este dltimo. Vamos finalizar esta secao,
apresentando uma versao mais elementar do resultado de Hopkins-Levitzky.

Teorema 5.2.6. (Teorema de Hopkins-Levitzky - versdo fraca) Seja R um anel.
Se R ¢ artiniano a esquerda, entdo R é noetheriano a esquerda.

Demonstracdo. Suponhamos R artiniano a esquerda. Segue entdo da Proposi-
¢do 5.1.9 que J(R) € nilpotente, digamos, com indice de nilpoténcia n. Assim,
J(R)™ = 0, e podemos considerar a cadeia decrescente

R=JR)">J(R)?>>D---DJ(R)"=0.

Para obter o resultado desejado, vamos mostrar que cada um dos R-médulos a es-
querda N; = J(R)*/J(R)""! tem comprimento finito. De fato, como quocientes
de um anel artiniano a esquerda, IV; € artiniano, para cada indice 7. Observe agora
que V; é anulado por J(R), de onde segue que N; é um R/J(R)-médulo. Como
R/J(R) é semissimples, pelo Coroldrio 5.2.5, segue que N; é semissimples como
R/J(R)-médulo. Como a estrutura de R-médulo e de R/J(R)-médulo de N;
coincidem, segue que cada um dos R-mdédulos N; € semissimples e artiniano, de
onde segue que possuem comprimento finito, pelos resultados do Capitulo 3. Isto
mostra que o médulo regular r R possui uma série de composi¢do, de onde obte-
mos que rpR € noetheriano, ou seja, R € um anel noetheriano a esquerda, como
queriamos mostrar. O
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Note que Z € um noetheriano mas nao € artiniano. Logo, a condicio de cadeia
ascendente ndo implica a condi¢do descendente nem mesmo para anéis. Assim,
para anéis com unidade, a artinianidade € uma condi¢do mais forte que a noetheri-
anidade.

Exercicios
1. SejaZy, := Z/nZ,onde n = p{ ...p*, comp; # p;,sei # j. Mostre que:

(i) Os ideais de Z,, sdo da forma < a > / < n >,onde a | n em Z.
(ii) Os ideais maximais de Z,, sdo da forma < p; > / < mn >.
(iii) J(Zn) =<m >/ <n >,onde m = pipa...p.

(iv) Como Z,, é um Z-mdédulo artiniano (por ser finito), conclua que Z,, é
semissimples se, e somente se, n € livre de quadrados.

2. Seja R um anel. Mostre que J(M,(R)) = My(J(R)). Mostre também
que se R = I;e; R;, entdo J(R) = Tl;e; J(R;). O que se pode dizer, a
partir deste resultado, sobre o radical de Jacobson de anéis semissimples?

3. Sejam R um anel e / um ideal de R tal que R/I € um anel .J-semissimples.
Mostre que I O J(R). Conclua daf que J(R) é o menor ideal I de R tal que
o anel fator R/I é J-semissimples.

4. Sejam R e S dois anéis e f : R — S um epimorfismo de anéis. Mostre que
FUJ(R)) € J(S).

5. Mostre que a soma de ideais nilpotentes de um anel R € um ideal nilpotente.
Veja que o mesmo resultado ndo vale para nil ideais, em geral. Se R ¢é
artiniano, entfo todo nil ideal € nilpotente e, neste caso, a soma de nil ideais
€ um nil ideal.
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e Geometria Euclidiana Plana - J. L. M. Barbosa

e [sometrias - E. L. Lima

* A Matemdtica do Ensino Médio Vol. 1 - E. L. Lima, P. C. P. Carvalho, E. Wagner e A. C. Morgado
e A Matemdtica do Ensino Médio Vol. 2 - E. L. Lima, P. C. P. Carvalho, E. Wagner e A. C. Morgado
e A Matemdtica do Ensino Médio Vol. 3 - E. L. Lima, P. C. P. Carvalho, E. Wagner e A. C. Morgado
*  Matemdtica e Ensino - E. L. Lima

e Temas e Problemas - E. L. Lima, P. C. P. Carvalho, E. Wagner e A. C. Morgado

e Episodios da Historia Antiga da Matemdtica - A. Aaboe

e Exame de Textos: Andlise de livros de Matemdtica - E. L. Lima

e A Matemdtica do Ensino Medio Vol. 4 - Exercicios e Solugées - E. L. Lima, P. C. P. Carvalho, E.
Wagner e A. C. Morgado

e Construgoes Geométricas: Exercicios e Solugées - S. Lima Netto

e Um Convite a Matemdtica - D.C de Morais Filho

e Topicos de Matemdtica Elementar - Volume 1 - Numeros Reais - A. Caminha

e Topicos de Matemdtica Elementar - Volume 2 - Geometria Euclidiana Plana - A. Caminha
e Topicos de Matemdtica Elementar - Volume 3 - Introduc@o a Andlise - A. Caminha
e Topicos de Matemdtica Elementar - Volume 4 - Combinatéria - A. Caminha

e Topicos de Matemdtica Elementar - Volume 5 - Teoria dos Nimeros - A. Caminha
e Topicos de Matemdtica Elementar - Volume 6 - Polindmios - A. Caminha

e Treze Viagens pelo Mundo da Matemditica - C. Correia de Sa e J. Rocha (editores)

e Como Resolver Problemas Matemdticos - T. Tao

e Geometria em Sala de Aula - A. C. P. Hellmeister (Comité Editorial da RPM)

e Nimeros Primos, amigos que causam problemas - P. Ribenboim

*  Manual de Redagdo Matemdtica - D.C de Morais Filho
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COLECAO PROFMAT

«  Introdugdo a Algebra Linear - A. Hefez e C.S. Fernandez

e Topicos de Teoria dos Numeros - C. G. Moreira , F. E Brochero e N. C. Saldanha

e Polinomios e Equagoes Algébricas - A. Hefez e ML.L. Villela

e Topicos de Historia de Matemdtica - T. Roque e J. Bosco Pitombeira

e Recursos Computacionais no Ensino de Matemdtica - V. Giraldo, P. Caetano e F. Mattos
e Temas e Problemas Elementares - E. L. Lima, P. C. P. Carvalho, E. Wagner e A. C. Morgado
*  Niumeros e Fungoes Reais - E. L. Lima

e Aritmética - A. Hefez

e Geometria - A. Caminha

e Avaliagdao Educacional - M. Rabelo

e Geometria Analitica - J. Delgado, K. Frensel e L. Crissaff

*  Matemdtica Discreta - A. Morgado e P. C. P. Carvalho

e Matemdtica e Atualidade - Volume 1 - C. Rousseau e Y. Saint-Aubin

e Fundamentos de Cdlculo - A. C. Muniz Neto

*  Matemdtica e Atualidade - Volume 2 - C. Rousseau e Y. Saint-Aubin

Exercicios Resolvidos de Algebra Linear - A. Hefez e C. de Souza Fernandez

COLECAO INICIACAO CIENTIFICA

e Nimeros Irracionais e Transcendentes - D. G. de Figueiredo
e Nimeros Racionais e Irracionais - 1. Niven

«  Topicos Especiais em Algebra - J. F. S. Andrade

COLECAO TEXTOS UNIVERSITARIOS

e Introdugdo a Computacdo Algébrica com o Maple - L. N. de Andrade

e Elementos de Aritmética - A. Hefez

*  Métodos Matemdticos para a Engenharia - E. C. de Oliveira e M. Tygel

e Geometria Diferencial de Curvas e Superficies - M. P. do Carmo

*  Matemdtica Discreta - L. Lovasz, J. Pelikan e K. Vesztergombi

o Algebra Linear: Um segundo Curso - H. P. Bueno

e Introdugdo as Fungdes de uma Varidvel Complexa - C. S. Fernandez e N. C. Bernardes Jr.
e Elementos de Topologia Geral - E. L. Lima

e A Construgdo dos Niimeros - J. Ferreira

e Introdugdo a Geometria Projetiva - A. Barros e P. Andrade

e Andlise Vetorial Cldssica - F. Acker

e Funcdes, Limites e Continuidade - P. Ribenboim

e Fundamentos de Andlise Funcional - G. Botelho, D. Pellegrino e E. Teixeira
e Teoria dos Numeros Transcendentes - D. Marques

e Introdugdo a Geometria Hiperbdlica - O modelo de Poincaré - P. Andrade

o« Algebra Linear: Teoria e Aplicacoes - T. P. de Aratjo

e Introdugdo a Andlise Matemdtica na Reta - C. 1. Doering

e Topologia e Andlise no Espago Rn - R. Freire de Lima
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e Equacdes Ordindrias e Aplicacoes - B. Scardua
COLECAO MATEMATICA APLICADA

e Introdugdo a Inferéncia Estatistica - H. Bolfarine e M. Sandoval
e Discretizagdo de Equacgées Diferenciais Parciais - J. Cuminato e M. Meneguette

e Fenomenos de Transferéncia — com Aplicacées as Ciéncias Fisicas e a Engenharia volume 1:
Fundamentos - J. Pontes e N. Mangiavacchi

COLECAO OLIMPIADAS DE MATEMATICA

e Olimpiadas Brasileiras de Matemdtica, 1“a 8" - E. Mega e R. Watanabe

e Olimpiadas Brasileiras de Matemdtica, 9°a 16* - C. Moreira e E. Motta, E. Tengan, L. Amancio,
N. C. Saldanha e P. Rodrigues

e 2] Aulas de Matemdtica Olimpica - C. Y. Sh

e Iniciagdo a Matemdtica: Um Curso com Problemas e Solugées - K. 1. M. Oliveira e A. J. C.
Fernandez

e Olimpiadas Cearenses de Matemdtica 1981-2005 Nivel Fundamental - E. Carneiro, O. Campos e
M.Paiva

e Olimpiadas Cearenses de Matemdtica 1981-2005 Nivel Médio - E. Carneiro, O. Campos e M.Paiva

e Olimpiadas Brasileiras de Matemdtica - 17 a 24 - C. G. T. de A. Moreira, C. Y. Shine, E. L. R.
Motta, E. Tengan e N. C. Saldanha

COLECAO FRONTEIRAS DA MATEMATICA

e Fundamentos da Teoria Ergodica - M. Viana e K. Oliveira
e Topicos de Geometria Diferencial - A. C. Muniz Neto

e Formas Diferenciais e Aplicacoes - M. Perdigdo do Carmo

COLECAO MATEMATICA PARA O ENSINO

e Livro do Professor de Matemdtica na Educagdo Bdsica Volume I Niimeros Naturais - C. Ripoll, L.
Rangel e V. Giraldo

e Livro do Professor de Matemdtica na Educacdo Bdsica Volume Il Niimeros Inteiros - C. Ripoll, L.
Rangel e V. Giraldo
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