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Prefacio

Neste texto, nos propomos introduzir a teoria que estuda objetos ge-
ométricos através dos conceitos e técnicas do Célculo Diferencial, a qual,
naturalmente, designa-se Geometria Diferencial.

Mais especificamente, abordaremos, desse ponto de vista, as curvas e
superficies ditas regulares, as quais caracterizam-se pelo fato de que, em
cada um de seus pontos, hd um “espaco tangente” bem definido. Essa ca-
racteristica nos permite, entdo, introduzir o conceito mais fundamental da
Geometria Diferencial, o de curvatura, e, relativamente ao mesmo, estudar
e classificar esses objetos.

A Geometria Diferencial de superficies, em esséncia, foi introduzida por
Carl Friedrich Gauss (1777-1855) no célebre artigo, publicado em 1828,
intitulado Disquisitiones Generales circa Superficies Curvas.

Nesse artigo, Gauss propoe uma nova abordagem as superficies — atra-
vés de parametrizagoes locais — e introduz o conceito de curvatura (gaus-
siana), estabelecendo, entdo, dois belos e surpreendentes resultados que o
envolvem, hoje conhecidos como Teorema FEgregium e Teorema FElegantis-
simum. A compreensdo e a apreciacdo desses teoremas, juntamente com
aquele conhecido como Teorema de Gauss—Bonnet, constituem, aqui, o nosso
principal objetivo.

A teoria seréd apresentada em quatro capitulos. No primeiro, introduzi-
remos as curvas planas, bem como as espaciais. No segundo, consideraremos
as superficies regulares e construiremos a teoria do cédlculo diferencial das
fungoes definidas nas mesmas. O capitulo seguinte serd devotado ao estudo
das formas quadraticas, ditas fundamentais, o que nos conduzird aos con-
ceitos de comprimento e area em superficies, bem como ao de curvatura
gaussiana. No capitulo final, discutiremos sobre as noc¢oes de isometria e
geodésica, e concluiremos com a apresentacao dos supracitados teoremas.

Ronaldo F. de Lima
Natal, 25 de Outubro de 2016
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Figura 1: Gauss e seu Disquisitiones
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Preliminares

Ao longo do texto, faremos livre uso dos conceitos e resultados mais
elementares da Algebra Linear, da Topologia e da Analise em espacos eu-
clidianos, conforme discutido em [5]. Destacaremos aqui, com uma ligeira
mudanca de notacao, alguns deles.

Denotaremos por R™ o espago (vetorial) euclidiano de n dimensoes,
isto ¢, aquele formado pelo produto cartesiano de n cépias de R (de modo
geral, consideraremos apenas os casos n =2 e n = 3).

Indicaremos por e; o i-ésimo vetor da base canonica de R", isto é,
aquele que tem todas as suas coordenadas iguais a zero, exceto pela i-ésima,
que igual a 1. Assim, todo vetor v € R™ se escreverda como

n
v=(21,...,2n) = Y _@ie; = T1€1 + +* + Ten.
=1

Dotaremos R"™ de seu produto interno canénico (, ), o qual se define,
para v = (21,...,2n) € W= (Y1,-..,Yn), POT

n
(v,w) = Zmzyl =T1Y1+ -+ Toln -
=1

A norma advinda desse produto interno, dita euclidiana, serd denotada
por ||||. Dessa forma, para v = (x1,...,x,), teremos

ol = (v,0) =3+ + 3.

Dados p € R™ e r > 0, os conjuntos B(p,r) = {x € R™; ||z — p|| < r},
Blp,r] = {z € R"|lz —p|| < r} e S[p,r] = {z € R"; ||z — p[| = r} serdo
ditos, respectivamente, a bola aberta, bola fechada, e esfera, com centro em p
eraio r. As esferas de R"*! com centro na origem e raio 1 serdo denotadas
por S™.

Lembramos que um conjunto U C R™ ¢é dito aberto, quando, para todo
ponto p € U, existe r > 0, tal que B(a,r) C U (Fig. 2). Um subconjunto
de R™ cujo complementar é aberto é dito fechado.

Os fechados de R"™ caracterizam-se também pelo fato de coincidirem
com o seu fecho, isto é, C' C R™ é fechado se, e somente se, o limite de toda

)
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Rn

Figura 2

sequéncia convergente de pontos de C' é um ponto de C. Um conjunto
fechado C' que é também limitado é dito compacto.

Toda bola aberta de R™ é um conjunto aberto. Dado p € R", os semi-
espacos abertos determinados por p, a saber

{z e R",(z,p) >0} e {xeR" (x,p) <0},

sdo, igualmente, subconjuntos abertos de R"™. Em particular, o comple-
mentar de um semiespaco aberto, dito semiespaco fechado, é um conjunto
fechado. Sao também fechados todos os subespacos vetoriais de R". As es-
feras e bolas fechadas de R™ constituem exemplos de conjuntos compactos.

Dados C C R" e A C C, dizse que A é aberto em C, ou, equiva-
lentemente, aberto relativamente a C, se existe um aberto U C R"”, tal
que A =UnNC. Um conjunto B C C é dito fechado em C, quando seu
complementar em C' é aberto em C.

Todo conjunto C' C R™ é aberto e fechado em si mesmo. Consequente-
mente, o conjunto vazio é aberto e fechado em C. O conjunto A =1[0,1) é
aberto em C = [0,2), pois U = (—1,1) é abertoem R e A=UNC (note
que A ndo é aberto em R). Os hemisférios abertos de S™,

{$ S Sn’ <xaen+1> > 0} S {l’ S Sn’ <$a€n+1> < O}a

sdo abertos na esfera S™, pois sdo obtidos pela intersecao de S™ com os
semiespacos abertos de R™*!, os quais sdo determinados por e, .

Um conjunto C' C R™ ¢é dito conexro, quando, dentre os seus subcon-
juntos, os Uinicos que sao, simultaneamente, abertos e fechados em C' séo o
conjunto vazio e o proprio C. Caso contrario, C' é dito desconexo.

O espago R", bem como suas bolas e esferas, ¢ um conjunto conexo. A
unido de duas bolas fechadas e disjuntas de R™ é um conjunto desconexo.
Deve-se observar, entretanto, que nem toda unido disjunta é desconexa. Por
exemplo, A =[0,1) e B = [1,2] sdo disjuntos, porém C = AU B = [0, 2]
é conexo.
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Dado C C R"™, uma aplicacao
F:C—R"

é dita continua em p € C, quando, para toda sequéncia (py) em C cujo
limite é p, tem-se que a sequéncia (F'(pr)) converge para F(p) em R™.
Diz-se que F é continua quando é continua em todos os pontos de C. A
toda bijecdo continua cuja inversa é continua chama-se homeomorfismo.

Convém mencionar que as aplicagoes continuas caracterizam-se também
pelo fato de que as imagens inversas dos abertos (respectivamente, fechados)
de seus contradominios serem abertos (respectivamente, fechados) de seus
dominios. Outra caracteristica fundamental das aplicagdes continuas é a de
preservar compacidade e conexidade, isto é, a imagem de um compacto (res-
pectivamente, conexo) por uma aplicagdo continua é um conjunto compacto
(respectivamente, conexo).

A aplicacao

F: [0,2r) — St
t — (cost, sent)

é, claramente, continua e bijetiva. No entanto, F' nao é um homeomorfismo,
pois F~! ndo é continua. De fato, S' é compacto e [0,27) = F~1(S1) nao
é compacto.

A nocgao de derivada de aplicagoes entre espagos euclidianos desempenha
um papel fundamental no estabelecimento da Geometria Diferencial. Por
conseguinte, relembraremos aqui alguns de seus aspectos mais importantes,
0s quais serdo frequentemente considerados.

Dado um conjunto aberto U C R"™, uma aplicacao

F: U — R™
p = (Fi(p),..., Fu(p))

serd dita diferencidvel, se for de classe C'*°, isto é, se, em cada ponto de U,
cada funcao-coordenada F}, j = 1,...,m, tem derivadas parciais continuas
de todas as ordens. Nesse caso, a derivada de F' num ponto p € U, como se
sabe, é uma transformacao linear de R™ em R™, a qual denotaremos por

dF, : R" — R™.
A diferenciabilidade de F' em p expressa-se, entdo, através da igualdade
F(p+v) — F(p) = dFyv +r(v), (1)

em que a aplica¢do resto r = r(v) cumpre
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Convém observar que as igualdades (1) e (2) nos permitem interpretar
a derivada de F' em p como a melhor aproximacgao linear de F' numa
vizinhanca de p.

Dados uma aplicacao diferenciavel F': U C R®™ — R™ e p € U, relem-
bremos que a matriz de dFj, com respeito as bases canonicas de R" e R™,
respectivamente, é a dita matriz jacobiana de F' em p, a qual é dada por

fri) o 5)
[dFp] = : :
G o G )

Tomemos, como exemplo, uma aplicacdo linear F : R? — R3,
F(x1,x2) = (axq + bxe, cxy + dxo,ex1 + fx2), a,...,f € R.

Claramente, F ¢é diferencidvel e, para todo p = (z1,72) € R?, tem-se que
a matriz jacobiana de F' em p é

a b
[dFp]=1]¢c d |,
e f

a qual, nada mais é que a matriz de F' com respeito as bases canonicas de
R? e R3. Dai, tem-se
dFyv = Fv Vv € R?

isto é, para todo p € R?, a derivada de F em p é a prépria aplicacio linear
F. De modo andlogo, verifica-se que vale o mesmo para qualquer aplicagao
linear de R™ em R™.

No caso em que m = 1, isto é, quando temos uma funcao diferencidvel
F : U Cc R®" - R, a sua matriz jacobiana em p € U tem uma unica
linha, a qual identifica-se com um vetor de R", denotado por VF(p), dito
o gradiente de F' em p. Assim,

VEG) = (G0 g 0)

e, para todo v € R", tem-se
dFy0 = (VF(p),v).

Ainda com respeito a matriz jacobiana [dF)|, convém observar que,
denotando-se por w; o seu j-ésimo vetor coluna, tem-se

(oR OFm \ _ ..
w] = (w](p)?,axj(p)> = dee] .
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Logo, para todo vetor v = (a1 ,...,a,) € R", tem-se
n n n
dFyv =dFy(ay,...,ay) = dF, Z ajej | = Z ajdFye; = Z a;w;j .
j=1 Jj=1 Jj=1

Consideremos, por exemplo, a aplicacio F : R? — R3, dada por
F(x1,29) = (z1 cos sy, xosenxy , 1 T72),

Para p = (x1,x2), temos que

COST9  —T1Sen Ty
[dF,] = | x2coszy sen rp
61‘1+1’2 61‘1+1’2
Em particular,
wy = (cosxg,xocosxy, e T*2) e wy = (—x1senzy,senxy, e T2),

Logo, para todo v = (a1 ,a2) € R?, vale a igualdade

dFpv = ay(cos za, x2 cOS T ,e"2) 4 gy (—xy senxg ,sen xy , e71H2),

Tomando-se, por exemplo, p = (0,0), tem-se
de(ala (12) = (11(1, 07 1) + a2(07 07 1) = (alv 07 a1 + CLQ)-

Em conclusdo, enunciamos os trés principais teoremas relacionados ao
conceito de derivada, dos quais nos valeremos.

Regra da Cadeia. Sejam U C R" e V C R™ conjuntos abertos. Dadas
aplicacbes F : U -V e G:V — RP, se F for diferencidvel em p € U e
G for diferencidavel em F'(p) € V, entdo Go F' : U — RP serd diferencidvel
em p e valerd a igualdade

d(G o F)p = dGF(p)de .

Teorema da Funcao Inversa. Seja F': U C R® — R"” uma aplicacao
diferencidvel definida num aberto U de R™. Suponha que, para um dado
p € U, dF, :R" — R" seja um isomorfismo. Nessas condicoes, existem
abertos V.CU e W C F(U), taisque peV, F(p)eW e Fly:V - W
é um difeomorfismoV .

OUma aplicagdo F : U C R" — F(U) C R™ é dita um difeomorfismo, quando é bijetiva
e, ambas, F e F~!, sdo diferencidveis.
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R™ R™

U

F
N

F(U)

Figura 3: Teorema da Funcao Inversa

Teorema da Fungado Implicita. Sejam U C R*"™™ = R™ x R™ um con-
junto aberto, F': U — R™ uma aplicagao diferencidvel e (p,q) € U, tais que
F(p,q) = c € R™. Nessas condigdes, se a restrigdo de dFj,, a {0} x R™
for um isomorfismo sobre R™, existirdo abertos V' 3 (p,q), V C U, e
A>3 p, ACR" cumprindo as seguintes condigoes:

i) Para todo = € A, existe um tnico y = £(x) € R™, tal que

(z,6(x) €V e F(z,§(x)) = c;

ii) A aplicagao
&: ACR* — R™

T - &(w)
¢é diferenciavel.
R™ F~1(c) R™
&(x) — F
|4
.
A x P R™

Figura 4: Teorema da Funcao Implicita



Capitulo 1

Curvas Regulares

Neste capitulo, faremos uma breve introducao a teoria das curvas regula-
res do plano R?, bem como do espaco R3. Essas curvas caracterizam-se por
admitir, em cada um de seus pontos, uma reta tangente, o que nos conduzira
ao fundamental conceito de curvatura de curvas.

Como de praxe, conceituaremos curvas, inicialmente, como aplicagoes de
intervalos em espagos euclidianos, e ndo como conjuntos de pontos desses
espagos. Essa abordagem viabiliza a introdugao de conceitos geométricos —
tais como comprimento de arco — através daqueles do calculo diferencial.
Ademais, conforme constataremos, esses conceitos, associados as curvas en-
quanto aplicacgoes, findam por ser intrinsecos aos seus conjuntos-imagem,
concedendo, dessa forma, total legitimidade a teoria.

1.1 Curvas Regulares em R?
Seja I C R um intervalo aberto. Uma aplicac¢ao diferencidvel
a:l—R?
é dita uma curva parametrizada diferencidvel. O conjunto-imagem de «,

a(l) ¢ R?, é dito, entdo, o traco de a.
Em coordenadas cartesianas, « se expressa como

at) = (z(t),y(t), t € I,

em que z = x(t) e y = y(t) sdo fungdes diferencidveis de t, cujas derivadas
indicaremos por x’ e 3, respectivamente. O vetor

o (t) = («'(2),y' (1), t € I,

é dito o vetor tangente (ou vetor velocidade) de o em t. Diz-se, entdo, que
a é regular, quando o'(t) # 0Vt € I. Nesse caso, define-se a reta tangente

11
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reta tangente

a(I)

Figura 1.1

de a em t € I, como aquela que contém «(t) e é paralela ao vetor o(t)
(Fig. 1.1).

Chamaremos simplesmente de curva regular a toda curva parametrizada
diferenciavel e regular.

Exemplo 1 (RETAS). Dados um ponto p € R? e um vetor ndo nulo v € R?,
a aplicacdo a : R — R?, dada por

a(t) =p+to,

é diferenciavel e satisfaz o/(t) = v # 0Vt € R. Logo « é uma curva regular.
Seu traco, claramente, é a reta de R? que contém p e é paralela ao vetor
v (Fig. 1.2).

i

Figura 1.2

Exemplo 2 (circuros). Dado r > 0, a aplicagao

a(t) = r(cost,sent), t € R,



1.1. CURVAS REGULARES EM R? 13

é diferencidvel e cumpre o/(t) = r(—sent,cost) # 0Vt € R. Além disso,
lla(t)|| = 7Vt € R. Logo, a é uma curva regular, cujo trago é o circulo de
raio 7 e centro na origem de R?. De modo geral, dado p € R?, a aplicacdo
B(t) = p+alt), t € R, é uma curva regular, cujo trago é o circulo de R?
com centro em p e raio r.

Exemplo 3 (GRAFICOS). Seja f uma fungdo diferencidvel definida num
intervalo aberto I C R. Nesse caso, a aplicacao «(t) = (¢, f(t)),t € I, é
diferencigvel e, para todo t € I, o/(t) = (1, f'(t)) # 0, donde « é uma
curva regular. Ademais, o trago de « é precisamente o grafico de f.

Exemplo 4 (CURVA NAO REGULAR). A aplicacio a(t) = (t3,t?),t € R, é
diferenciavel (embora seu trago coincida com o grafico da fungdo x — Va2,
a qual ndo diferencidvel em = = 0). No entanto, o/(0) = 0, isto é, a é uma
curva diferencidvel e nao regular (Fig. 1.3).

Figura 1.3

Exemplo 5 (conicas). Dados a,b > 0 e ¢ # 0, consideremos, com ¢t
variando em R, as aplicagoes

e «t) = (acost,bsent);
o B(t) = (t,ct?);
e v(t) = (acosht,bsenht);

cujos tragos correspondem, respectivamente, a uma elipse, uma parabola
e uma hipérbole. Procedendo-se como no Exemplo 2, verifica-se que a é
uma curva regular. Pelo Exemplo 3, vale o mesmo para [, pois a funcao
f(t) = ct? ¢é diferencidvel. Quanto a ~, uma vez que as fungdes cosseno e
seno hiperbdlico sdo diferencidveis, temos que v também o é. Além disso,
para todo ¢t € R, tem-se que +/(t) = (asenht,bcosht) é nido nulo, pois a
funcao cosseno hiperbdlico nunca se anula. Logo, ~ é uma curva regular.
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Passaremos agora a introducdo do conceito de comprimento de arco de
uma curva regular « : I C R — R?. Para tanto, tomemos a < b € I e
consideremos uma partigio do intervalo [a,b], isto é, um conjunto finito

P = {to,tl,... ,tnfl,tn} C [(I, b],

emque a =tg < t; < -+ < th_1 < t, = b. A unido dos segmentos de
reta cujos extremos sdo os pontos «a(t;i—1) e a(t;), i =1,...,n, é dita a
linha poligonal determinada por esses pontos. Seu comprimento, LP(c, P),
é naturalmente definido como a soma dos comprimentos dos segmentos que
a formam, isto é,

LY(a, P) ZH@ ti—1)]|-

Verifica-se, entdo, que, como funcdo da particdo P, Lg(a, P) é limitada e
satisfaz

sup L2 (a, P) / & (t)||dt,
pPes

em que & denota o conjunto de todas as parti¢oes de [a,b] (Fig. 1.4).

a(ty)

a(tn—1)

a(a)

Essas consideragoes nos sugerem definir o comprimento do arco de « de
a(a) até a(b), L°(a), por
b /
= [ e @lde.
a

Seja « : I € R — R? uma curva regular. Dados um intervalo aberto
Iy C R e um difeomorfismo ¢ : Iy — I, temos que 8 = a0 ¢ é uma curva
regular. Com efeito, pela Regra da Cadeia, 5 é diferencidvel e, para todo
s € Iy, tem-se, f'(s) = o/(¢(s))¢d/'(s) # 0, pois o e ¢' nunca se anulam.
A curva f é dita, entdo, uma reparametriza¢io de o (Fig. 1.5).

Verifiquemos que o comprimento de arco é invariante por reparametri-
zacgdo. Mais especificamente, suponhamos, sem perda de generalidade, que
¢' > 0, e verifiquemos que, com a notagao acima, escrevendo-se a = ¢(c) e
b= ¢(d), vale a igualdade

Ly(a) = LE(B).
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a(l) = B(1o)

a(t) = B(s)

Figura 1.5

De fato, fazendo-se t = ¢(s) € I, s € Iy, tem-se

b

d d
LB = [(18@lds = [l (6(s)ll¢'(s)ds = [l 1)t = Lie).

a

em que, na penultima igualdade, valemo-nos do Teorema de Mudanca de
Variaveis.

Exemplo 6 (SEMICIRCULO). Tomemos r > 0 e consideremos o circulo
a(t) = r(cost,sent), t € R. Uma vez que ||d/(t)]] = rVt € R, o arco de
semicirculo de «(0) a «a(m) tem comprimento Lf(«) = [ rdt = 7.

Exemplo 7 (ARCO DE PARABOLA). Seja a(t) = (¢,t2/2), t € R, cujo traco
é a parabola de equacdo y = x?/2. Calculemos o comprimento do arco de
a de a(0) a «a(l). Temos que

1 uQ
Lé(a):/ \/1+t2dt:/ cosh?(u)du,
0 0
em que, na ultima igualdade, obtida através da mudanca de varidveis
t = senhu, tem-se ug = senh™'(1) = log(1 + v/2). Observando-se, entdo,

cosh(2u)+1
2

que cosh?(u) = , conclui-se facilmente que

senh(2ug) | ug

e

Diz-se que uma curva « : I — R? é parametrizada por comprimento de
arco, quando |[o/(t)|| =1Vt € I.

Teorema 1 (REPARAMETRIZAGAO POR COMPRIMENTO DE ARCO). Toda curva
regular admite uma reparametrizacio por comprimento de arco. Mais pre-
cisamente, dada uma curva reqular o : I C R — R?, existem um intervalo
aberto Ip C R e um difeomorfismo ¢ : Iy — I, tais que S = ao ¢ é
parametrizada por comprimento de arco.
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Demonstragdo. Consideremos um ponto ty € I e definamos a funcgao

L) = /tt o/ ()| du, ¢ € .

Temos, pelo Teorema Fundamental do Célculo, que L ¢ diferenciavel e sa-
tisfaz L'(t) = ||/ (t)|| > OVt € I. Logo, L é um difeomorfismo de I sobre
um intervalo aberto Iy C R. Designando-se por ¢ : Iy — I o difeomor-
fismo inverso de L, temos, para todo s € Iy, que L(¢(s)) = s, donde
L'(¢(s))¢/'(s) = 1, isto &, ¢'(s) = Wl(S))H Logo, fazendo-se [3(s) =
a(o(s)), s € Iy, tem-se

18" ()l = [/ (s)[|¢(s) = 1 Vs € Io,
donde se infere que [ ¢é a pretendida reparametrizacdo de «. O

Exemplo 8. Consideremos, uma vez mais, o circulo com centro na origem
eraio 7 >0, «a(t) =r(cost,sent), t € R. Com a notagdo da demonstragao
do Teorema 1, temos que L(t) = fg ||o/(u)]|du = rt. Logo, &(s) = s/r,
donde B(s) = a(¢(s)) = r(cos(s/r),sen(s/r)) é uma reparametrizagdo de
«a por comprimento de arco.

Curvatura — Teoria Local

Introduziremos agora o conceito mais fundamental da Geometria Dife-
rencial, o de curvatura de curvas planas. Intuitivamente, a curvatura de uma
curva diferencidavel, num determinado ponto, é uma medida da variagdo de
dire¢do da reta tangente numa vizinhanga desse ponto, isto é, quanto maior
for essa variacao de dire¢ao, maior serd, em valor absoluto, a curvatura (Fig.
1.6).

0o

Figura 1.6: 6y > 61

A fim de tornar essa ideia mais precisa, fixamos um vetor v € R?, e
consideramos uma funcao diferenciavel que mede o dngulo entre cada vetor
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tangente a curva dada e v. A taxa de variacdo dessa funcao-angulo num
determinado ponto, constitui, entdo, uma medida da variacdo de direcdo
da reta tangente numa vizinhanga desse ponto, e, portanto, uma legitima
definicao de curvatura.

A existéncia de uma fungao-angulo diferenciavel, entretanto, ndo é um
fato trivial. Iniciaremos, pois, estabelecendo-a, juntamente com a unicidade
de sua derivada.

Denotemos por S' o circulo de R? com centro na origem e raio 1.
Evidentemente, toda curva v : I — R?, tal que ||v(s)|| = 1Vs € I, tem seu
traco contido em S'. Nesse caso, escreveremos 7 : I — S'.

Convém observarmos que, para toda curva diferencidvel v : I — S*,
e para todo s € I, ~(s) é ortogonal a ~+/(s), o que se conclui facil-
mente derivando-se, com respeito a s, ambos os membros da igualdade

(v(s),7(s)) = 1.
Defini¢do 1 (FUNQAO-ANGULO). Dada uma curva diferenciavel v : I — S,
diz-se que 6 : I — R é uma func¢do-angulo de v, quando
v(s) = (cosB(s),senb(s)) Vs € I.
No que se segue, consideraremos o operador linear ortogonal
J: R — R?
(,y) — (-y2)’

o qual, geometricamente, constitui a rotacao de 90° no sentido anti-horario.
Observemos, entdo, que, dados v,w € R?, denotando-se por det(v,w) o
determinante da matriz cujos vetores-coluna sdo v e w, nessa ordem, tem-
se

det(v,w) = (Jv,w). (1.1)

Em particular, pela antissimetria da fungdo determinante, vale a igualdade
(Ju,w) = — (v, Jw).

Feitas essas consideracoes, suponhamos que v : I — S' admita uma
funcdo-angulo diferencidvel, 6 : I — R. Nesse caso, temos que

v (s) = 0'(s)(—senO(s),cos0(s)) = 0'(s)Jy(s).

Efetuando-se, no primeiro e tltimo membros, o produto interno por Jv(s),
observando-se que esse vetor é unitario, e considerando-se (1.1), obtém-se

0/ (s) = det((s),7'(s))- (1.2)

Proposigdo 1 (FUNQAO-ANGULO DIFERENCIAVEL). Seja v : I — S uma
curva diferencidvel. Entdao, v admite uma fungao-angulo 0 : I — R, a qual
é diferencidvel. Além disso, toda fungdo-angulo de -y, a qual é diferencidvel,
difere de 8 por uma constante.
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Demonstracdo. Tomemos sy € I arbitrariamente, e observemos que, sendo
v(s0) um ponto de S!, existe 6y € R, tal que ~v(sp) = (cosby,senf).
Motivados, entdo, pela igualdade (1.2), definamos a funcao

0(s) =6y + /: det(y(u),~ (u))du, s € I.

Uma vez que a fun¢do u +— det(y(u),+'(u)) é continua (na verdade,
diferencigvel), temos que 6 é diferencidvel e satisfaz 6'(s) = det(y(s),~/(s)).
Dessa forma o(s) = (cos(s),senf(s)), s € I, é uma curva diferencidvel, a
qual cumpre o(sg) = (cos by, senby) = v(so).

Provemos, entdao, que 7 e o coincidem. Para tanto, consideremos a
funcao

f(s) = (v(s),0(s)), s€l.
Derivando-a (omitindo-se, por simplicidade de notagao, a varidvel s), obtém-
se
fr=0"0)+ 0"y = o) +0(y,Jo) = (v, 0) + det(v,7'){7, Jo)
= (7, o) = {(Jv, 7N JIv,0).
Lembrando que, para todo s € I, 7(s) é ortogonal a ~/(s), temos que

v'(s) é paralelo a Jv(s), ou seja, para todo s € I, existe A(s) € R, tal que
~'(s) = A(s)Jy(s). Dai e da tltima igualdade acima, segue-se que

f/ = )‘<J7a U> - )‘<J’Ya U> =0,

isto é, f é constante. Porém, f(sp) = 1, donde (y(s),o(s)) = 1Vs € I.
Assim, uma vez que 7y(s) e o(s) sdo vetores unitarios, pela Desigualdade
de Cauchy-Schwarz,

v(s) = o(s) = (cosb(s),senb(s)) Vs € I.

Por fim, segue-se da igualdade (1.2) que duas fungoes-angulo de v tém
derivadas iguais e, portanto, diferem por uma constante. O

Seja « : I — R? uma curva regular. A luz do Teorema 1, podemos supor
que « é parametrizada por comprimento de arco. Designando-se o vetor
tangente a o em s € I por T(s), tem-se, entdo, que [|T(s)| = 1Vs € I.
Segue-se, portanto, do Teorema 1, que a curva T : I — S! admite uma
funcdo-angulo diferenciavel, 6 : I — R, isto é,

T(s) = (cosf(s),senb(s))Vs € 1.
A curvatura de v em s € I, k(s), é, entdo, definida por

k(s) =6'(s).
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Note que, pela igualdade (1.2),
k(s) = det(T(s),T(s)) = det(d/(s),a”(s)).

Em particular, |k(s)| é igual a drea do retdngulo determinado pelos vetores
a/(s) e a(s). Porém, o/(s) é um vetor unitério. Logo,

|k(s)] = ||a”(s)]| Vs € I. (1.3)

Quanto ao sinal de k, observemos que, quando k(s) > 0, tem-se 6’(s) >
0, donde 6 é crescente numa vizinhanca de s. Logo, nessa vizinhancga, o
vetor tangente a « varia no sentido anti-horario. Analogamente, quando
k(s) < 0, numa vizinhanga de s, o vetor tangente a « varia no sentido
horario.

Exemplo 9 (RETAS). Tomemos um vetor unitario v € R? e consideremos
a reta a(s) = p+ sv, s € R. Uma vez que o/(s) = vVs € R, temos que
a é parametrizada por comprimento de arco e o’(s) = 0Vs € R. Logo,
k(s) = det(d/(s),a”(s)) =0Vs € R.

Exemplo 10 (circuLos). Seja a(s) = p + r(cos(s/r),sen(s/r)), s € R, o

circulo com centro em p € R? e raio » > 0. Temos que « é parametrizada
por comprimento de arco, pois o/(s) = (—sen(s/r),cos(s/r)). Além disso,

a’(s) = —%(Cos(s/r),sen(s/r)) = %Jo/(s).
Logo,
k(s) = det(a/(s), a”(s)) = (Ja/(s), a"(s)) = %(Jo/(s), Ja/(s)) = %Vs ER.

Consideremos uma curva regular o : I C R — R?, nio necessariamente
parametrizada por comprimento de arco, e f = ao ¢ : [y — R? uma
reparametrizagdo de « por comprimento de arco. A curvatura de o« em
t €I, ko(t), é, por definicdo, a curvatura de 3 em ¢~1(t), isto é,

Temos, para todo s = ¢~ 1(t) € Iy, que
o B(s) =/ (6(s))¢'(s);
o 3"(s) = " (())(¢(5))* + ' (6(5))¢" (s) ;

/ _ 1 .
* '(s) = @
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Dali, uma vez que det é bilinear e alternada, obtém-se

ka(t) = kg(s) = det(8'(s), 8"(s)) = (¢'(5))° det(c/ (6(5)), @ (8(s))),

B det(/(t), (1))
N WIIE

Vtel. (1.4)

Exemplo 11. Sejam «, S e ~ as cdnicas consideradas no Exemplo 5.
Aplicando-se as mesmas a férmula (1.4), obtém-se

o ky(t) = ab ;
N (a%sen?t 4 b2 cos? t)3/2
2c
* ksl = A aamyn
o ky(t) = —ab

(a2 senh?t + b2 cosh?t)3/2 .

Uma aplicacdo ® : R? — R? é dita um movimento rigido de R?, quando
preserva distancia, isto é, quando, para quaisquer p, ¢ € R?, tem-se

[®(p) — 2(9)|| = llp — qll-

Verifica-se, entdo, que todo movimento rigido ® : R? — R? se escreve,
de forma tinica, como a composta de uma transformacao linear ortogonal e
uma translagdo, ou seja,

®(p) = Ap+po Vp € R?,

em que A :R? — R? é um operador linear ortogonal e pg é um ponto de
R?. Diz-se que ® é direto ou inverso, conforme det A seja igual a 1 ou
—1, respectivamente.

Teorema 2 (INVARIANCIA DA CURVATURA POR MOVIMENTOS RIGIDOS). Sejam
O = A+ py um movimento rigido direto de R®> e a: 1 — R? uma curva
reqular parametrizada por comprimento de arco. Entdo, f = ®oa : I — R?
¢ uma curva reqular de R?, parametrizada por comprimento de arco, cuja
fungdo curvatura coincide com a de «, isto €,

ka(s) =kg(s)Vs e I.
Demonstracao. Temos, para todo s € I, que

5,(5) = dq)a(s)a,(s) = AO/(S),
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donde ||B/(s)|| = [|[Ad/(s)|| = ||/ (s)|| = 1, j& que A é ortogonal. Logo, /8
é parametrizada por comprimento de arco. Além disso, [”(s) = Ad’(s).
Dessa forma, lembrando que det A = 1, temos

kp(s) = det(8'(s), B"(s)) = det(Ad/(s), A" (s)) = (det A) det(/(s), @ (s))
= det(d/(s),a”(s)) = ka(s),

como desejavamos mostrar. O

Seja a : I € R — R? uma curva regular parametrizada por comprimento
de arco. Dado s € I, o vetor N(s) = JT(s), em que T(s) = d/(s), é dito
o vetor normal a o em s € I. A base ortonormal de R? formada por T'(s)
e N(s) chama-se, entdo, diedro de Frenet em s. Observe que todo diedro
de Frenet é uma base positivamente orientada, pois

det(T(s), N(s)) = (JT(s), N(s)) = (JT(s), JT(s)) = 1.

Vejamos agora que as aplicacbes tangente e normal, T, N : I — S,
relacionam-se com a funcdo curvatura k: I — R através das igualdades

T =kN e N =—kT, (1.5)

conhecidas como equacdes de Frenet.
Com efeito, uma vez que T'(s) é ortogonal a T'(s), temos que T'(s) é
paralelo a N(s). Analogamente, N'(s) é paralelo a T(s). Logo,

T'=(T"N)N e N =(N' T)T.
Porém,
o (T'N)=(T",JT) =det(T,T') = k;
o (N'T)=(JT",T)=—det(T, T") = —k;

donde se obtém as equacgoes de Frenet. Deve-se observar que, da primeira
delas, segue-se que

k(s) = (T'(s), N(s)) = (a"(s), N(s)) Vs € I,

0 que nos permite uma segunda interpretagao do sinal da func¢do curvatura.
De fato, essa tltima igualdade nos diz que o”(s) e N(s) tém sentidos
coincidentes quando k(s) > 0, e divergentes quando k(s) <0 (Fig. 1.7).

Através das equagdes de Frenet, verificaremos no teorema seguinte que,
em R?, a menos de movimentos rigidos, uma curva regular é determinada
por sua func¢do curvatura.
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Figura 1.7

Teorema Fundamental da Teoria Local das Curvas Planas. Sejam
I um intervalo aberto e k : I — R uma funcao diferencidvel. Entdo, existe
uma curva diferencidvel, o : I — R?, parametrizada por comprimento de
arco, cuja funcao curvatura ko coincide com k. Além disso, para toda curva
B : I — R?, parametrizada por comprimento de arco, que cumpre kg =k,
existe um movimento rigido ® : R? — R?, tal que a = ® o .

Demonstragdo. Consideremos a funcao

0(s) = /: k(u)du, s €1,

0

a qual, claramente, é diferencidvel e cumpre ¢ = k. Fazendo-se, entdo,

a(s) = (/: cos 0(u)du, /s sen@(u)du) , sel,

0 S0

tem-se que « ¢é diferencidvel e
a'(s) = (cosf(s),senf(s)) Vs € I, (1.6)

donde « é regular e parametrizada por comprimento de arco. Em particular,
f é uma funcao-angulo de T = o/, donde

ka(s) =0'(s) = k(s) Vs € 1.

Suponhamos, agora, que 3 : I — R? seja uma curva parametrizada por
comprimento de arco, tal que

kg = ko = k.

Indiquemos os diedros de Frenet de a e § em s € I, respectivamente, por
{T(s),Na(s)} e {Ts(s),Ns(s)}, e tomemos o tnico operador ortogonal A,



1.1. CURVAS REGULARES EM R? 23

de R?, tal que ATp(so) = Tu(so) e ANgs(sg) = Na(so). Observemos que
det A = 1, pois os diedros de Frenet sdo bases positivamente orientadas.
Facamos, entdo, py = a(sg) — AB(sp), e definamos o movimento rigido
(direto)

®(p) =Ap+po, p € R

Nessas condicdes, pelo Teorema 2, v = ® o : I — R? é uma curva

parametrizada por comprimento de arco, tal que ~(so) = a(sg) e ky =

kg = k. Além disso, temos que os respectivos diedros de Frenet de o e 7y

coincidem em sg, pois T (s0) = 7'(s0) = dPg(s) ' (50) = AB'(50) = Ta(s0)-
Consideremos a funcao f:I — R, definida por

F(s) = 1 Ta(s) = Ty ()I” + | Na(s) — Ny ()%,

a qual, como se vé facilmente, é diferencidvel. Derivando-a e considerando-
se as equacoes de Frenet, conclui-se facilmente que f ¢é constante. Porém,
f(s0) = 0, implicando que f éidenticamente nula. Em particular, T, = T, ,
isto é, a’/ —~+' = 0. Consequentemente, a —y ¢é uma aplicagao constante.
Uma vez que «(sg) = v(so), segue-se que oo =y = P o 3. O

Pode-se verificar facilmente que movimentos rigidos levam retas em retas
e circulos em circulos. Segue-se dai e do Teorema Fundamental, que as tinicas
curvas regulares de R? que tém curvatura constante sdo aquelas cujos tracos
estdo contidos em retas ou em circulos.

Através da primeira equacdo de Frenet, juntamente com a igualdade
(1.3), faremos agora uma interpretacao geométrica do valor absoluto da cur-
vatura de uma curva regular o : I — R?, parametrizada por comprimento
de arco.

Com esse prop0sito, suponhamos, sem perda de generalidade, que 0 € I,
e consideremos a formula de Taylor de segunda ordem de o em s =0,

82
a(s) = a(0) + o' (0)s + " (0) 5 + p(s),
em que

tim 2) g, (1.7)

5—0 572
Uma vez que o/(0) =T(0) e o”(0) =T'(0) = k(0)N(0), temos que

52

a(s) — a(0) = sT(0) + k(O)EN(O) + p(s).
Designando-se por ¢ a reta tangente a a em s =0, e por d(s) a distancia

de a(s) a ¢, tem-se



24 CAPITULO 1. CURVAS REGULARES

Dessa tltima igualdade e de (1.7), segue-se que

d(s) _ [kO)

lim —= =
S% 82 2

Assim, quando k(0) # 0, para |s| # 0 suficientemente pequeno, o ponto
a(s) nao pertence a ¢, e d(s) é aproximadamente igual a &20)'32. Logo, o
valor absoluto da curvatura de uma curva reqular o num ponto sg, quando
ndo nulo, é, numa vizinhanga de a(sp), uma medida de “afastamento” do

traco de « da reta tangente a o em sg .

1.2 Curvas Regulares em R?

No espaco R?, as curvas diferencidveis definem-se de forma aniloga as
do plano R?, isto é, uma tal curva é uma aplicacdo diferencidvel

a: I — RS,

em que I é um intervalo aberto da reta. Em coordenadas cartesianas, tem-
se

a(t) = (x(t),y(t), 2(t)), t € I,

em que = =x(t), y=y(t) e z = z(t) sao fungoes diferenciaveis. O vetor

o (t) = (2'(t), ¢/ (1), 2 (1)), t € 1,

igualmente, é chamado de vetor tangente (ou vetor velocidade) de « em t.
A curva « é dita, entdo, regular, quando o'(t) # 0Vt € I.

Nesse contexto, também de forma andloga as curvas de R?, define-se o
comprimento de arco de uma curva regular e prova-se que o mesmo é inva-
riante por reparametrizagoes da mesma. Além disso, vale igualmente o fato
de que toda curva regular admite uma reparametrizacdo por comprimento
de arco.

De modo geral, para uma curva regular em R® que toma valores na
esfera de centro na origem e raio 1, é impossivel definir uma fun¢ao-angulo
diferenciavel. Além disso, ha infinitas dire¢bes que sdo ortogonais ao vetor
tangente de uma tal curva num determinado ponto. Por cada uma des-
sas razdes, ndo ha como introduzir a curvatura de curvas espaciais como o
fizemos com as curvas planas. No entanto, levando-se em consideracao a
igualdade (1.3), podemos facilmente estender as curvas regulares de R3 a
noc¢ao de valor absoluto da curvatura, a qual, simplesmente, dizemos que é
a curvatura da curva em questao.

Mais especificamente, dada uma curva regular parametrizada por com-
primento de arco, o : I — R3, a curvatura de o em s € I é definida
por

k(s) = lla” (s)]].
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Quando a : I — R3 é uma curva regular, ndo necessariamente parame-
trizada por comprimento de arco, assim como fizemos em R?, consideramos
uma reparametrizacio de o por comprimento de arco, 8 = ao¢ : Iy — R3,
e definimos a curvatura de o em t € I como a curvatura de [ em
¢~1(t) € Iy, isto é,

Exemplo 12 (HELICE CIRCULAR). Sejam a,b ndimeros reais nao nulos e
a:R — R? a aplicacio definida por

a(t) = (acost,asent,bt).

Temos, para todo t € R, que o/(t) = (—asent,acost,b) # 0, donde «
¢ uma curva regular, a qual denomina-se hélice circular, cujo trago esta
contido no cilindro {(z,y,z) € R%; 2% +4? = a?} (Fig. 1.8).

Figura 1.8: hélice circular

Dados tg,t € I, o comprimento de arco de «a, de a(ty) a a(t), é

/tt o (w) | du = /tt(\/aQ T8 du = (Va? + ).
Logo, fazendo-se ¢(s) = s/Va?+ b2, s € R, tem-se que
B(s) = (o ¢)(s) = (acos(s/va2 + b2),asen (s/Va2 + b2),bs// a® + b2)

é uma reparametrizacao de a por comprimento de arco. Um célculo direto
nos da

B’ (s) = GQ;_:LW(COS(S/\/ a? 4+ b?),asen (s/vVa? + b?),0), s € R.

Dai, segue-se que, para t = ¢(s),

ka(t) = ki(s) = 18"(5)] = 12
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Com o intuito de desenvolver, em R?, a teoria local das curvas regulares,
tomemos uma curva regular o : I — R®, parametrizada por comprimento
de arco, e suponhamos que, para todo s € I, tenha-se k(s) > 0, isto é,
a(s) # 0. Nesse caso, dizemos que « é 2-reqular, e definimos o vetor
normal e o vetor binormal a o em s, respectivamente, por

a//(s)

N = )]

B(s) =T(s) A N(s),

em que T(s) = o/(s) e A denota o produto vetorial em R3. Assim, para
cada s € I, fica definida uma base ortonormal positivamente orientada,

{T'(s), N(s), B(s)},

a qual denomina-se triedro de Frenet de o em s.
Temos, pelas defini¢oes de T, N e B, que T'(s) = k(s)N(s) e

B'(s) =T'(s) ANN(s) + T(s) AN N'(s) = T(s) A N'(s),

j& que T'(s) é paralelo a N(s). Em particular, B'(s) é ortogonal a T'(s).
Uma vez que B'(s) é também ortogonal a B(s) (pois (B, B) = 1), segue-se
que B’(s) é paralelo a N(s). Dessa forma, existe um ndmero real T(s),
dito a torcio de o em s, tal que

B'(s) = t(s)N(s).

Por fim, derivando-se as igualdades (T'(s), N(s)) = (N(s), B(s)) = 0, obtém-
se (N'(s),T(s)) = —k(s) e (N'(s),B(s)) = —1(s). Logo,

N'(s) = =k(s)T(s) — T(s) B(s),

pois N(s) é ortogonal a N'(s).
Em suma, sdo validas as equacédes de Frenet

T = kN
N' = —kT —1B
B = ™~N

Exemplo 13. Reconsideremos a hélice circular

a(s) = (acos(s/Va% +b2),asen (s/v a2 + b2),bs/v a2 + b?), s € R,

e calculemos sua tor¢do. Temos, para todo s € R, que

o T(s)=d(s) = #(—asen (s/Va?+b%),acos(s/Va?+b?),b);

a? + b2

e N(s) = o’(s) = —i(cos(s/\/a2 +02),sen (s/V a2+ b?2),0).

la”(s)Il - a
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Logo,
B(s)=T(s) A N(s)

= 7 bsen (6/Va? + 1), boos(s/ Ve + ), ~a)

donde, para todo s € R, tem-se

B'(s) = W —b cos(s/Va? +b?),—bsen (s/va? + b2),
—b
= mN(S),
isto é,

—b
T(S) = m \V/S S R.

Diz-se que uma curva regular o : I — R3 é plana, quando seu traco,
a(I), estd contido num plano de R3.

Teorema 3. Seja o : I — R? wma curva 2-regular, parametrizada por
comprimento de arco. Entdo, o ¢é plana se, e somente se, sua torcio T €
identicamente nula.

Demonstragdo. Suponhamos que « seja plana. Entao, existe um plano II,
de R3, tal que a(s) C IIVs € I. Assim, se p é um ponto de II e v é um
vetor ortogonal a II, tem-se

(a(s) —p,v) =0Vs eI

Derivando-se duas vezes, com respeito a s, essa igualdade, conclui-se que,
para todo s € I, T(s) e N(s) sdo ortogonais a v, donde se infere que
B(s) =vVs eI ou B(s)=—vVs e I. Logo,

t(s) = (B'(s),N(s)) =0 Vs € I.

Reciprocamente, suponhamos que T(s) = 0Vs € I. Nesse caso, a apli-
cacdo B : I — R3 ¢é constante e igual a By, digamos, pois sua derivada é
identicamente nula. Tomando-se, entdo, sy € I, e escrevendo-se

f(s) = (a(s) — a(so), Bo), s € I,

tem-se que f é diferencidvel e, para todo s € I, f'(s) = (¢/(s),Bg) = 0.
Logo, f é constante e igual a zero, pois f(s9) = 0. Portanto, para todo
s € I, o ponto a(s) estd contido no plano de R3 que contém af(sg) e é
ortogonal a By, isto é, a é uma curva plana. O
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Dada uma curva 2-regular, o : I — R3, parametrizada por comprimento
de arco, o plano que contém «(s) e é paralelo a T'(s) e N(s) denomina-se
plano osculador de o em s.

Segue-se, entao, da demonstragao do Teorema 3, que, quando uma curva
2-regular é plana, todos os seus planos osculadores sdo iguais, e coincidem
com o plano que contém o seu traco.

Motivados pelo resultado do Teorema 3, faremos, agora, uma interpre-
tagdo geométrica do conceito de tor¢do. Para tanto, tomemos uma curva
2-regular, « : I — R3, parametrizada por comprimento de arco, e um ponto
sg € I. Por simplicidade, e sem perda de generalidade, podemos supor que
sg = 0. Aplicando-se a « a férmula de Taylor de terceira ordem, obtém-se

82 53
a(s) = a(0) + ' (0)s + a"(0) = + " (0) = + p(s),

2 6
em que a aplicacdo resto, p: I — R3, cumpre
tim 28 _ g (1.8)

s—0 83

Considerando-se as equacoes de Frenet, tem-se, para todo s € I, que
a(s) =T'(s) =k(s)N(s) e

"(s) =K' (s)N(s) + k(s)N'(s)
= K'(s)N(s) + k(s)(—k(s)T(s) — T(s) B(s))
= —(k(s))*T(s) + k'(s)N(s) — k(s)T(s)B(s)

Dessa forma,
$3

a(s) = a(0) + A(s)T(0) + p(s)N(0) — (k(O)T(0)6> B(0) + p(s),

em que A e i sdo polindbmios em s, de grau 3, cujos coeficientes nao
envolvem T(0). Sendo assim,

{a(s) — a(0), B(0)) = —k(0)t(0) = + (p(s), B(0)). (1.9)

Agora, por (1.8), quando |s| # 0 é suficientemente pequeno, o segundo
membro de (1.9) ndo se anula quando T(0) # 0, donde se infere que, nesse
caso, a(s) estd em um dos lados de R? determinados pelo plano osculador,
II, de a em 0. Denotando-se esses lados por II_ e Il , teremos

o II_ = {p e R* (p—a(0), B(0)) < 0};

o I, = {p € R%(p — a(0), B(0)) > 0}.
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<0 >0

Figura 1.9

Segue-se, entdo, de (1.9), que o trago de o “atravessa” o plano osculador II
no sentido de II_ para Il ; ou contrariamente, conforme tenha-se, respec-
tivamente, T(0) < 0 ou T(0) > 0. Isso nos d& a interpretagdo geométrica
do sinal da tor¢ao (Fig. 1.9).

Através da igualdade (1.9), podemos também interpretar o valor abso-
luto da torgao. Para tanto, denotemos por d(s) a distancia de «(s) a II
Fazendo-se, entdo, a = k(0)/6 > 0, tem-se

d(s) = [{a(s) — a(0), B(0))| = | — at(0)s® + (p(s), B(0))],
donde a(s) ()
i 5) im |ta P3) =a .
lim £ = lim ‘i (0) +< e ,B(O)>’ (0)]

Desse limite, segue-se que, para |s| > 0 suficientemente pequeno, tem-se
d(s) =~ alt(0)| |s|]?, em que ~ significa “aproximadamente igual a”. Assim,
d(s) serd tdo maior, quanto maior for |t(0)|, isto é, o wvalor absoluto da
torcao de uma curva 2-reqular o num ponto sg, quando ndo nulo, €, numa
vizinhanga de «(sg), uma medida de “afastamento” do trago de « do plano
osculador de o« em sg.

Concluindo nossas consideracoes sobre a teoria local de curvas regulares
em R3, enunciemos o seu teorema fundamental, o qual assegura que uma
curva 2-regular em R? é determinada, a menos de movimentos rigidos, por
suas curvatura e torgao.

Teorema Fundamental da Teoria Local das Curvas Espaciais. Se-
jam I um intervalo aberto, k: I — R wuma funcdo positiva diferencidvel, e
T: 1 — R uma funcdo diferencidvel. Entdo, existe uma curva diferencidvel,
a: I — R3, parametrizada por comprimento de arco, cujas fungdes curva-
tura e tor¢ao coincidem com k e T, respectivamente. Além disso, para toda
curva B : 1 — R3, parametrizada por comprimento de arco, cujas curvatura
e tor¢do coincidem com k e T, existe um movimento rigido ® : R? — R3,
tal que oo = P o .
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Omitiremos a demonstracao desse teorema, a qual vale-se da teoria das
equacoes diferenciais ordindrias para garantir a existéncia da curva a com
curvatura e tor¢do predeterminadas(’). Quanto & unicidade de « a menos
de movimentos rigidos, ela é provada de modo analogo ao caso das curvas re-
gulares de R?, bastando substituir, nos argumentos daquela demonstracio,
os diedros de Frenet pelos triedros correspondentes, bem como considerar
as equacoes de Frenet da teoria local das curvas regulares de R3.

1.3 Exercicios
Secao 1.1

1. Determine curvas diferenciaveis «, 3 : I C R — R?, de mesmo traco, tais
que « seja regular e § nao seja regular.

2. Dada uma curva regular o« : I C R — R2, mostre que, para quaisquer
a<bel, tem-se
b
le(a) — a(b)]| < L (),

isto é, o segmento de reta que liga dois pontos é a curva de menor com-
primento que liga 0os mesmos.

3. Sejam o« : I € R — R? uma curva regular e a < b € I, tais que
a(a) # a(b). Mostre que existe sy € (a,b), tal que o/(sp) é paralelo ao
segmento de reta cujos extremos sdo a(a) e «(b).

4. Prove que, se uma curva regular a(t) = (z(t),y(t)),t € I C R, é tal
que z'(t) # 0Vt € I, entdo o trago de a é o grafico de uma fungao
diferenciavel.

5. Mostre que, se todas as retas tangentes a uma curva regular passam por
um mesmo ponto p € R?, entdo seu traco estéd contido numa reta.

6. Mostre que, se todas as retas normais a uma curva regular passam por
um mesmo ponto p € R?, entdo seu traco estd contido num circulo.

7. Diz-se que um ponto «(t), do traco de uma curva regular o : I — R2, é
um vértice de «, se kI (t) = 0. Prove que a elipse

a(t) = (acost,bsent), a,b> 0, t € R,

tem quatro vértices, os quais sao os pontos de intersecao de seu traco com
o0s eixos coordenados.

) Note que esse apelo a teoria das equagdes diferenciais foi desnecessario no caso das
curvas regulares em R?, pois, naquele contexto, a “solucio” a poéde ser dada explicita-
mente.
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

Seja a : I — R? uma curva parametrizada por comprimento de arco,
cujo traco ndo contém a origem de R?. Suponha que sy seja um ponto
de maximo da fungao s+ ||a(s)||, s € I. Prove que

1

|k(s0)| = Tatsol

. Sejam I = (—a,a), a > 0, um intervalo aberto de R, o qual é simétrico

com respeito & origem, e « : I — R? uma curva regular, parametrizada
por comprimento de arco. Mostre que 3 : I — R? em que ((s) = a(—s),
é uma curva regular, parametrizada por comprimento de arco, a qual
satisfaz kg(s) = —kq(—s)Vs € I (isto é, a curvatura de uma curva plana
muda de sinal quando se inverte sua orientacdo).

Curvatura como limite de razdo entre comprimentos. Sejam I C R um
intervalo aberto contendo 0 e « : I — R? uma curva regular parametri-
zada por comprimento de arco, tal que k(0) > 0. Prove que, para € > 0
suficientemente pequeno, N : (—¢,¢) — S' é uma curva regular e que
vale a igualdade
S S
k(0) = lim LiN) _ TV

S~>0+ Lg (Oé) S*>0+ S

Secao 1.2

Seja o : I C R — R? uma curva 2-regular parametrizada por compri-
mento de arco. Prove que a é um arco de circulo se, e somente se, «
tem curvatura constante e seu traco estd contido numa esfera.

Diz-se que uma curva « : I — R3, 2-regular e parametrizada por compri-
mento de arco, é uma hélice, se todas as suas retas tangentes fazem um
angulo constante com um dado vetor v € R2. Prove que a ¢ uma hélice
se, e somente se, existe a € R, tal que T(s) = ak(s)Vs € I.

Sejam I = (—a,a),a > 0, e a : I — R3 uma curva 2-regular, pa-
rametrizada por comprimento de arco. Mostre que f : I — R3, em
que (3(s) = a(—s), é uma curva 2-regular, parametrizada por compri-
mento de arco, a qual satisfaz, para todo s € I, kg(s) = ka(—s) e
T5(s) = —Ta(—s) (isto é, quando se inverte a orientacdo de uma curva
espacial, sua curvatura permanece invariante e sua tor¢io muda de sinal).

Prove que a aplicagao
4 3
a(s) = (5 coss,1 —sens, — cos 8) , s €R,

é uma curva regular, parametrizada por comprimento de arco, cujo traco
¢ um circulo. Determine, entdo, seus centro e raio.
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15.

16.

17.
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Seja « : I — R3 uma curva regular, a qual ndo é, necessariamente
) ) b
parametrizada por comprimento de arco. Prove, entao, que

() A )]
ko) = R

em que A denota o produto vetorial em R3.

Curvas esféricas. Seja a : I — R® uma curva 2-regular, cuja torcio é
nao nula. Defina A =1/k e p=1/71, e mostre que:

i) Se o trago de a estd contido numa esfera com centro em ¢ € R?
e raio r > 0, entdo a —c = —AN + NuB (conclua que r? =
X2 (Y)2):

ii) Se a derivada de A nunca se anula e A2+ (\u)? é constante e igual
a 72> 0, entdo o traco de a estd contido numa esfera de raio 7.

Seja a : R — R? uma curva regular, parametrizada por comprimento
de arco, cujas curvatura e tor¢do sao constantes nao nulas. Prove que
existem uma hélice circular 5 : R — R3,

B(s) = (acos(s/Va?+ b?),asen (s/Va? 4+ b%),bs/vVa? + b?), a,b # 0,

e um movimento rigido ® : R3 — R3, tais que oo = ® o 3.



Capitulo 2

Superficies Regulares

Neste capitulo, nos propomos introduzir o conceito de superficie regular,
bem como a teoria do calculo diferencial das aplicagoes definidas nas mes-
mas. Dito de forma simples, uma superficie regular é um subconjunto nao
vazio de R?, formado por abertos de R?, os quais sdo deformados e colados
suavemente através de aplicacdes denominadas parametrizacoes locais.

Suavemente, aqui, significa que S ndo contém auto-intersegoes ou “bi-
cos”, o que permite que se defina, em cada um de seus pontos, um “plano
tangente”. A existéncia de tal plano, conforme constataremos, possibilita es-
tender as superficies regulares o calculo diferencial e integral das aplicagoes
nelas definidas.

Esse conceito de superficie, introduzido por Gauss em seu Disquisitiones,
contrasta com aquele em que esses objetos sdo concebidos como conjuntos-
solucdo de equacgoes algébricas. KEssa pioneira abordagem de Gauss, como
veremos nos capitulos subsequentes, faz-se mais adequada ao estudo da ge-
ometria das superficies, pois, dentre outros beneficios, permite que se intro-
duza de uma forma bastante simples o substancial e fundamental conceito
de curvatura.

2.1 Definicoes — Exemplos

Introduziremos as superficies regulares adotando um procedimento, para
o qual faz-se necessario estender os conceitos de diferenciabilidade e difeo-
morfismo as aplicages definidas em subconjuntos arbitrarios de R”, nao
necessariamente abertos, conforme a defini¢gdo seguinte.

Definicdo 2 (DIFERENCIABILIDADE - DIFEOMORFISMO). Dados conjuntos
A CR" e B C R™, diz-se que uma aplicacdo f : A — B é diferencid-
vel, quando, para cada a € A, existe uma extensao local diferencidvel de
f aum aberto U C R™ que contém a, isto é, uma aplicacdo diferencidvel
F:U — R™, tal que F|lyna = fluna. Diz-se, ainda, que f é um difeomor-

33
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fismo, quando é um homeomorfismo e as aplicacdes f e f~! sdo, ambas,
diferencidveis. Nesse caso, diz-se que A e B sao difeomorfos.

Toda aplicacdo diferencidvel f : A C R" — B C R™ ¢ continua. De
fato, tomemos em A uma sequéncia (ax)ken, tal que ap — a € A, e uma
extensao local diferencidavel de f, F : U C R®™ - R™, a € UN A. Temos
que F, por ser diferenciavel, é continua no aberto U. Além disso, uma vez
que UNA é um aberto de A, existe kg € N, tal que ap € UNAVEk > kg .
Assim, para tais valores de k, tem-se f(ar)= F(aj), donde

lim f(ar) = lim F(ar) = F(a) = f(a).
k—o0 k—o0
Logo, f é continua.

Exemplo 14 (APLICACAO ANTiPODA). Consideremos a esfera unitaria de R?
com centro na origem, S% = {(x,y,2) € R 22 + ¢y + 22 = 1}. A aplicacdo
antipoda de S?,

f: 8 = 52
p = —p’
é um difeomorfismo, pois a aplicacio F(p) = —p, p € R3, é um difeomor-

fismo de R? em si mesmo que cumpre F|g2 = f.

Para esse conceito geral de derivada, vale uma versao parcial da Regra
da Cadeia. Mais precisamente, dadas aplicacoes diferencidveis,

fiACR" - BCR™ e g:B—CCR?,

tem-se que go f: A — C é diferencidvel. Em particular, toda composi¢do
de difeomorfismos € um difeomorfismo.

Com efeito, nessas condicoes, dado a € A, existem abertos U C R",
V C R™, contendo a e b = f(a), respectivamente, bem como aplicacoes
diferencidveis F : U — R™, G :V — RP, tais que

Flyna = fluona e Glvn=glvnB.

Em particular, F' é continua, donde Uy = F~}(V)NU é um aberto de R,
o qual contém a. Logo, a composta G o F|y, : Uy — RP estd bem definida
e, pela Regra da Cadeia usual, é diferenciavel. Além disso, fazendo-se Fy =
Fly, , tem-se (G o Fy)lyyna = G o Foluyna = G o flugna = (90 f)loenas
isto é, (G o Fy) : Uy — RP é uma extensao diferenciavel de g o f ao aberto
Up 2 a. Dali, uma vez que a foi tomado arbitrariamente, conclui-se que go f
¢ diferenciavel.

Defini¢io 3 (SUPERFICIE REGULAR). Um conjunto S C R3? é dito uma
superficie reqular, quando é localmente difeomorfo a R?. Mais precisamente,
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quando, para cada p € S, existe um difeomorfismo (no sentido da Definigao
2)
X:UcCR*>5VcCS,

em que U é um aberto de R? e V' é um aberto relativo de S — isto é, a
intersecdo de um aberto de R?® com S — que contém p. A aplicacdo X é
dita, entdo, uma parametrizag¢io local de S em p (Fig. 2.1).

Figura 2.1

Em coordenadas cartesianas, uma parametrizacio local X : U — S se
escreve como

X(u,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) €U,

e suas derivadas parciais com respeito a u e a v denotam-se, respectiva-
mente, por X, e X, , isto é,

o Xy(u,v)= (%(u,v), g—g(u,v), %(u, v)) ;

o X,(u,v) = (g—i(u,v), g—z(u,v), g—j(u,v)) .

Observe-se que, em cada ponto (u,v) € U, X,(u,v) e X,(u,v) séo os
vetores-coluna da matriz jacobiana de X em (u,v).

Observacao 1. Na definicio de superficie regular dada acima, nao se perde
generalidade quando se supoe que U, o dominio da parametrizacdo X, é
uma bola aberta de R?, ou mesmo todo o espaco R%. Com efeito, uma vez
que U é aberto, existe 7 > 0, tal que a bola aberta B = B(X~1(p),r) estd
contida em U. Além disso, X(B) é um aberto de S que contém p, pois
X é, em particular, um homeomorfismo. Dessa forma, a aplicacio

X|p:B— X(B)C S

é, claramente, uma parametrizacdo local de S em p. Agora, posto que
existe um difeomorfismo ¢ : R?> — B, compondo-o com X|p, obtém-se
uma parametrizacao local de S em p, cujo dominio é o plano R2.
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Exemplo 15 (PLANOS). Sejam S um plano de R?® que contém a origem
(isto é, um subespaco vetorial bidimensional de R3) e py € R3. Considere-
mos o plano afim determinado por S e py,

S+po={w+py;weS},

e verifiquemos que o mesmo é uma superficie regular. Com efeito, nessas
condicbes, existe um isomorfismo linear T : R? — S. Logo, X =T + py é
um homeomorfismo diferenciavel de R? em S+ py. Agora, considerando-se
a translacio ¢(p) =p — po, p € R3, e tomando-se uma extensdo linear, Z,
de T7! a R3, tem-se que Z o ¢ é uma extensdo diferencidvel de X! a
R3, donde X! ¢ diferenciavel e, portanto, X é uma parametrizacio de
S 4+ po em todos os seus pontos.

Exemplo 16 (GRAFICOS DE FUNCOES DIFERENCIAVEIS). Dada uma funcao
diferenciavel f: U C R? — R, definida num aberto U de R?, consideremos
o seu grafico,

graf f = {(z,y, f(z,y)); (z,y) € U} C R,

A aplicagdo X : U — graf f, X(u,v) = (u,v, f(u,v)), é um homeomorfismo
cujo inverso é a restricio, ao grafico de f, da projecdo ortogonal de R3
sobre o plano zy, aqui identificado com R?. Dai, uma vez que f e a proje-
cdo ortogonal sdo diferencidveis, infere-se que X e X! sdo diferencidveis,
donde, para todo p = (z,y, f(z,y)) € graf f, X ¢é uma parametrizacdo de
graf f em p. Logo, graf f é uma superficie regular.

O paraboloide hiperbélico S = {(x,y, z) € R3; z = 22 —y?}, por exemplo,
é uma superficie regular (Fig. 2.2), pois é o grafico da fun¢ao diferencidvel
flz,y) = a? — yzv (z,y) € R?.

Figura 2.2: paraboloide hiperbdlico

Dado um subconjunto S de R3, suponhamos que, para todo p € S,
exista um aberto V de S, contendo p, o qual é o grafico de uma fungao



2.1. DEFINICOES — EXEMPLOS 37

(nesse caso, diremos que S é localmente um grifico). Se essa fungio estiver
definida num aberto de R? e for diferenciavel ai, com os mesmos argumentos
do Exemplo 16, conclui-se que um tal aberto V' constitui uma vizinhanca
parametrizada de p em S. Logo, vale o resultado seguinte.

Proposicao 2. Todo subconjunto S de R3, o qual é localmente um grdfico
de uma funcio diferencidvel definida num aberto de R?, é wma superficie
regular.

Exemplo 17 (A ESFERA 52). Tomemos a esfera unitria S? e observemos
que o conjunto de seus pontos cuja coordenada z é positiva é o grafico da
funcao

f: UCR? — R

(z,y) = V1—a?2—y?’

em que U = {(z,y) € R%; 2% +y? < 1} (Fig. 2.3). Claramente, f é

,———,—c-’-“‘;‘?&‘; e

A RN NS NSV S
= s TSI
S e

N

Figura 2.3: esfera S?

diferencidvel em U. Portanto, a aplicagao
X(u,v) = (u,v, f(u,v)), (u,v) €U,

é uma parametrizacio de S% em ez = (0,0,1). Agora, dado p € S?, existe
um operador ortogonal) T : R3 — R3, tal que T'(S?) = 5% e T(e3) = p.
Uma vez que X e T sdo difeomorfismos, temos que ¥ = T o X é um
difeomorfismo de U sobre o aberto V = T(X(U)), de S2, o qual contém
p. Logo, Y : U — V é uma parametrizacio local de S? em p, donde se
infere que S? é uma superficie regular.

() Basta considerar uma base ortonormal {p1,p2,p}, edefinir T como o tnico operador
de R?, tal que T'(e1) = p1, T(e2) = p2 e T(e3) = p.
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Exemplo 18 (CONE MENOS O VERTICE). Dados reais positivos, a e b, o cone
menos o vértice, S = {(x,y,z) € R? 2% = az? + by?, z # 0}, é a unido dos
graficos das fungoes (z,y) — vax? +by? e (z,y) — —v/az? + by?, defini-
das em U = R?—{0}. Uma vez que essas funcdes sdo, ambas, diferencidveis
em U, segue-se que S ¢é uma superficie regular. Note que S é desconexa e
que cada um dos graficos que a constitui é uma de suas componentes conexas

(Fig. 2.4).

Figura 2.4: cone

Através do conceito e do resultado que se seguem, obteremos, de forma
bastante simples, uma ampla familia de superficies regulares.

Definicdo 4 (VALOR REGULAR). Dados um aberto O C R?® e uma fungio
diferenciavel ¢ : O — R, dizemos que a € R é um walor reqular de o,
quando, para todo p € ¢~ '({a}) C O, a derivada dp, : R®* — R é ndo
nula, isto é, Vp(p) # 0.

Proposicao 3. A imagem inversa de um valor reqular de uma funcao di-
ferencidvel definida num aberto de R3, quando ndo vazia, é uma superficie
regular.

Demonstragio. Sejam O C R3 um conjunto aberto, ¢ : O — R uma funcio
diferencidvel e a € R um valor regular de ¢, tais que S = p~({a}) # 0.
Dado p € S, temos que Vp(p) # 0. Suponhamos, entdo, sem perda de
generalidade, que g—f(p) # 0. Nesse caso, considerando-se a decomposicao
R3 = R? x R, segue-se do Teorema da Funcdo Implicita que existem abertos
O'COeUCcCR? taisque pe O’ e V=5n0O" éo grafico de uma funcio
diferenciavel definida em U. Desse modo, S é, localmente, um grafico de
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uma funcdo diferencidvel. Logo, pela Proposicdo 2, S é uma superficie

regular. O
QUADRICA EQUACAO (a, b, ¢ > 0)
elipsoide %; + ?;; + ié =1
hiperboloide de uma folha %z + ?;é — ié =1
hiperboloide de duas folhas % + Zlié — ié =-1
paraboloide eliptico z = % + Zli;
paraboloide hiperbélico z = %z — %;Lj

Tabela 2.1

Exemplo 19 (QUADRICAS). Segue-se da Proposigdo 3 que a quadrica S
definida pela equacio x? + y? — 22 = 1, dita hiperboloide de uma folha, é
uma superficie regular de R3 (Fig. 2.9 — pagina 43). De fato, S = ¢~1(1),
em que ¢ éa funcio p(x,y,2) =22 +y? — 2%, (v,y,2) €R3, e 1 é valor
regular de ¢, pois o gradiente de ¢, Vp(z,y,2) = (2z,2y, —2z), nio se
anula em S.

De modo similar, verifica-se que sado regulares todas as superficies qua-
dricas listadas na Tabela 2.1.

Analogamente as superficies regulares, podem-se introduzir as curvas
requlares de R3, conforme a definicio seguinte.

Defini¢do 5 (CURVAS REGULARES ENQUANTO SUBCONJUNTOS). Diz-se que um
conjunto C' C R3 é uma curva reqular, quando, para cada ponto p € C,
existem um intervalo aberto I C R e um difeomorfismo « : I — «(I) C C,
em que «a(f) é um aberto relativo de C. O difeomorfismo « ¢é dito, entao,
uma parametrizagio local de C' em p (Fig. 2.5).

A respeito do conceito ora introduzido, cabe-nos observar que o trago de
uma curva parametrizada regular, a : I — R3, nao necessariamente é uma
curva regular no sentido da Defini¢do 5. Considere, por exemplo, uma curva
parametrizada regular o : I — R3, cujo traco se autointersecta num ponto
p, isto é, existem a < b € I, tais que a(a) = a(b) = p e a/(a) e /(b)
sao linearmente independentes. Nesse caso, por questoes de conexidade,
nenhum aberto relativo de C' = «(I) que contenha p é homeomorfo a um
intervalo aberto de R, isto é, C' ndo admite uma parametrizacao local nesse
ponto e, portanto, ndo é uma curva regular.

Um argumento anédlogo aquele empregado na demonstracao da Proposi-
¢ao 2 conduz ao seguinte resultado.
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C a(I)
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Figura 2.5

Proposicao 4. Todo subconjunto C' de R?® =R x R?, o qual ¢ localmente
um grdfico de uma aplicacio diferencidvel definida num intervalo aberto I C
R e que toma valores em R?, é uma curva reqular.

Exemplo 20 (SUPERFICIES DE REVOLUCAO). Uma importante classe de su-
perficies regulares, a qual inclui algumas superficies quadricas, é aquela for-
mada pelas ditas superficies de revoluciao. Geometricamente, uma superficie
de revolugao, S, é obtida pela rotacdo de uma curva regular C' em torno
de uma reta ¢, em que C e f sdo disjuntas e contidas num plano II de
R3. A curva C é dita, entdo, a geratriz de S.

A fim de descrever S analiticamente, tomemos um sistema de coorde-
nadas em R?, tal que II coincida com o plano zz, ¢ com o eixo z, e tal
que C esteja contida no semiplano {(z,0,z);z > 0} (Fig. 2.6). Nessas
condicbes, S define-se como o conjunto dos pontos p € R3, tais que, para
algum ¢ € C e algum 0 € R, tem-se p = T%(q), em que T? é a rotacio de
angulo 6 em torno do eixo z (no sentido anti-horério, para 6 > 0),

Te(x,y, z) = (zcosf — ysen b, xsend +ycosh, z), (x,y,z) € R3.

Os paralelos de S, por definicdo, sdo os circulos T‘9(q), com ¢ fixoe 6
variando em R, e seus meridianos sdo os conjuntos T%(C'), com 6 fixo.

Verifiquemos agora que S é uma superficie regular. Com esse fim, tome-
mos p € S e q € C, tais que p = T%(q), e suponhamos, inicialmente, que
—m < 0 < 7. Consideremos, entdo, uma parametrizacao local de C em g,
a(t) = (f(t),0,9(t)), t € I CR, e observemos que a fungdo f é positiva em
I. Fagamos U = (—7,7) x I C R%, ponhamos

X(u,v) =T (a(v)) = (f(v) cosu, f(v)senu, g(v)), (u,v) € U,

e verifiquemos que X é uma parametrizacao local de S em p. Com efeito,
pela hipdtese sobre 6, temos que p € V = X (U) C S. Escrevendo-se

X (u,v) = (f(v)cosu, f(v)senu,g(v)) = (z,y,2) €V,
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Figura 2.6: superficie de revolugao

tem-se, claramente, que a(v) = (f(v),0,g9(v)) = (V2?2 + 42,0, 2). Portanto,
v é univocamente determinado por (z,y,z) através da igualdade

v=uv(z,y,z)=a! (y/xz +y2,0,z) , (z,y,2) € V.

Observando-se que as fungoes (z,y, z) — /22 + y2 e (z,y,2) — 2z estendem-
se diferenciavelmente a R? — {0} D S, tem-se que v é diferenciavel em V,

j4 que, por hipétese, a~! é diferenciavel em «([).

Considerando-se, agora, a igualdade, tan g = 1?&‘:):” , valida para todo

u € (—m, ), e lembrando-se que a fungao tangente é um difeomorfismo do
intervalo (—m/2,7/2) sobre R, conclui-se que

u=u(z,y,z) =2tan" x,y,z) €V,

1 Y
(x + \/m > 3
bem como que essa funcao ¢é diferenciavel em V. Dessa forma, X : U — V
¢ um difeomorfismo e, portanto, uma parametrizagdo local de S em p.
Por fim, se 8§ = +7, obtém-se facilmente uma parametrizagdo local X,
de S em p, tomando-se 0 < ¢ < m e um ponto py = T9+¢(p) € S. Nessas
condigoes, pelo discutido acima, existe uma parametrizacao local Y, de S
em pgo. Assim, basta fazer X =T €oY.
Dessas consideragoes, segue-se que toda superficie de revolucdo é uma
superficie regular. No caso particular em que C' é um circulo, a superficie
de revolugao obtida chama-se toro (Fig. 2.7).

Exemplo 21 (HELICOIDE). Um helicoide é uma superficie S obtida pela
acao continua e simultdnea sobre uma reta ¢, da rotacdo dessa em torno
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Y
=

Figura 2.7: toro

de um eixo perpendicular a mesma, e da sua translagdo ao longo desse eixo
(Fig. 2.8).

Mais precisamente, tomemos um sistema de coordenadas em R3, tal que
¢ coincida com o trago da curva a(v) = (v,0,0), v € R, e, portanto, o eixo z
seja perpendicular a £. Assim, denotando-se por A a translacio (z,y,z2) —
(x,y,z+t) e adotando-se a notagao do exemplo anterior, definimos S como
a imagem da aplicacao

X(u,v) = (T o A" 0 a)(v) = (veosu,vsenu,u), (u,v) € R2.

/

Figura 2.8: helicoide

Vejamos, entdo, que X ¢é um difeomorfismo sobre o helicoide S, donde
se concluird que o mesmo é uma superficie regular. Para tanto, observemos
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que, para um ponto (z,y,z) de S, o qual cumpre coszsenz # 0, tem-se
x/cosz = y/senz. Sendo assim, lembrando que as funges seno e cosseno
nunca se anulam simultaneamente, tem-se que a aplicacdo f: S — R2,
(%,2), cosz#0
f(.f, Y, Z) - )
(Z£-,z), senz#0

sen 2z’

estd bem definida. Além disso, como se pode verificar facilmente, f é
bijetiva, diferenciavel e satisfaz foX = Idp2. Logo, X é um difeomorfismo.

Exemplo 22 (SUPERFICIES REGRADAS). Geometricamente, uma superficie
regrada S é qualquer superficie gerada por uma reta ¢ que se desloca, pos-
sivelmente variando de dire¢do, ao longo de uma curva regular C. Supondo-
se que «: I — R? seja uma parametrizacio de C, e que w(s) € R? seja a
direcdo de £ em s € I, tem-se que S é a imagem da aplicacio

X(s,t) = as) + tw(s), (s,t) € I xR.

Nesse caso, dizemos que w : I — R3 é uma curva direcional de S. A
superficie S, entao, sera regular se, e somente se, X for um difeomorfismo
do aberto I x R C R? sobre S.

Figura 2.9: hiperboloide de uma folha

Diz-se ainda que S ¢é birregrada, quando admite, para a mesma curva
a, duas curvas direcionais w; e wsy, tais que, para todo s € I, wi(s) e
wa(s) sdo linearmente independentes.

Exemplos simples de superficies regradas sdo os cilindros sobre curvas
planas (vide Exercicio 3).

Tomando-se C' como o trago do circulo «(s) = (coss,sens,0), s €
(0,27), e wi(s) = &/(s) + e3, temos que

X(s,t) = (coss —tsens,sens +tcoss,t), (s,t) € U=(0,2m) x R.
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Porém, (coss — tsens)? + (sens + tcoss)? — t2 = 1, donde se infere que

X(U) est4 contido no hiperboloide S de equacdo z? + 3% — 22 = 1.

Considerando-se agora wa(s) = —a/(s) + ez como curva direcional,
verifica-se igualmente que a superficie regrada determinada por a e wo
também tem trago contido em S, isto é, o hiperboloide (de revolugao) de
uma folha é uma superficie regular birregrada (Fig. 2.9).

2.2 Calculo Diferencial em Superficies

Nesta se¢ao, introduziremos o conceito de plano tangente, o que nos per-
mitird estender o conceito de derivada as aplicacoes diferenciaveis definidas
em superficies regulares. Nesse processo, desempenha um papel fundamen-
tal a aplicacdo conhecida como mudanca de pardmetros, a qual passamos a
descrever.

Sejam X : U CR? = S e Y : W Cc R? —» S parametrizacdes distintas
de uma superficie regular S num ponto p € S. Uma vez que X e Y sdo
homeomorfismos, tem-se que:

o V=XU)NY (W) é um aberto de S que contém p;

e Up=X"YV)CU e Wy=YYV)CW sdo abertos de R2.

Por simplicidade de notacao, abusemos da mesma e escrevamos X =
X, e Y =Y]|w,. Assim, a aplicagdo composta

E=Y 1o X :Uy— Wy

estd bem definida e, por ser uma composi¢do de difeomorfismos, é um dife-
omorfismo entre os abertos Uy e W, de R?, o qual denomina-se mudanca
de parametros (Fig. 2.10).

Fazendo-se, entdo, a = X '(p) e b = Y~!(p), tem-se, em particular,
que d€, é um isomorfismo. Dai, uma vez que X =Y o0&, tem-se

dX,(R?) = dYy(dé,(R?)) = dY,(R?),

isto é, dX, e dY, tém o mesmo conjunto-imagem.
Segue-se que o conjunto

T,S = dXa(R?), a = X"\(p),

ao qual chamamos plano tangente a S em p, estd bem definido, isto é, ele
independe da parametrizacdo X.

Passando-se, possivelmente, a um aberto de S contido em V, podemos
supor que existe uma extensao diferencidvel de Y !, F, a um aberto de R3
que contém V. Nesse caso, vale aigualdade { = FoX. Logo, d¢§, = dF,dX,,
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Figura 2.10

donde se infere que dX, é injetiva, ja que d§,, por ser um isomorfismo, o
é. Dal, segue-se que a derivada de X em a,

dX, :R* = T,S,

¢ um isomorfismo linear e, portanto, que 1,5 ¢é um subespaco vetorial de
R3 de dimensdio 2.

Defini¢do 6 (VETOR TANGENTE). Dado um ponto p de uma superficie regu-
lar S, diz-se que um vetor w € R? é tangente a S em p, quando existe uma
curva diferencidvel « : (—€,e) — S, € > 0, tal que a(0) =p e &/(0) = w
(Fig. 2.11).

A terminologia adotada na defini¢do acima justifica-se pela igualdade
T,S = {w € R* w é tangente a S em p}. (2.1)

A fim de estabelecé-la, consideremos uma parametrizacio de S em p,
X :U CR? = S, eescrevamos a = X !(p). Dado w tangente a S em
p, seja a : (—e,e) — S, tal que «a(0) = p e /(0) = w. Tomando-se
€ > 0 suficientemente pequeno, de tal modo que o traco de « esteja contido
em V = X(U), tem-se que a aplicacio 0 = X ! o estd bem definida e
constitui uma curva diferenciavel. Dai, da igualdade X oo = a e da Regra
da Cadeia, obtém-se dX, )0’ (0) = /(0), isto é, w = dX,0’'(0) € T),S.

Reciprocamente, dado w € 7,5, uma vez que dX, : R? — T, »S € um
isomorfismo, existe um tnico wy € R? satisfazendo dX,wo = w. Tomando-
se, entdo, ¢ > 0 suficientemente pequeno, tem-se, para todo t € (—e,e),
que a + twy é um ponto de U. Logo, a curva «(t) = X(a + twg) esta
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Figura 2.11

bem definida, é diferencidvel e cumpre as igualdades a(0) = X(a) =p e
a/(0) = dX,wg = w, donde w é tangente a S em p.

Logo, todo vetor de T,,S ¢é tangente a S em p, e reciprocamente, o que
prova a validez da igualdade (2.1).

Dada uma parametrizacio X : U C R? — X (U) C S, de uma superficie
regular S num ponto p € S, temos que as projecoes de U sobre os eixos
coordenados sdo abertos desses. Denotando-os por Iy e I, para cada
a = (ug,vp), definimos as curvas (diferenciaveis):

i) u— X(u,v), u€l;
i) v X(ug,v), v € Is;

as quais chamam-se curvas-coordenada de S em p = X(a) relativamente a
parametrizacao X. Assim, uma vez que 7,5 é o conjunto-imagem de dX,,
ele é gerado pelos vetores

dXq.e1 = Xy(a) e dXgeo = Xy(a),

0s quais sdo tangentes, em p, as curvas-coordenada (i) e (ii), respectiva~
mente (Fig. 2.12).

Vejamos agora como determinar planos tangentes de algumas superficies
consideradas anteriormente.

Exemplo 23 (PLANOS). Seja S+pg um plano afim de R? (vide Exemplo 15)
e T : R? — S um isomorfismo linear. Conforme constatamos anteriormente,
para todo p € S+ pg, a aplicacio X =T 4 py é uma parametrizacao de S
em p. Fazendo-se, entdo, a = X 1(p), tem-se dX, = T, donde

T,(S + po) = dX,(R?) = T(R?) = S.
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Figura 2.12

Exemplo 24 (ESFERA $2). Dados p € S? e w € Tp5’2, tomemos uma
curva diferencidvel a : (—e,e) — S2, tal que a(0) = p e o/(0) = w. Em
particular, para todo t € (—¢,€), tem-se (a(t),a(t)) = 1. Diferenciando-se,
entdo, com respeito a t e fazendo-se t = 0, obtém-se (w,p) = 0, isto é,
T,8% C {p}*+. Logo, T,S? = {p}*, pois dim7,S% = 2 = dim{p}*.

Exemplo 25 (IMAGENS INVERSAS DE VALORES REGULARES). Seja
S=¢"'({c})

uma superficie regular dada pela imagem inversa de um valor regular ¢ € R
de uma funcao diferencidvel ¢, a qual estd definida num aberto O de R3.
Entao, para todo p € .S, tem-se

i) T,S = kerdy,;
ii) Vp(p) é ortogonal ao plano tangente T),S.
De fato, dado w € T),S, seja a : (—e¢,€) — S uma curva diferenciavel, tal

que a(0) =p e o/(0) = w. Nesse caso, temos que ¢(a(t)) = cVt € (—¢,¢).
Derivando-se com respeito a t e fazendo-se t = 0, obtém-se

0 = dppw = (Vo(p), w),
donde se infere a validez de (i) (j4 que dim(kerdy,) = 2) e (ii).
A fim de introduzirmos o conceito de derivada, tomemos uma aplicagéo

diferenciavel, f : S — M, definida numa superficie regular S e tomando
valores num subconjunto arbitrario M de R".
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Dado p € S, sejam V 3 p um aberto de S, e F,G : O — R"™ extensoes
diferencidveis de f|y a um aberto O de R® que contém V. Verifiquemos,
entdo, que as derivadas de ' e G' em p coincidem em 7,5, isto ¢,

dF,w = dGpw Yw € T),S.

Para tanto, tomemos uma curva diferenciavel a : (—e,e) — O NS,
satisfazendo «(0) = p e o/(0) = w € T),S. Nessas condicdes, tem-se, para
todo t € (—¢,€), F(a(t)) = G(a(t)), donde, diferenciando-se com respeito
a t e fazendo-se t = 0, obtém-se dF,w = dGpw.

Segue-se dessas consideragoes que a derivada de f em p,

dfp: T, — R"
w = dFw

Y

estd bem definida, isto é, ela independe da extensao diferencidavel F. Note
que, nesse caso, a derivada de f em p nada mais é que a restrigao de dF),
a Tp,S.

Quando, particularmente, n = 3 e M ¢é uma superficie regular, temos
que a curva ((t) = f(a(t)) = F(a(t)) tem trago contido em M, ¢é dife-
rencidvel e satisfaz 3(0) = f(p), donde dF,w = B'(0) € Ty, M, isto é, o
conjunto-imagem de df;, estd contido em Ty, M. Assim, escrevemos

dfp : TpS — Tf(p)M.

Quando n = 1, isto ¢, quando f ¢é uma fungdo, temos que df, ¢ um
funcional linear em 7,S. Logo, considerando-se em 7S o produto interno
canoénico de R3, temos, pelo Teorema de Representacao de Riesz, que existe
um vetor de T},5, o qual denotamos por V f(p) e designamos por gradiente
de f em p, tal que

dfpw = (Vf(p),w) Yw e T,5S.
Note que, para todo w € T,,S, tem-se
(Vf(p),w) = dfpw = dFyw = (VF(p),w),
donde se infere que o gradiente de f em p é a projecao ortogonal, sobre
T,S, do gradiente de F' em p.

Exemplo 26 (APLICACAO CONSTANTE). Segue-se diretamente das defini¢oes
acima que toda aplicacdo constante definida numa superficie regular tem,
em cada um de seus pontos, derivada identicamente nula.

Exemplo 27 (APLICACAO ANTIPODA). A aplicacio antipoda de S?, dada
por f(p) = —p, é a restricio a S? da aplicacdo linear Tp = —p, p € R3.
Logo, para todo p € S? e w € T,5? = {p}+ = Tf(p)SQ, tem-se

dfpw = dlw = Tw = —w,

isto é, df, ¢é a restricao de T' a Tp5’2.
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O conceito de difeomorfismo induz uma relacio de equivaléncia entre su-
perficies regulares, pois sdo difeomorfismos a aplicagdo identidade de qual-
quer superficie regular, a inversa de um difeomorfismo e a composta de
difeomorfismos. Assim, podemos classificar as superficies regulares através
dessa relagao, isto é, desse ponto de vista, duas superficies regulares difeo-
morfas sdo equivalentes.

No exemplo seguinte, mostraremos que sdo difeomorfas a esfera menos
um ponto e o plano. Ademais, a aplicagdo que estabelece esse difeomor-
fismo é conforme, isto é, sua derivada, em cada ponto, preserva angulo (vide
Exercicio 16).

Exemplo 28 (PROJECAO ESTEREOGRAFICA). Designemos por S o plano xy
de R? e consideremos a decomposicio R? = S x R. Denotando-se por py =
(0,1) o polo norte de S?, define-se a projecdo estereogrdfica de S? — {po}
sobre S como a aplicacdo f: S? — {po} — S, dada por

f(qvt) = %—t’ (Q7t) € 52 - {pO}'

Geometricamente, f(q,t) é o ponto de intersecio entre S e a reta que
contém py e p = (q,t), o que indica que a proje¢ao estereografica é bijetiva
(Fig. 2.13). Através de um célculo direto, verifica-se, entao, que sua inversa

Po

S

Figura 2.13

é a aplicacio f~!:8 — 5% — {po}, em que

o= (e o

lall> + 17 flal* + 1

Claramente, f e f~! sdo diferencidveis, donde se infere que a projecio
estereografica é um difeomorfismo.

A fim de calcular sua derivada, consideremos a extensao natural de f
ao aberto O = R3 — {(¢,t);t = 1},

F(Qvt) = ma (Cbt) €0.
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Fazendo-se 71(q,t) =q, m(q,t) =t e ¢(q,t) = #(q,t) , tem-se
F(g,t) = ¢(g, t)mi(g, 1)
Observando-se, entao, que, para (w,s) € T(q,t)SQ,
(dm2)qp(w,s)  ma(w,s) s

d w,s) = = = ,
Yl = P T A m@n)? (10
conclui-se que, para quaisquer p = (q,t) € S — {po} e (w,s) € T,,S,

df g (w,s) = dFgp(w, s)
= d¢(q,t) (wv 5)771 (Q7 t) + ¢(q7 t)(dﬂl)(q,t) (w? S)

_ s 1
Sttt
Uma vez introduzida a noc¢do de derivada para aplicagoes definidas em
superficies, estende-se facilmente a essas a nocdo de ponto critico. Enfati-
zamos que muitas propriedades geométricas e analiticas de superficies sdao
obtidas através do estudo dos pontos criticos de certas fungoes (vide exerci-
cios 11 e 12).

Definigao 7 (PONTO CRITICO). Sejam S uma superficie regulare f: S — R
uma fungao diferenciavel. Diz-se que p € S é um ponto critico de f quando
df, ¢ identicamente nula.

Exemplo 29 (FUNCAO ALTURA). Sejam pg,wp € R?, em que |lwp| = 1.
Dada uma superficie regular S, define-se a funcdo altura relativa ao plano
I1, que contém pg e é ortogonal a wy (Fig. 2.14), por

h(p) = (p — po, wo)-
Assim, para w € T),S, tem-se dh,w = (w,wp). Em particular:
e Vh(p) = wo;

e p & ponto critico de f se, e somente se, wy é ortogonal a 71,5, isto
é, II é paralelo a T,S.

Sejam II e h como no Exemplo 29, e f:R3 — II a projecio ortogonal
de R3 sobre II, isto é,

f(p) =p— (p — po, wo)wo.

Dado M C R3, suponha que f|y seja injetiva. Nesse caso, dizemos que
M é o grdfico da fungdo A : f(M) — R, definida por

Ma) = h((f1ar)" (@) = ((f]ar) " (@) — po, wo),
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.

h(p) >0
wo
Po

Figura 2.14

II

isto é, A(a) ¢é a altura, relativa ao plano II, do tnico ponto de M que se
projeta sobre a. Claramente, esse conceito generaliza aquele de gréafico de
uma funcao definida num subconjunto do plano R2.

Estabeleceremos agora, no contexto das aplicagoes definidas em superfi-
cies regulares, dois dos resultados mais fundamentais da Calculo Diferencial.

Regra da Cadeia. Sejam S1 e Sy superficies requlares e M C R™ um
subconjunto arbitrdrio de R™. Dadas aplicacoes diferencidveis, f:S1 — So
e g: Sy — M, tem-se que go f : S1 — M ¢ diferencidvel e, para todo
p € S1, vale a igualdade

d(go f)p = dgrp)dfy- (2.2)

Demonstragao. Conforme estabelecido anteriormente, go f ¢é diferencidvel.
Verificamos também que, dado p € S, existem abertos O1,0y de R3,
contendo p e f(p), respectivamente, e extensoes diferenciaveis de f|o,ns,
e glo,ns,, F:O01—R3, G:0y— R" tais que a composta G o F : O —
R3 estd bem definida, sendo, em particular, uma extensao diferencidvel de
(g0 f)loins, - Dessa forma, para todo w € T),S1, tem-se

d(g o flpw = d(G o F)yw = dGppydFyw = dgsp)dfyw
o que prova (2.2) e conclui a demonstragao. O

Teorema da Funcgio Inversa. Sejam S; e Sy superficies regulares de R3
e f: 5] — Sy uma aplicagdo diferenciavel. Dado p € S, suponha que a
derivada dfy : TS1 — Ty(,)S2 seja um isomorfismo. Entao, existem abertos
Ay C S1 e Ay C Sy, taisque p € A1, f(p) € Az e fla, : A1 = Ay é um
difeomorfismo.
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Demonstracdo. Tomemos parametrizacoes
X:UycR?= S8, e Y:UyCR?>— S,,

de S1 em p, e So em f(p), respectivamente. Uma vez que f é conti-
nua (por ser diferencidvel) e X e Y sdo homeomorfismos (por serem di-
feomorfismos), temos que Vi = f~1(Y(U3)) N X(U7) é um aberto de Si.
Considerando-se, entdao, a composta

¢=YlofoX|x1 X '(Vi) CUL — Uz,

e fazendo-se a; = X !(p), as = Y1 (f(p)), tem-se, pela Regra da Cadeia,
que £ é diferenciavel em a; e satisfaz

déa, = dY ) dfy dXay,

donde d¢,, , por ser uma composta de isomorfismos (vide Exercicio 15), é
um isomorfismo. Segue-se, portanto, do Teorema da Funcado Inversa em
espagos euclidianos, que existem abertos Uj C Uy e Uj C U, tais que
a1 € Uy, &(a) = a2 € Uy e {|y; : U{ — U; é um difeomorfismo. Dessa
forma, tomando-se os abertos Ay = X(Uj) C S e Ay = Y(Uj) C Sa,
tem-se que p € Ay, f(p) € Ay e flay, =Y olo X1y : A1 — Ay é um
difeomorfismo, concluindo, assim, a demonstracao. ]

Dadas superficies regulares S; e Sy, diz-se que uma aplicagido diferen-
ciavel f : 51 — So é um difeomorfismo local, quando, para todo p € S,
existem abertos V3 C S; e Vo C Sy, contendo p e f(p), respectivamente,
tais que fly; : Vi — V2 é um difeomorfismo.

Segue-se, entao, do Teorema da Funcao Inversa, que é um difeomorfismo
local toda aplicacdo diferencidvel entre superficies regulares, cuja derivada
em cada ponto é um isomorfismo. Ilustremos, no exemplo seguinte, esse
fato.

Exemplo 30 (DIFEOMORFISMO LOCAL ENTRE O CILINDRO E O PLANO). Con-
sideremos o plano coordenado zy, S; = {(x,y,2) € R? 2 =0}, e o cilindro
So = S xR = {(z,y,2) € R3 22 + 9% = 1}. A aplicacio f : S; — So,
dada por f(z,y,0) = (cosz,senz,y), é diferencidvel e a matriz jacobiana

7

de sua extensdo natural a R3 é

—senx 0 O
cosx 0 O
0 1 0

Assim, para todo p = (z,y,0) € S; e todo w = (a,b,0) € T,S1 = S1,
tem-se df,w = (—asenz,acosz,b). Claramente, df, tem nicleo trivial e,
portanto, ¢ um isomorfismo de 73,51 em T, S2. Logo, f é um difeomor-
fismo local.
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Na secdo anterior, vimos que todo subconjunto de R3, o qual é, local-
mente, um grafico de uma funcio diferenciavel definida num aberto de R2,
é uma superficie regular. Vejamos, como aplicacdo do Teorema da Fungao
Inversa, que vale a reciproca dessa assercao.

Proposicao 5 (GRAFICO LOCAL). Para todo ponto py de uma superficie
reqular S, existe um aberto V, de S, o qual contém py e é o grifico de uma
fungdo diferencidvel definida num aberto do plano afim Tp,S + po -

Demonstracao. Facamos II = TS + po, tomemos um vetor unitario wy
de R3, o qual é ortogonal a T),,S, e consideremos a projecdo ortogonal de
S sobre II, f(p) = p — (p — po, wo)wp. Temos, para todo w € T},S, que
dfpw = w — (w, wo)wp , donde dfp,w = wVw € T}, S. Em particular, dfy, é

um isomorfismo.
W T
A(f(p)) >0

Figura 2.15

Logo, pelo Teorema da Funcdo Inversa, existem abertos V C S e A C
IT, tais que po € V', f(po) =po € A e fly : V — A é um difeomorfismo.
Dessa forma, V' é o gréfico da fungdo A : A — R,

Ma) = {(fIv) ™" (a) = po, wo),

a qual, claramente, é diferenciavel (Fig. 2.15). O

Corolario 1. Toda superficie reqular é, localmente, o grifico de uma fungdo
diferencidvel definida em um aberto de um dos planos coordenados.

Demonstragdo. De fato, com a notacao da Proposicao 5, temos que o plano
afim T,, + po tem projecao ortogonal injetiva em um plano coordenado
Iy, sendo, portanto, o grafico de uma fungdo ¢ definida sobre o mesmo.
Mais especificamente, ¢ ¢é uma funcao afim, isto é, é a composta de uma
funcdo linear com uma translacdo. Em particular, ¢ é diferencidavel. Dessa
forma, designando-se por Ay a imagem da projegdo ortogonal de A sobre
Iy, temos que Ag é aberto em Ily e V' é o grafico da funcio diferencidvel
Ao @|a, - O
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Na demonstracdo da Proposi¢do 3, verificamos que a imagem inversa
de um valor regular de uma funcao diferenciavel definida num aberto de
R3 é uma superficie regular, por ser, localmente, o grafico de uma funcao.
Reciprocamente, todo grafico S de uma funcao diferencidvel f: U C R? —
R ¢ a imagem inversa de um valor regular de uma funcédo diferencidvel. Com
efeito, basta definirmos ¢ : U x R -+ R por ¢(z,y,2) = z — f(x,y), pois
e 1 ({0}) = S e Vo(,y,2) = (fola,y), fy(2,y),1) #0 V(z,y,2) €U xR,

Segue-se, entdo, dessas consideragoes, bem como do Teorema do Grafico
Local, o resultado seguinte.

Proposigcao 6 (CARACTERIZACOES DE UMA SUPERFICIE REGULAR). Para um
dado subconjunto S de R3, sdo equivalentes as sequintes afirmagcoes:

e S ¢ uma superficie reqular;

e S ¢, localmente, o grifico de uma fungdo diferencidvel definida num
aberto de R?;

e S ¢, localmente, a imagem inversa de um valor reqular de uma func¢do
diferencidvel definida num aberto de R3.

Uma questao natural no estudo das superficies é a da natureza do con-
junto obtido pela interse¢do de duas delas. Nesse contexto, consideram-se
particularmente duas posigoes relativas entre duas superficies regulares S e
Ss, as quais se intersectam num ponto p € R3. Nessas condicoes, diz-se que
S1 e S sao tangentes em p, se 1,51 = 1,52 . Caso contrario, S; e Sz sao
ditas transversais em p ou, equivalentemente, que S1 e Sy intersectam-se
transversalmente em p.

O resultado seguinte, confirmando a intuicao, estabelece que a intersecao
entre duas superficies regulares, as quais sdo transversais num ponto, é uma
curva regular (no sentido da Defini¢do 5) numa vizinhanca desse ponto (Fig.
2.16).

Proposigao 7 (INTERSECAO TRANSVERSAL). Sejam Sy e So superficies re-
gulares que se intersectam transversalmente em p € S1 N Sy . Entdo, existe
um aberto A de R? contendo p, tal que (S1NS2)NA é uma curva regular.

Demonstracio. Seja O um aberto de R contendo p, tal que
S1NO = (,071(0) e SN0 = 1/171(0),

em que ¢, sao fungoes diferencidveis definidas em O (vide Proposicao 6).
Consideremos, entdo, a aplicacdo & : O — R? cujas funcdes-coordenada sio
v e 1, isto é, & = (¢,1), e observemos que:

e ¢ ¢é diferenciavel;
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S

Figura 2.16

e Os vetores linha da matriz jacobiana de £ em p sdo Vo(p) e Vi (p);
o £H(0,00} =(S1NS2)NO > p.

Assim, uma vez que Vp(p) e Vi)(p) s@o ortogonais a 1,51 e 1,5 (vide
Exemplo 25), respectivamente, e esses planos sdo, por hipdtese, distintos,
temos que Vy(p) e Vip(p) sdo linearmente independentes, donde se infere
que a derivada d§, : R3 — R? tem posto 2.

Tomemos um sistema de coordenadas em R3, tal que o plano gerado
por V(p) e Vi(p) coincida com {0} x R% Considerando-se, entdo, a
decomposicio R?® = R x R?, escrevendo-se p = (t,q) e aplicando-se o
Teorema da Funcao Implicita, conclui-se que existem abertos I CR e A C
O, taisque t € I, p e A e AN(S1NS2) é o grafico de uma fungao
diferencidvel X : I — R? para a qual A(t) = ¢q. Logo, pela Proposi¢io 4,
AN (S1NS2) é uma curva regular. O

Em conclusido as nossas consideragoes sobre o conceito de diferenciabili-
dade de aplicagbes definidas em superficies, vejamos agora como caracteriza-
lo por meio de parametrizacoes locais. Vale ressaltar que, usualmente, essa
caracterizacao ¢é tida como definicdo de diferenciabilidade.

Proposigao 8 (DIFERENCIABILIDADE VIA PARAMETRIZAGOES). Sejam S uma
superficie regular e M C R™ um subconjunto arbitrario de R™. Entdo, uma
aplicagio f: S — M ¢ diferencidvel se, e somente se, para toda parametri-
zagio de S, X :U CR? = S, a composta fo X ¢é diferencidvel.

Demonstragdo. Uma vez que toda parametrizagao local X, de S, é dife-
renciavel, segue-se da Regra da Cadeia que f o X serd diferencidvel se f o
for.



56 CAPITULO 2. SUPERFICIES REGULARES

Reciprocamente, suponhamos que, para toda parametrizacao local de .S,
X, foX seja diferencidvel. Dado, entdao, p € S, seja X : U C R? = S uma
parametrizacao local de S em p. Sendo 7,5 um subespago bidimensional
de R3, podemos supor, sem perda de generalidade, que ez & T,S. Feita
essa hipétese, definamos a aplicacio

p: UxR — R3
(a,t) — X(a)+teg '

Considerando-se a decomposicdo R3 = R? x R, juntamente com as pro-
jecoes ortogonais mi(a,t) = a e may(a,t) =t, tem-se que ¢ = X oy +maes.
Logo, ¢ ¢ diferenciavel e, para quaisquer (a,t) € U xR e (w,s) € R? x R,
tem-se

dp(a,n) (W, 8) = dXr (a0 (A1) (a,0) (W, 8) + (dT2) (q,0) (W, $)e3 = dXqw + se3 .

Provemos, a partir dessa igualdade, que dy(, ;) € um isomorfismo quando
a = X"1(p). Com efeito, segue-se dela que, para todo (w,s) € ker Ao s
dX,w e e3 sdo linearmente dependentes. Porém, para a = X ~!(p), isso s6
ocorre se dX,w = 0, pois dX,w € T,S # e3. Sendo dX, um isomorfismo
sobre T,S, temos que w = 0 e, portanto, que s = —(dX,w,e3) = 0.

=

>,

—

U

Figura 2.17

Logo, para todo t € R, dpx-1(p)) ¢ um isomorfismo. Em particular, para
t = 0. Segue-se, entao, do Teorema da Fungéo Inversa, que existem abertos
ACUxR e BCR3, tais que (X 1(p),0) € A, p=o(X p),0)eB e
¢la : A— B ¢éum difeomorfismo (Fig. 2.17).

Dessa forma, podemos definir a aplicacdo F' : B — R", tal que, para
(a,t) € A, tenha-se F(p(a,t)) = (1—1t)f(X(a)), isto é,

F=(1-mo(pla) )(foXom)o(pla)™".
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Uma vez que ¢|4 é um difeomorfismo, as projecoes w1 e my sdo diferencia-
veis e foX é diferenciavel, segue-se dessa igualdade que F' é diferenciavel.
Além disso, dado ¢ = X(a) = ¢(a,0) € SN B C X(U), tem-se

F(q) = F(p(a,0)) = f(X(a) = f(q),

isto é, F|snp = flsnp - Logo, f é diferencidvel. O

2.3 Exercicios

Segao 2.1

1. Seja V' um subconjunto de uma superficie regular S. Mostre que V §é
uma superficie regular se, e somente se, V' é aberto em S.

2. Sejam O, O’ abertos de R3 e ¢ : O — O um difeomorfismo. Mostre que
se S C O é uma superficie regular, entdo S’ = p(S) é uma superficie
regular. Conclua dai e do Exemplo 17 que toda esfera de R3 é uma
superficie regular.

3. Cilindros sobre curvas planas. Seja II um plano de R?® que contém a
origem e é ortogonal ao vetor unitario wg. Dada uma uma curva regular
C contida em II, prove que o cilindro reto com diretriz C,

S={a+twy;acC,teR}

é uma superficie regular regrada (Fig. 2.18).

T \\\\ -‘////
S
wo
—
// \\\\\d//?
II
Figura 2.18

4. Mostre que todo paraboloide hiperbélico é uma superficie regular birre-
grada.

5. Seja S uma superficie regular conexa. Prove que:

i) S é conexa por caminhos;



58 CAPITULO 2. SUPERFICIES REGULARES

ii) Toda aplicagao definida em S, a qual é continua e localmente cons-
tante, é constante.

Secao 2.2

6. Prove que se S é o grafico de uma funcio diferencidvel f:U Cc R? - R
e pe€ S, entdo 1,5 ¢ o grafico de df,, em que a € U é tal que p =

(a, f(a)).

7. Use o resultado do Corolario 1 para mostrar que o semicone, grafico da
funcio f(z,y) = /22 + y2, (z,y) € R?, nio é uma superficie regular.

8. Propriedades operatorias da derivada. Sejam S uma superficie regular,
f,9: S — R"™ aplicacgbes diferenciaveis e A : S — R uma funcao diferen-
cidvel. Prove que as aplicacoes

f+g: § — R" o Af: S — R"
p — f(p)+9(p) p = Ap)fp)

sao diferencidveis e que valem, para quaisquer p € S e w € 1,5, as
igualdades:

o d(f + g)pw = dfpw + dgyw;
o d(Af)pw = (dX,w)f(p) + A(p)dfpw .

9. Seja f uma funcdo diferencidvel definida numa superficie conexa S, tal
que df, =0Vp € S. Prove que f ¢é constante.

10. Mostre que todo maximo ou minimo local de uma fungao diferencidvel
definida numa superficie regular é um ponto critico.

11. Sejam S uma superficie regular e py € R? — S. Prove que p € S é um
ponto critico da funcdo f(p) = ||p—pol|?, p € S, se, e somente se, a reta
¢ que contém p e py é normal a superficie S em p (isto é, ¢ é ortogonal
a T,S). Conclua que (considere também os dois exercicios anteriores):

e Se S é compacta, entdo, para todo ponto py € R3 — S, existe uma
reta normal a S passando por pg;

e Se todas as retas normais a uma superficie conexa S passam por
um tnico ponto pg, entdo S esta contida numa esfera.

12. Emisténcia de autovetores de operadores autoadjuntos. Seja A : R3 — R3
um operador linear autoadjunto de R3, isto é,

(Av,w) = (v, Aw) Vv, w € R,

Defina f:S? = R por f(p) = (Ap,p) e prove que p € S? é um ponto
critico de f se, e somente se, Ap = f(p)p. Conclua dai e do Exercicio 10
que todo operador autoadjunto de R? possui um autovetor.
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13. Dados uma superficie regular S e M C R", prove que uma aplicacio
f S — M é diferencidvel se, e somente se, para todo p € S, existe
uma parametrizacdo de S em p, X : U C R? — S, tal que foX é
diferencidvel.

14. Mostre que sao superficies difeomorfas:

e Um elipsoide e uma esfera;

e Um plano menos um ponto e o cilindro S' x R.

15. Seja f : S — S92 um difeomorfismo entre duas superficies regulares,
S1 e S2. Prove que, para todo p € Si, dfy : TpS1 — Ty;)S2 € um
isomorfismo linear e que dff_(]lg) = (df,) L.

16. Conformalidade da projecao estereogrifica. Diz-se que um difeomorfismo
f 51— S9 é conforme, se sua derivada, em cada ponto, preserva angulo,
isto é, se, para todo ponto p € S1 e quaisquer vetores nao nulos wi ,wy €
T,51 , vale a igualdade

<dfpw17 dfpw2> — (wl') 'UJQ) .
ldfpwrll dfpwa] [ws ]l lwe]]

Seja f:S%2—{po} — S a projecio estereografica definida no Exemplo 28.
Prove que, para quaisquer (¢,t) € S? — {po} e (w,s) € T(q,t)SQ, tem-se

[(w, s)II

Idfiqe)(w, )] = 52

Conclua que f é um difeomorfismo conforme.
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Capitulo 3

Formas Fundamentais

A geometria das superficies regulares do espaco euclidiano R? divide-
se em duas categorias, a intrinseca e a extrinseca. A geometria intrinseca
é aquela cujos conceitos podem ser estabelecidos sem referéncia ao espaco
R3, ou, dito de forma simples, é a geometria que pode ser feita por supos-
tos “habitantes bidimensionais” das superficies. Em contrapartida, existem
conceitos geométricos associados a superficies, os quais sdo concebidos a
partir do fato de que essas sdo subconjuntos de R3. Tais conceitos sido ditos
extrinsecos.

As geometrias intrinseca e extrinseca de uma superficie regular sdo in-
troduzidas a partir de duas formas quadraticas, ditas fundamentais, as quais
estudaremos neste capitulo.

Iniciaremos, pois, estudando a primeira forma fundamental, a qual de-
termina a geometria intrinseca, e suas relagdes com os conceitos de com-
primento de curvas e areas de subconjuntos em superficies. Em seguida,
ap6s uma breve digressao sobre orientabilidade de superficies, abordaremos
a segunda forma fundamental, que define a geometria extrinseca, e através
da qual introduzem-se os essenciais conceitos de curvatura gaussiana e cur-
vatura média. Finalizaremos, entdo, apresentando o Teorema Fundamental
da Teoria Local de Superficies, segundo o qual, uma superficie regular é de-
terminada, a menos de movimentos rigidos, por suas formas fundamentais.

3.1 Primeira Forma Fundamental

Definicdo 8 (PRIMEIRA FORMA FUNDAMENTAL). Sejam S uma superficie
regular e p € S. A primeira forma fundamental de S em p,

L,: 7,5 = R,

¢é a forma quadratica associada a restricdo do produto interno canénico de
R3 ao plano tangente de S em p, T,S, isto é,

Lp(w) = (w,w) = [w|?, w e T,8.

61
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Dada uma parametrizacio X : U C R? — X (U) C S, de S, as funcdes
o E(u,v) = (Xy(u,v), Xy(u,v))
o F(u,v) = (Xy(u,v), Xy(u,v))

o G(u,v) = (Xy(u,v), Xy(u,v))

sdo os coeficientes da primeira forma fundamental de S relativos a X, isto
é, a matriz de Ix(,,) com respeito a base {Xy(u,v), Xy(u,v)}, de Tx ()5,
é

u,v

E(u,v) F(u,v)

F(u,v) G(u,v)

Note que as fungoes E, F' e G sdo diferenciaveis. Além disso, para todo
w = aXy(u,v) + bXy(u,v) € Tx(y,)S, tem-se

L (up) (W) = a?E(u,v) + 2abF (u,v) + b*G(u, v).

Numa superficie regular S, o comprimento de uma curva se expressa
inteiramente através da primeira forma fundamental. Com efeito, dada uma
curva parametrizada regular com traco em S, « : I — S, para quaisquer
a,bel, tem-se

thge) = [ et = [l 0,0 = [ (@@

Relembremos que um conjunto limitado Q C R? ¢ dito mensurdvel se-
gundo Jordan, ou simplesmente J-mensurdvel, quando a fungdo constante
igual a 1 é integravel em 2. Nesse caso, a integral

/ dudv
Q

é, por defini¢do, a drea de 2, a qual denotamos por pu(€2).

Seja X : U C R? — X(U) C S uma parametrizacdo de uma superficie
regular S. Diremos que um conjunto limitado R C X(U) é J-mensurdvel,
quando X !(R) for limitado e J-mensurdvel como subconjunto de R2.
Nessas condicoes, define-se a drea de R por

u(R) :/ 1 X A X ||dudo. (3.1)
X-1(R)

A fim de justificarmos essa definicdo, consideremos um quadrado @ =
I x I CR? contendo Q = X~(R). Tomando-se parti¢oes de I, obtém-se
decomposicoes de @) por retdngulos, Ki,...K,, cujos lados sdo paralelos
aos eixos coordenados e cujas somas das areas é igual a drea de ). Uma
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tal decomposicao denomina-se, igualmente, particio de Q. A norma de uma
particio &2 de Q, ||, define-se, entdo, como o méximo dos comprimentos
das diagonais dos retangulos K; por ela determinados.

Feitas essas consideracdes, tomemos, em cada retangulo K; cujo interior
intersecta €2, um ponto a; € int (K;)NQ. Conforme constatamos no capitulo
anterior, numa vizinhanca de p; = X(a;), S é um grafico de uma fungao
diferencidvel definida num aberto do plano afim 7,5 + p;. A derivada
dXa, : R? — T,.S, por sua vez, quando se toma um sistema de coordenadas
em R? com origem em q;, leva o retangulo K; num paralelogramo P; de
Tp,S, tal que p; é um ponto interior de P = P;+p; . Assim, X (K;NQ) C R

K3
é uma aproximacao de P/, a qual serd tdo melhor quanto menor for a
diagonal de K; (Fig. 3.1).

A

\\\ [

v

Figura 3.1

Com base nesses argumentos e observando-se que

R=JX(KinQ),
=1

é legitimo concebermos a area de R como o limite

lim Xn:,u(Pi), (3.2)

G
| Z2|—0 =1

em que & varia no conjunto de todas as parti¢oes de Q.

Agora, cada retangulo K; tem como lados os vetores t;e; e s;es, em
que t;,s; sdo os comprimentos dos lados de K, isto é, u(K;) = t;s;. Logo,
os lados de P; = dX,,(K;) sdo os vetores

ani(tiel) = tiXu(ai) [§ ani(Sieg) = SZ'XU(CLZ‘).
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Em particular,
n(Pi) = [[tiXu(ai) A siXo(ai)|| = [| Xu(ai) A Xo(ai) || (K5).
Dessa forma, o somatério em (3.2) corresponde & soma de Riemann da

fungao (u,v) — || Xu(u,v) A Xy(u,v)|| relativa a particio &2, donde

lim P; :/ Xu(u,v) A Xy (u,v)||dudv.
i S2lP) = [ 1Xa(w0) A X))

Fica, portanto, justificada a nossa definicdo de area.

Verifiquemos agora que a J-mensurabilidade de R e sua drea u(R),
conforme introduzidos, ndo dependem da parametrizacdo X e, portanto,
estao bem definidos. Para tanto, suponhamos que

Y:WCR*SY(W)CS

seja uma parametrizagao de S, tal que R C Y(W). Facamos V = X(U)N
Y (W) DR e tomemos a mudanca de pardmetros

=Y loX : X1(V) =Y }(V).

Uma vez que ¢ é um difeomorfismo e £(X1(R)) = Y1(R), tem-se que
X~ (R) é J-mensurdvel em R? se, e somente se, Y 1(R) o é. Logo, a
J-mensurabilidade de R estd bem definida.

Quanto & p(R), observemos inicialmente que X|x-1(1) =Y o§. Logo,
para (u,v) € X 1(V), tem-se,

Xu(u,v) = dYe(upyd€umer e Xo(u,v) = dYep)déuunez.  (3.3)
Fazendo-se, entao,
E(u,v) = (s(u,v), t(w,v)), (u,v) € X 1(V),

tem-se
s ot s ot
dg(u,’u)el = (au(u7 U)v %(1% U)) € d&(u,v)ez = (80(“’ ’U), %(’U,, U)) :

Dessas igualdades e de (3.3), decorre que')

0s ot 0s ot
XU_%YS—i—%Yt e Xv—%ys‘f‘%Yta
donde se conclui que
Xu N Xy =Y NY; (det Jy), (3.4)

() Considere as matrizes jacobianas de Y e €.
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em que Je denota a matriz jacobiana de §. Dessa forma, pondo-se
fs,6) = [Ys(s, ) A Yi(s, )] e 2=X"(R),

tem-se £(Q) =Y 1(R) e || Xu A Xyl = (f 0 &)|det Je|. Segue-se, entdo, do
Teorema de Mudanga de Varidveis em Integrais, que

/ ) HYSAYtHdsdt:/ fdsdt
yol(®) &)
:/(fo£)|detJ§|dudv
Q

:/1 1X0 A X || dudv,
x—1(Rr)

donde se infere que a definicdo dada de area, de fato, independe da escolha
da parametrizacao.

E imediato, a partir da definicdo, que todo conjunto de uma superficie
regular formado por um dnico ponto é mensuravel e tem area zero. Vejamos,
no exemplo seguinte, que vale o mesmo para curvas regulares, as quais sao
tragos de curvas-coordenada de parametrizagoes.

Exemplo 31 (TRACOS DE CURVAS-COORDENADA). Sejam I C R um inter-
valo aberto e limitado de R e C = a(/) C X (U) uma curva regular limitada,
a qual é o traco de uma curva-coordenada de uma parametrizacdo X de uma
superficie regular S. Nessas condicdes, temos que X (C) = (X! oa)(I)
¢ homeomorfo a I — pois X e a sdo homeomorfismos — e estd contido
numa reta paralela a um dos eixos coordenados. Logo, se X ~1(C) for limi-
tado, temos que esse conjunto coincide com um segmento dessa reta. Nesse
caso, X (C) é J-mensurdvel e tem area zero, donde

u(C) = / 1 Xu A X, || dudv = 0.
X-1(0)

A fim de expressar, em termos da primeira forma fundamental, a area
de um conjunto J-mensuravel R, o qual estd contido numa vizinhanca
parametrizada X (U) de uma superficie regular S, basta observarmos que,
para todo a € U, vale a igualdade

1Xu(a) A Xo(a)|* + (Xu(a), Xo(a))® = | Xu(a) [ Xo(a) |,

isto &, || Xu A Xy| = VEG — F2. Logo,

u(R) = / VEG — F?dudv.
XY (R)

Uma vez estabelecidas as nog¢des de mensurabilidade e medida de area
de subconjuntos em superficies, surge naturalmente a questdao de como esses
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se comportam com respeito as operacoes de uniao e interse¢do de conjuntos.
Mais especificamente, cabem as perguntas: Sdo J-mensuraveis a unidao e
intersecao de conjuntos J-mensuraveis de uma superficie regular? No caso
afirmativo, qual a relacdo entre as areas dos conjuntos envolvidos com aque-
las da unido e da intersecdo dos mesmos?

No caso em que esses conjuntos estao contidos numa mesma vizinhanca
parametrizada da superficie, pode-se constatar facilmente que esse compor-
tamento é andlogo ao dos subconjuntos J-mensurdveis de R?, conforme a
proposicao seguinte.

Proposicao 9 (ADITIVIDADE DA AREA). Sejam Ry e Ro subconjuntos limi-
tados e J-mensurdveis de uma superficie reqular S, os quais estdo contidos
numa mesma vizinhanga parametrizada X (U) C S. Entdo, R1 URa e
R1iNRa sao J-mensurdveis e vale a igualdade

1(R1UR2) = p(R1) + p(R2) — p(R1 NRa).

Demonstragio. Fazendo-se 1 = X }H(R1) e Qs = X 1(Ry), tem-se, por
hipétese, que €y e Qy sdo subconjuntos limitados e J-mensuraveis de R2.
Logo, Q21 U Qs e 21 N Qs sdo J-mensuraveis, donde vale o mesmo para
RiURy = X(Q1UQ2) e RiNRy = X(21 N Q). Além disso, pondo-se
f =1XuA Xy|, pela propriedade de aditividade da integral, tem-se

w(R1URg) = / f(u,v)dudv
Q1UQ9

= / f(u,v)dudv + / f(u,v)dudv — / f(u,v)dudv
N Qo Q1M
= pu(R1) + w(R2) — p(R1 N R2),
como desejavamos provar. O

De modo geral, dada uma superficie regular S, diremos que um sub-
conjunto limitado R C S é J-mensurdvel, quando o mesmo admite uma
J-decomposicdo, isto é, uma decomposicao do tipo

R=JR:, (3.5)

a qual tem as seguintes propriedades:

e Paracada i € {1,...,n}, R; éum subconjunto limitado e J-mensuravel
de S, o qual estd contido numa vizinhanca parametrizada de S';

e Para quaisquer 7 # j € {1,...,n}, u(R;NR;)=0. (i)

(“)Aqui, estamos convencionando que o conjunto vazio é J-mensuravel e tem area nula.
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A respeito desse conceito, ha dois fatos de extrema relevancia, os quais,
lamentavelmente, nao serdo demonstrados aqui, por serem absolutamente
nao triviais. Sao eles:

i) A soma, > u(R;), associada & J-decomposigao (3.5), depende apenas
de R, isto é, ela assume o mesmo valor para todas as J-decomposigoes
desse conjunto;

ii) Toda superficie regular compacta é J-mensuravel.

Posto isso, segue-se da propriedade (i) que a drea de R,

estd bem definida.

Exemplo 32 (GRAFICOS). Sejam U C R? um aberto limitado e J-mensuravel
de R?, f:U c R? — R uma funcédo diferencigvel definida em U, e S C R3
o grafico de f. Conforme constatamos anteriormente, S é uma superficie
regular, a qual é coberta pela imagem de uma unica parametrizacao local,
a saber, X (u,v) = (u,v, f(u,v)), (u,v) € U. Em particular, S = X(U) é
J-mensuravel. Um célculo direto, entdo, nos da

wu(S) = /U \/1 + |V f(u,v)]|>dudv.

Exemplo 33 (SUPERFICIES DE REVOLUGCAO). Seja S uma superficie de re-
volucao cuja curva geratriz, contida no plano xz, admite a parametrizacao
por comprimento de arco a: I C R — S,

a(v) = (2(v),0, z(v)), xz(v) > 0.

Conforme constatamos anteriormente, fazendo-se U = (—m,m) x I, tem-se
que a aplicacdo definida por

X (u,v) = (x(v) cosu, x(v) senu, z(v)), (u,v) € U,

é uma parametrizacdo de S, a qual a cobre, a menos de um meridiano. Uma
vez que

o X,(u,v) = (—z(v)senu,z(v)cosu,0);
o X,(u,v) = (2/(v) cosu,z’(v) senu, 2/ (v)),
tem-se

o E(u,v) = (x(v))*;
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o F(u,v)=0;
o G(u,v) = (¢'(v))* + (¢ (v))* = L

Dados a < b€ I, seja R=X(Q) C S, emque Q= (—m,m)x]|a,b] CU.
Nessas condicbes, R é J-mensuravel e

w(R) = /Q VEG — F2dudv = /T; /abm(v)dv,

isto é,
b

w(R) = 27T/ z(v)dv.

a

Esse resultado é conhecido como Teorema de Pappus.

No caso particular em que a superficie S é o cilindro circular reto de
raio 7 > 0, {(x,9,2) € R% 2%+ ¢y? = r?}, tem-se a(v) = (r,0,v),v € R,
donde

w(R) =27r(b— a).

Exemplo 34 (ESFERAS). Sejam S? a esfera de R? com centro na origem e
raio r >0 e pg = (0,0,—7r), p1 = (0,0,7) seus polos sul e norte, respecti-
vamente. Observemos que S? — {pg,p1} é uma superficie de revolucio cuja
curva geratriz, C, é o semicirculo do plano zz que liga py a p; excluido
de suas extremidades, isto é, o traco da curva

a(v) = r(cos(v/r),0,sen (v/r)), v € (—rm/2,r7/2).

Pelo Teorema de Pappus, temos, para R = X (U), que
w(R) = 27r/ ’ rcos(v/r)dv = 4.
-3

Agora, modificando-se convenientemente o dominio U da parametrizagdo
X e mantendo-se a sua expressao, obtém-se uma parametrizacao local de
S2—{po,p1}, tal que C é o traco de uma de suas curvas-coordenada. Assim,
pelas consideragoes do Exemplo 31, temos que C é J-mensuravel e u(C) = 0.
Segue-se que S? = RUCU {pg,p1} é uma J-decomposicio de S?, donde se
infere que

p(S7) = n(R) + u(C) + p({po, p1}),
isto é,
w(S?) = 4mr?.
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3.2 Superficies Orientaveis

A fim de se introduzir apropriadamente o conceito de curvatura de su-
perficies, faz-se necessario considerar a nog¢ao topolédgica de orientabilidade,
a qual pode ser introduzida de diversas maneiras diferentes. Por estarmos
lidando com superficies regulares, optaremos por aquela que se utiliza do
conceito de campo normal diferencidvel, conforme as defini¢bes que se se-
guem.

Defini¢ao 9 (campos). Dada uma superficie regular S, chama-se campo
em S, a toda aplicacdo f:S — R3. Um tal campo é dito:

e Unitdrio, se ||f(p)| =1Vp € S;
e Tungente, se f(p) € T,SVp e S;
e Normal, se f(p) € T,StV¥peS.

De modo geral, designa-se um campo normal unitario e diferenciavel
numa superficie S por N : S — R3.

Para todo ponto py de uma superficie regular S, existe uma vizinhanca
aberta de pg em S, na qual pode-se definir um campo normal unitario e
diferencidvel. Com efeito, basta considerar uma parametrizagdo de S em
po, X:UCR? = X(U)CS, edefinir N: X(U) — R? por (Fig. 3.2).

Xu(X1(p)) A Xo(X(p))

M) = T, (T A X T

N(po)

Figura 3.2

Defini¢do 10 (SUPERFICIE ORIENTAVEL). Diz-se que uma superficie regular
S ¢é orientdvel, quando nela pode-se definir um campo normal unitario e
diferencidvel. Feita a escolha de um tal campo, diz-se que o mesmo define
uma orientacdo em S e que S estd orientada pelo mesmo.
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Segue-se das consideragdes que precedem a Definicdo 10 que:

e Toda superficie regular é localmente orientavel;

e Toda superficie regular, a qual pode ser coberta pela imagem de uma
Unica parametrizagdo, é orientavel.

Vejamos, nos exemplos seguintes, que as superficies regulares usuais sao
orientaveis.

Exemplo 35 (PLANOS). Seja S = II(pg,w) o plano de R® que contém o
ponto pg € R? e é ortogonal ao vetor unitario w € R3. Claramente, S
é orientavel, pois a aplicacdo constante N(p) = w, p € S, é um campo
normal unitario e diferenciavel em S.

Exemplo 36 (ESFERAS). Dado um ponto p de uma esfera S de raio r > 0
e centro ¢, conforme constatamos anteriormente, 7, pS = {p — c}L. Logo,
—C

a aplicacio N : S — R3, N(p) = ”zfcn, define em S um campo normal

unitario diferencidvel, donde se infere que S é orientavel.

Exemplo 37 (GRAFICOS). Seja S o grafico de uma fungao diferencidvel f
definida num aberto U C R?. Uma vez que S é a imagem da parametrizacio
X(u,v) = (u,v, f(u,v)), (u,v) €U, temos que S é orientédvel.

Exemplo 38 (IMAGENS INVERSAS DE VALORES REGULARES). Sejam ¢ uma
funcao diferencigvel definida num aberto de R, a € R um valor regular de
¢ e S = ¢ (a). Entdo, Vi = (¢s, ¢y, .) é um campo diferencidvel em
S. Além disso, para todo p € S, tem-se que Vy(p) é ndo nulo e ortogonal
a S (vide Exemplo 25). Logo, a aplicacio N : S — R3, N(p) = V()

= oo, €
VeIl
um campo normal unitario e diferenciavel em S, donde S é orientavel.

Verifiquemos agora que uma superficie regular conexa orientavel admite
duas, e somente duas, orientacoes distintas.

Proposicao 10. Sejam S wma superficie reqular coneza e N1, Ny : S — R3
campos normais unitarios e diferencidveis definidos em S. Entdo, N1 = No
ou N1 = —Ny.

Demonstragio. Dado p € S, temos que Ni(p) = Na(p) ou Ni(p) = —Na(p),
pois, ambos, Ni(p) e Na(p), sdo vetores unitarios e ortogonais a 7},S. Logo,
S é a unido dos conjuntos

A={peS;Ni(p) = Na(p)} e B={peS;Ni(p)=—-N2(p)}

Uma vez que Ny e Ny sdo aplicagbes continuas, tem-se que A e B séo
fechados em S. Assim, uma vez que S é conexa, devemos ter A = S e
B=0ouA=0e B=2S. O
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O exemplo canoénico de superficie regular nao orientavel é a célebre faiza
de Moebius. Informalmente"), essa superficie é obtida torcendo-se um re-
tangulo e identificando-se dois de seus lados, conforme indicado na Figura
3.3. A impossibilidade de se definir um campo normal unitario diferencidvel
na faixa de Moebius M, deve-se ao fato de que, todo campo normal e conti-
nuo, N : M — R3, necessariamente, se anula em algum ponto de M. Com
efeito, tomando-se um ponto p na curva central (fechada) e uma parame-
trizagdo « : [0,27] — M dessa curva, de tal modo que «a(0) = «(27) = p,
tem-se N(p) = N(a(0)) = —N(a(27)) = —N(p), donde N(p) = 0.

<

Figura 3.3

No que se segue, caracterizaremos as superficies orientaveis através do
conceito de atlas coerente. Essa caracterizacio, por nao fazer referéncia a
campos normais, faz-se mais adequada, em determinados contextos, quando
da verificagdo da orientabilidade de superficies regulares (vide Exercicio 5).

Defini¢do 11 (ATLAS COERENTE). Uma familia &/ de parametrizacoes de
uma superficie regular S é dita um atlas, quando as imagens dos membros
de o/ cobrem S. Um atlas o/ é dito coerente, quando tem a seguinte
propriedade: Dadas duas parametrizagoes X, Y € &7, se p é um ponto de
S que pertence ao conjunto-imagem de ambas essas parametrizagoes, entao
a mudanca de pardmetros Y "!oX tem determinante jacobiano positivo em

X (p).

Proposicao 11 (ATLAS COERENTES E ORIENTAQAO). Uma superficie reqular
S € orientavel se, e somente se, admite um atlas coerente.

Demonstragdo. Suponhamos que S admita um atlas coerente, o, e defi-
namos um campo normal unitirio, N : S — R3, da seguinte forma. Dado
p € S, tomemos um membro X : U C R? — X(U) C S, de ./, tal que
p € X(U). Ponhamos, entao,

(i) para um tratamento formal da faixa de Moebius como superficie regular ndo orienté-
vel, vide [2] e [7].
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Xy(a) A Xy(a)

= a=X"1p).
N = Xax@p =X @

Se Y =Y(s,t) é um outro membro de & cuja imagem contém p, tem-
se X, AX, =Y, ANY;(det Jg), em que £ =Y 'oX (vide (3.4)). Segue-se
dai e do fato de & ser coerente que

[ Xu A Xoll = [[Ys A Vel [ det Je| = [[Ys A Yi]| det Je .
Logo, fazendo-se b =Y ~1(p), tem-se

Xu(a) A Xu(a)  Yi(b) AYi(D)
[Xu(@) A Xu(@)]] ~ V(0 AV(0)]°

donde se infere que o campo N estd bem definido e é diferenciavel em S,
isto é, S é orientavel.

Reciprocamente, suponhamos que S seja orientavel. Nesse caso, existe
um campo normal unitdrio, N : S — R3, o qual é diferencidvel. Tomemos,
entdo, um atlas &7, de 5, tal que cada um dos seus membros esteja definido
em todo o plano R? (vide Observacdo 1). Assim, podemos supor, sem perda
de generalidade, que todo membro X = X (u,v) de & cumpre a igualdade

N(p) =

Xu N Xy

NoX=r———-
[ X A Xl

De fato, devido a continuidade de N e das derivadas parciais de X, bem
como da conexidade de R?, a funcao

a:(u,v)€R2H<(NoX)(a), Xu(a) A X, (a) >

[Xu(a) A Xoy(a)]

é constante e igual a 1 ou —1. Ocorrendo esse ultimo caso, substituimos
X pela parametrizacio X : R? — S, tal que X (u,v) = X(v,u).

Assim, se X = X(u,v) e Y = Y (s,t) sado dois membros de &7 cujas
imagens se intersectam, dado p € X (R?)NY (R?), escrevendo-se £ =Y ~lo
X, a=X"Yp) e b=Y"1(p), tem-se

Ny = D AK0) | ViOAVD) detdela) o detJelo)
[Xu(a) A Xu(a)| — [Ya(b) AYi(B)]| [det Jg(a)] P ldet Je(@)’
donde det J¢(a) = | det Je(a)| > 0. Logo, o7 é coerente. O

No tocante a orientabilidade de superficies, ndo poderiamos deixar de
citar um importante resultado, devido a Luitzen E. J. Brouwer (1881-1966),
segundo o qual toda superficie reqular compacta é orientdvel. Esse fato é uma
consequéncia do célebre Teorema de Separacio de Jordan-Brouwer, o qual
atesta que toda superficie regular compacta e conexa, S, determina dois
dominios de R3 (isto é, dois abertos e conexos), Q1, Qq, tais que 9 =
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0Q9 = S. Além disso, um, e somente um, desses dominios, dito interno, é
limitado. A orientabilidade de S é estabelecida, entao, construindo-se um
campo normal diferencigvel, o qual “aponta” para o dominio interno!'").

3.3 Segunda Forma Fundamental

Sejam S uma superficie regular orientdvel e N um campo normal uni-
tario diferencidvel definido em S. Assim, temos que ||[N(p)|| = 1Vp € S,
isto ¢, N toma valores na esfera unitéaria S?. A aplicacio N : S — S? é
dita, entdo, uma aplicacdo normal de Gauss de S).

Observando-se que, para todo p € S, T,S = {N(p)}+ = TN(p)SQ, te-
mos que dN, ¢ um operador linear de 7,S. Constatemos, na proposicao
seguinte, que esse operador é bastante especial.

Proposicao 12. Sejam S uma superficie reqular orientdvel e N : S — S?
uma aplicagio normal de Gauss de S. Entdo, para todo p € S, dN, €é um
operador autoadjunto de T,S.

Demonstragido. Dado p € S, sejam X : U C R? = X(U) C S uma parame-
trizacdo de S em p, e a = X !(p). Nessas condi¢des, para todo (u,v) € U,
vale a igualdade ((INoX)(u,v), Xy(u,v)) = 0. Diferenciando-se, entao, com
respeito a variavel v, obtém-se

(AN (u,0) Xo (1, 0), Xu(u,v)) + (N 0 X)(u,v), Xuw(u,v)) = 0. (3.6)

Analogamente, considerando-se a igualdade ((N o X)(u,v), Xy(u,v)) =0 e
diferenciando-se com respeito a varidvel u, obtém-se

(AN (u,0) Xu(u, 0), Xo(u,0)) + (N 0 X)(u, 0), Xou(u,0)) = 0. (3.7)

Agora, pelo Teorema de Schwarz, X,, = X,, . Dai e das igualdades (3.6) e
(3.7), com (u,v) = a, segue-se que

(dNpXy(a), Xu(a)) = (ANpXu(a), Xy (a)).

Sendo {X,(a),X,(a)} uma base de T},S5, infere-se dessa tltima igualdade
que dN, éum operador autoadjunto de 7},S, como desejdvamos provar. []

Dada uma superficie regular orientavel S com orientacdo N, conforme
deixaremos claro adiante, faz-se conveniente considerarmos, para cada ponto
p € S, o operador —dN,,, ao invés de dN,, o qual, pela Proposicao 12, é
autoadjunto. Dai e do Teorema Espectral, segue-se que —dN, ¢é diagona-
lizavel, isto é, existem reais k; = ki(p) < ko = ko(p) (os autovalores de

(V) vide [7] — Cap. 4.
(M)Note que, pela Proposicdo 10, toda superficie regular orientavel admite duas aplicagbes
de Gauss.
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—dN,), e uma base ortonormal de 7,5, {wi, w2}, a qual é formada pelos
autovetores associados a ki e ks, isto é,

—dew1 = k1w1 [§ — dewQ = kng.

Os autovalores ki1 e ko sao chamados de curvaturas principais de S
em p, enquanto as dire¢oes determinadas por w; e ws sdo chamadas de
diregoes principais de S em p. A curvatura gaussiana de S em p, K(p),
e a curvatura média de S em p, H(p), sao definidas por

e K(p) = det(—dN,) = ki(p)k2(p);

o H(p) = %trago(—d]\/’p) = kl(p);k?(p)

Em particular, k1(p) e ka(p) sdo as raizes do polinémio caracteristico
de —dN,,
N2 = 2H (p)A + K(p),

k1(p) = H(p) — \/H?*(p) — K(p)
ka(p) = H(p) ++/H*(p) — K(p)

Note que H?(p) — K(p) = M > 0, donde

ou seja,

K(p) < H*(p) Vp€S.

Deve-se observar também que as curvaturas principais, k1 e ko, mudam
de sinal quando se troca a orientagdo de S e, portanto, o mesmo ocorre com
a curvatura média, enquanto a curvatura gaussiana permanece invariante.

Os pontos p € S para os quais vale a igualdade H?(p) = K(p), isto
é, que cumprem ki (p) = ka(p), sdo ditos umbilicos. Uma superficie regu-
lar orientavel é dita totalmente umbilica quando todos os seus pontos sdo
umbilicos.

Exemplo 39 (pLANOS). Consideremos o plano S = II(pg, w) e a aplicacao
normal de Gauss N : S — S% N(p) = w, a qual, por ser constante,
tem derivada identicamente nula. Logo, com essa orientacdo, tem-se que
ki(p) = ka(p) =0Vp € S, isto é, S é totalmente umbilica e suas curvaturas
média e gaussiana sdo identicamente nulas.

Exemplo 40 (ESFERAS). Seja S a esfera de R3 com centro em ¢ € R3
e raio r > 0. Tomando-se em S a orientagio N(p) = —2(p—¢), p € S,
tem-se, para quaisquer p € S e w € T),S, que —dNyw = %w, donde se
conclui que k;i(p) = ka(p) = 1/rVp € S. Logo, S é totalmente umbilica e
cumpre

1 1
K(p)=—5 e Hp)=_WpeSs
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Verifiquemos, na proposicdo seguinte, que as unicas superficies regulares
totalmente umbilicas sdo, essencialmente, a dos dois exemplos anteriores.

Proposigao 13 (SUPERFICIES TOTALMENTE UMBILICAS). Seja S uma super-
ficie regular conexa, orientdvel e totalmente umbilica. Entdo, S estd contida
num plano ou numa esfera.

Demonstracio. Seja N : S — S? uma aplicacdo normal de Gauss de S.
Uma, vez que essa superficie é totalmente umbilica, tem-se, para todo p € S,
que dN, ¢ um multiplo da aplicagao identidade de 7,5, isto é, para cada
tal p, existe A\(p) € R, tal que

dNpw = A(p)w Yw € T,S. (3.9)

Provemos, entdo, que A é uma funcdo constante em S. Com esse pro-
posito, fixemos p € S e tomemos uma parametrizacao local X : U — S,
de S em p, a qual estd definida num aberto conexo U de R?. Fazendo-se
¢ = Ao X, tem-se

1) (N © X)U(ua U) = dNX(u,v)Xu(uv U) = ¢(u7 U)XU(U7 U) )
11) (N © X)U(u? U) - dNX(u,v)X’U (uv ’U) - ¢<’U,, U)Xv(u7 U)'
Dessas igualdades, segue-se que

(N 0 X)u s Xu) (N o X)y, Xy)

=T X) . (XX

donde se infere que ¢ ¢é diferenciavel. Logo, pela Proposicao 8, A é di-
ferencidvel. Derivando-se (i) com respeito a v, (ii) com respeito a u, e
considerando-se o Teorema de Schwarz, obtém-se

Do (1, 0) Xy (u, v) — by (u, v) Xy (u,v) =0 V(u,v) € U,

donde ¢, e ¢, sdo identicamente nulas, pois X, (u,v) e X,(u,v) sdo
linearmente independentes para todo (u,v) € U. Sendo U conexo, temos,
entdo, que ¢ ¢é constante em U, ou seja, A é constante em X (U).

Segue-se dessas consideracoes que A é uma funcao diferenciavel — em
particular, continua — e localmente constante em S. Logo, A é constante,
pois S, por hipétese, é conexa¥D,

Se A for identicamente nula, entao dN, serd identicamente nula em to-
dos os pontos p € S. Nesse caso, temos que S estard contida num plano).
Suponhamos, entdo, que A seja diferente de zero, e definamos a aplicacao

f(5) =p— {N(), p €S

(Vi) Vide Exercicio 5 — Cap. 2.
(Vi) yide Exercicio 12.
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Claramente, f ¢é diferencidvel e, por (3.9), sua derivada é identicamente
nula. Em virtude da conexidade de S, tem-se que f, entdo, é constante e
igual a ¢ € R3, digamos. Logo, para todo p € S, [|p—¢| = ‘71|, isto é, S
estd contida numa esfera com centro em ¢ e raio 1/[\|. O

Definicado 12 (SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL). Sejam S uma superficie
regular orientdvel ¢ N uma aplicacao normal de Gauss de S. A sequnda
forma fundamental de S num ponto p € S, relativa a orientacdo N, é a
forma quadrética de 7,5 determinada pelo operador —dN, , isto é,

II,(w) = (—dNpw,w), w € T),S.

As curvaturas principais e, consequentemente, as curvaturas média e
gaussiana, foram introduzidas de forma puramente algébrica. No que se
segue, veremos que as curvaturas principais de uma superficie num de seus
pontos sao, na verdade, as curvaturas de certas curvas dessa superficie que
passam por esse ponto, justificando, assim, a nomenclatura adotada.

Defini¢do 13 (SECAO NORMAL). Sejam p um ponto de uma superficie re-
gular orientavel, S, e N uma aplicacdo normal de Gauss definida em S. A
se¢do normal de S em p determinada por um vetor unitdrio w € 7,S ¢ a
intersecdo de S com o plano afim I, + p, em que II, é o plano gerado
por w e N(p) (Fig. 3.4).

—

Iy +p

T

Figura 3.4

Na defini¢do acima, uma vez que N(p) nao é um vetor de 7,5, temos
que I, = T,(IL, +p) # 1,5, isto é, II,,+p e S intersectam-se transversal-
mente em p. Logo, pela Proposicao 7, existe um aberto de S, V' 3 p, tal que
VN (I, +p) é uma curva regular de S. Tomemos uma parametrizacao (por
comprimento de arco) dessa curva, «: (—€,e) = V C S, tal que a(0) =p
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e o(0) = w. Temos, para todo s € (—e¢,¢€), que (N(a(s)),d/(s)) = 0.
Diferenciando-se essa igualdade e fazendo-se s = 0, obtém-se

(=dNpyw,w) = (N(p), a”(0)).

Consequentemente, considerando-se em II,, a orientagdo determinada pela
base {w, N(p)}, tem-se

ka(0) = (a”(0), N (p)) = (=dNpw, w) = Iy (w),

isto é, a curvatura de « em p coincide com a segunda forma fundamental

de S em p aplicada ao vetor w. Em particular, levando-se em consideracao

que ki(p) e ka(p) sdo, respectivamente, os valores minimo e maximo de II,

restrito a esfera unitaria de 7,5, temos que, dentre todas as se¢des normais

de S em p, as que sdo determinadas pelas dire¢bes principais, wy e ws,

sdo aquelas que tém, respectivamente, a menor e maior curvatura em p.
Em suma, vale o resultado seguinte.

Proposicao 14 (GEOMETRIA DA SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL). Sejam S
uma superficie reqular e N : S — S% uma aplica¢io normal de Gauss de
S. Dado p € S, para cada vetor unitirio w € T,S, a secdo normal de
S determinada pelo plano gerado e orientado por {w,N(p)} € uma curva
plana regular numa vizinhanga de p, cuja curvatura € igual a 1l (w). Em
particular, as curvaturas principais de S em p sdo as curvaturas das se¢oes
normais determinadas pelas direcées principais de S em p, as quais cor-
respondem aos valores minimo e mdximo das curvaturas, em p, das secoes
normais de S em p.

O resultado da Proposicao 14 justifica a escolha do operador —dN,, em
lugar de dN,, , mencionada anteriormente, isto ¢, ela foi feita de modo que a
segunda forma fundamental coincidisse com a curvatura das se¢does normais,
conforme o enunciado da proposicao.

Exemplo 41 (CILINDRO). Sejam ¢(z,y,2) = 22 + 9> e S = ¢ (1) o
cilindro circular reto de raio 1. Dado p = (z,y,2) € S, temos que Vp(p) =
2(x,y,0) é ortogonal a S em p. Logo, considerando-se a projegao ortogonal

w(p) = m(z,y,2) = (x,y,0),

tem-se que N(p) = —m(p) define em S uma aplicacdo normal de Gauss.
Dado w € T,S = {n(p)}*, tem-se dNyw = —m(w), donde IL,(w) =
(m(w),w) > 0. Segue-se, entdo, da desigualdade de Cauchy-Schwarz, que,
para todo vetor unitario w € 7},S, valem as desigualdades

0 <Tp(w) < [Ir(w)] < flw]] < 1.

Além disso, II,(e3) = 0 (note que (Vp(p),e3) =0, isto é, e3 € T,5) e
II,(w) =1, se w for paralelo a 7(w). Logo, as curvaturas principais de S
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em p sdo k1 =0 e ko =1, donde K(p) =0 e H(p) = 1/2. Observe que
as se¢oOes normais de S em p determinadas pelas dire¢des principais sdo a
reta de S que contém p e é paralela a e3, e o circulo dado pela intersegao
de S com o plano afim que contém p e é paralelo ao plano zy (Fig. 3.5).

w1
L — wa
p | >
P
Figura 3.5

Seja. X : U ¢ R? - X(U) C S uma parametrizagio local de uma
superficie regular orientdvel S. Designemos por

e(u,v) f(u,v)
f(u,v) g(u,v)

a matriz da segunda forma fundamental de S em X (u,v) (relativa a uma
orientacdo N de S) com respeito a base {X,(u,v), X,(u,v)}, isto é, as
funcoes e, f e g s@o os coeficientes da sequnda forma fundamental de S
relativos & parametrizagdo X, os quais se definem pelas igualdades:

o e(u,v) = (=dNx(up) Xu(u, v), Xu(u,v));
o f(u,v) = (=dNx () Xu(t,v), Xo(u,v));
e g(u,v) = (=dNx(y,0) Xo(u,v), Xy (u,v)) .
Observemos que, para quaisquer (u,v) € U, vale a igualdade
((N o X)(u,v), Xy(u,v)) = 0.
Diferenciando-a, entdo, com respeito a u, obtém-se
(AN (u,0) X (1, v), X (1, ) + (N 0 X)(u,v), Xyu(u,v)) =0,

donde
e=(NoX, Xyuy).
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De modo andlogo, obtém-se também
f=(NoX, Xy e g=(NoX, Xy).

Dessas igualdades, conclui-se que os coeficientes da sequnda forma fun-
damental, e, f, g, sdo funcoes diferencidveis em U.

Dado (u,v) € U, denotemos respectivamente por M; = Mi(u,v) e
My = Ms(u,v) as matrizes da primeira e segunda forma fundamentais de
S em (u,v), relativamente a parametrizagdo X, isto é,

E(u,v)  F(u,v) e(u,v)  f(u,v)
M]_ = € MQ ==
Flu, ) G(u,v) f(u,0) - g(u, v)

Denotando-se, entdao, por M = M(u,v) a matriz de —dNx(,,) com res-
peito & base {X,(u,v), Xy(u,v)}, tem-se que M relaciona-se com M; e
M através da igualdade My = M M. Logo,

G -F e f

1
M=M"My=—+—
EG—-F Fr E Fog
Dai, infere-se que(Vi)
eg — f*
KoX =detM = m

(3.10)

1 leG—-2fF+ Eg
HoX:?crago(M)zi 50— 72

Em virtude da diferenciabilidade dos coeficientes das formas fundamen-
tais, segue-se das igualdades (3.8) e (3.10), bem como da Proposigdo 8, o
resultado seguinte.

Proposigdo 15 (DIFERENCIABILIDADE DAS CURVATURAS). As curvaturas
gaussiana e média de uma superficie regular sdo funcgoes diferencidveis.
Além disso, suas curvaturas principais sdo fungoes continuas, as quais sao
diferencidveis no conjunto aberto dessa superficie, o qual é formado pelos
seus pontos nao umbilicos.

Exemplo 42 (SUPERFICIES MINIMAS). Diz-se que uma superficie regular ori-
entavel é minima, quando sua curvatura média é nula em todos os pontos
(note que essa condi¢ao independe da orientacdo da superficie). A razao
dessa terminologia reside no fato de que toda superficie minima S tem a

(vii)) Observe que, para quaisquer matrizes quadradas de ordem n, A e B, e todo real
a, valem as igualdades det(AB) = det A det B, det(ad) = a"det A e trago(ad) =
atrago(A).
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seguinte propriedade: Para todo aberto limitado e suficientemente pequeno
R C S, o qual é homeomorfo a uma bola aberta de R?, tem-se que R tem
a menor area, dentre todas as superficies regulares difeomorfas a R, cujo
bordo coincide com o de R.

Os planos sao exemplos triviais de superficies minimas. Verifiquemos que
o helicoide S, descrito no Exemplo 21, é também uma superficie minima.
De fato, temos que essa superficie é inteiramente parametrizada por

X (u,v) = (veosu,vsenu,u), (u,v) € R
Logo, para todo (u,v) € R?, tem-se
Xy(u,v) = (—vsenu,vcosu,1) e X,(u,v)= (cosu,senu,0),

donde
E(u,v) =14+v?, F(u,v)=0 e G(u,v)=1.

Tomando-se em S a orientacao

Xu AN Xy (—senwu, cos u, —v)
NoX)(u,v) = 7o (u,v) =
WoX0tus) = Az V= ize

e considerando-se as derivadas das aplicagoes X, e X, acima, obtém-se

o e(u,v) = ((INVoX)(u,v), Xyu(u,v)) =0;

b f(ua U) = <(NOX)(U,U),XM,(U,U)> = liUQ )

b g(ua U) = <(NO X)(U,U),XUU(U,U» = O
Logo,
_ FEe—-2fF+9G
HoX = 2(EG — I?) =0

Vale salientar que as superficies minimas, devido & interessante pro-
priedade de minimizarem &rea localmente, conforme mencionamos acima,
realizam-se naturalmente como peliculas de sabao, constituindo-se em obje-
tos de intensa investigacdo em Geometria Diferencial.

Exemplo 43 (CURVATURAS DE GRAFICOS DE FUNCOES). Sejam A uma fun-
cdo diferencidvel num aberto U de R? e S o seu grafico. Consideremos,
entdo, a parametrizagio de S, X(u,v) = (u,v, AN(u,v)), (u,v) € U, e a
aplicagdo normal de Gauss

Xu(u,v) A Xp(u,v) (=M, v), =Ap(u,v), 1) '

(V0 2000 0) = 8, 0) A Kol 0)  V/TF X2, 0) 3200, 0)

Com essa orientacdo, e relativamente a parametrizacdo X, os coeficientes
da segunda forma fundamental de S sdo:
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° e:<NOX7qu>:\/ﬁ7

© F=Ne X Xu) = ey

j— j— )\U’U
[ ] g—<NOX,Xm)>—\/W.

Temos também que
e E=(X,,X,) =1+)2;
o F=(Xy, Xy) = Mo
o G=(Xy,X,)=1+2.
Logo, considerando-se (3.10), tem-se

Auudow — A2
KoX = 2>2""7 "uv
° (14 A2 4 A2)2

(3.11)
(1 + )\Z))\vv — 2)\u)\v)\uv + (1 + )‘12)))‘UU

HoX =
° 201+ A2 + \2)3/2

No que se segue, assim como o fizemos quando do estudo da curvatura
de curvas planas, discutiremos os aspectos geométricos do sinal e do valor
absoluto da curvatura gaussiana.

Iniciemos pelo estudo do sinal de K num ponto p de uma superficie
orientavel S, e verifiquemos que esse determina, numa vizinhanca de p, a
posicao relativa de S com respeito ao plano afim 7,5 + p. Nesse contexto,
convém introduzir os conceitos seguintes.

Defini¢do 14 (PONTO ELIPTICO - PONTO HIPERBOLICO). Um ponto p de uma
superficie regular orientavel S é dito eliptico quando K (p) > 0, e hiperbo-
lico quando K (p) < 0.

Dados a, b > 0, considerando-se (3.11), verifica-se facilmente que todos
os pontos do paraboloide eliptico, grafico da funcio (x,y) — az? + by?,
sdo elipticos, enquanto aqueles do paraboloide hiperbdlico, grafico da funcao
(z,y) + ax® — by?, sdo hiperbdlicos.

Definigao 15 (CONVEXIDADE). Diz-se que uma superficie regular S é local-
mente convera em p € S, se existe uma vizinhanca V, de p em S, tal que
V estd contida num dos semiespacos de R? determinados pelo plano afim
T,S +p. Diz-se que S ¢ conveza, quando estd contida num dos semiespagos
de R3 determinados pelo plano afim T,S + p, qualquer que seja p € S.
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Sejam p um ponto de uma superficie regular orientdvel S e V C .S um
aberto de S, o qual contém p e é o grafico de uma funcdo A\ definida num
aberto U do plano afim T,S+p (vide Proposigio 5). Tomemos em R? um
sistema de coordenadas, tal que p = (0,0,0) e 7,5 coincida com o plano
xy, isto é, T,S = {eg}J-. Nesse caso, considerando-se a parametrizagao local
X:U—=V, X(u,v)=(u,v,\(u,v)), tem-se X(0,0)=p e

Xu(u,v) = (1,0, \y(u,v)) e Xy(u,v) = (0,1, A\ (u,v)).

Em particular, A\,(0,0) = X,(0,0) = 0, pois X,(0,0) e X,(0,0) geram
T,S, isto é, p é um ponto critico de .

Suponhamos que K(p) # 0 e observemos que, pela primeira igualdade
(3.11), o sinal de K em p = X(0,0) é o mesmo do determinante hessiano de
A em (0,0). Logo, se K(p) > 0, entdao (0,0) serd um maximo ou minimo
local de A e, portanto, o aberto V estara contido num dos semiespagos de
R3 determinados por T,S, isto é, S serd localmente convexa em p. Por
outro lado, se K(p) <0, entdo (0,0) ndo serd maximo ou minimo local de
A. Nesse caso, qualquer vizinhanga de p em S conterd pontos em ambos
os semiespacos de R? determinados por 7, »9, donde S nao serd localmente
convexa em p.

y - 4

K(p) >0

Figura 3.6

Vale, entdo, o resultado seguinte (Fig. 3.6).

Proposigao 16 (CURVATURA E CONVEXIDADE). Seja S uma superficie regu-
lar, cuja curvatura gaussiana em p € S é ndo nula. Entdo, S ¢é localmente
convexra em p se, e somente se, p € um ponto eliptico de S.

No tocante a convexidade local de um ponto p de uma superficie regular
S, nada se pode dizer quando K (p) = 0, pois, nessas condigdes, a superficie
S pode, ou ndo, ser localmente convexa em p (vide Exercicio 17).

Passemos a interpretacdo geométrica do valor absoluto da curvatura
gaussiana, a qual, essencialmente, foi a maneira como Gauss introduziu o
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conceito de curvatura, provando, subsequentemente, que a mesma coincidia
com o produto das curvaturas principais. Essa interpretacdo consiste em
expressar |K(p)| como o limite da razao entre u(N(R)) e p(R) quando
R “tende a p”, em que N ¢é uma aplicacdo de Gauss da superficie S em
questdao, e R C S é um conjunto J-mensuravel que contém p.

A fim de tornar essa ideia mais precisa, verifiquemos inicialmente que,
para todo ponto p de uma superficie regular S, existe uma certa fami-
lia enumeravel de compactos encaixados de S, {Rj}nen, 08 quais sdo J-
mensuraveis e cuja intersecdo é p. Mais precisamente:

i) Para todo n € N, R, é compacto, J-mensuravel e tem area positiva,;

ii) Rpt1 C Ry Vn € N;
i) () Rn = {p}
n=1

Com efeito, conforme discutimos na Observacao 1, existe uma parametri-
zacio X, de S em p = X (0), cujo dominio é todo o plano R2. Designando-
se por B, a bola fechada de R? com centro na origem e raio 1/n, tem-se
que, para todo n € N, R,, = X(B,) contém p e é um subconjunto com-
pacto e J-mensuravel de S cuja area é positiva, pois cada bola B, tem essas
propriedades e X é um homeomorfismo. Claramente, R,+1 C R, Vn € N.
Além disso,

(R =
n=1

donde {R,}nen satisfaz (i), (ii) e (iii).

Observemos que, se {R, }nen satisfaz as condigoes (i), (ii) e (iii), entdo,
para toda vizinhanga parametrizada V, de p em S, existe ng € N, tal
que R,, C V (e, portanto, R, C V ¥n > ng). Para constatarmos esse
fato, suponhamos, por absurdo, que, para cada n € N, exista um ponto
pn € Ryp—V, definindo, dessa forma, uma sequéncia (p,)nen em Ri . Sendo
R1 compacto, passando-se a uma subsequéncia, se necessirio, temos que
pn — p1 € Ri. Porém, para cada k € N, a subsequéncia (p,),>r ¢ uma
sequéncia no compacto Ry que converge para pi, isto é, p1 € RpVk € N,
donde p; = p. Nessas condigbes, sendo V uma vizinhanga de p, existe
n1 € N, tal que p, € VVn > ny, contrariando, assim, a hipdtese sobre os
pontos py,.

DX

X(Bp) =X (ﬂ Bn) = X({0}) = {p},
n=1

n=1

Proposi¢ao 17 (CARACTERIZACAO GEOMETRICA DA CURVATURA GAUSSIANA).
Sejam S uma superficie reqular orientdvel, N : S — S% wma aplicagio de
Gauss de S e p € S, tal que K(p) # 0. Entao, para toda familia enumerdvel
de compactos J-mensurdveis de S, {Rn}nen, a qual cumpre as condigoes
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(i)

, (ii) e (iii) listadas acima, tem-se, para n suficientemente grande, que
N(R,) € J-mensurdvel e que vale a igualdade

PN (Rn))
= o S

Demonstra¢io. Uma vez que 0 # K(p) = detdN,, temos, pelo Teorema
da Funcao Inversa, que existe uma vizinhanca aberta de p em S, V, tal
que N|y:V CS— N(V)C S? éum difeomorfismo. Podemos supor, sem
perda de generalidade, que V = X(U), emque X : U CR? -V C S é
uma parametrizagiao local de S em p = X(0). Tomemos, entdao, ng € N,
tal que R, C V ¥n > ng. Assim, para cada n >ng, Q, = X 1 (R,) C U
é um subconjunto J-mensuravel de R2.
Uma vez que N|y é um difeomorfismo sobre N(V'), temos que

Y=NoX:U— N(V)

é uma parametrizacio local de S? em N(p). Em particular, para todo
n>mny, N(R,) = N(X(2,)) =Y (Q,) é J-mensuravel. Além disso, para
todo a € U, Yy(a) = dNx g Xu(a) e Yy(a) = dNx(q)Xyv(a), donde (vide
Exercicio 7)
Yu(a) NYy(a) = dNx(g)Xu(a) A dNx(q) Xo(a)
= (det dNx (q))(Xu(a) A Xy(a))
= (K o X)(a)(Xu(a) A Xy(a)). (3.12)

Agora, em virtude do Teorema do Valor Médio para Integrais, para cada
n € N, existem ay,,b, € (), , tais que

o Rn) = Jo, 1Xu A Xolldudv = [| Xu(an) A Xo(an)[|p(€2n

o ((N(Rn)) = Jo, 1Yu AYolldudv = [[Yy(bn) A Yy (bn) || (€2 n)'

Combinando-se, entao, a segunda dessas equagoes com (3.12), obtém-se

Por fim, observando-se que {Qy}neny é uma familia de compactos en-
caixados cuja intersegdo é {0}, conclui-se, como no argumento que precede
essa proposicao, que ay , b, — 0. Logo, uma vez que K, X e suas derivadas
sao continuas, tem-se

pON(RA) KO ()] [ Xab) A Xo(bn)4(2)

TR T Kl A X al( @) )
como desejdvamos provar. O

Comparando-se os resultados da Proposicdo 17 e do Exercicio 10 — Cap.
1, conclui-se que, num certo sentido, o conceito de curvatura gaussiana é
analogo ao de curvatura de curvas planas.
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3.4 Teorema Fundamental da Teoria Local de Su-
perficies

Na geometria dos espacos euclidianos, a relagdo de equivaléncia mais
elementar é a congruéncia, a qual identifica dois objetos geométricos que
diferem apenas por sua posicdo no espaco. Mais especificamente, diz-se que
dois subconjuntos A e B de R"™ sdo congruentes, quando existem uma
bijecio f: A — B e um movimento rigido ® : R? — R3, tais que f = ®|4.
Nesse caso, a aplicacdo f é dita uma congruéncia.

A abordagem classica a esse conceito consiste na determinacio de cri-
térios de congruéncia para certas classes de subconjuntos de espacos eu-
clidianos. Nesse contexto, consideraremos a classe das superficies regulares
conexas e orientadas de R?, e estabeleceremos o fato de que duas tais super-
ficies sdo congruentes se, e somente se, existe um difeomorfismo local entre
as mesmas, o qual preserva suas primeira e segunda formas fundamentais.
Nesse resultado consiste, essencialmente, o Teorema Fundamental da Teoria
Local de Superficies.

Dito de outra forma, verificaremos que uma superficie regular conexa
¢é determinada, a menos de movimentos rigidos, por ambas as suas formas
fundamentais. Nesse sentido, pode-se dizer que as formas fundamentais
estdo para as superficies regulares, assim como a curvatura e a torcao estao
para as curvas espaciais 2-regulares.

Mais geralmente, o Teorema Fundamental da Teoria Local de Superficies,
devido a Pierre Bonnet (1819-1892), atesta, além da supracitada unicidade,
a existéncia de uma superficie regular com primeira e segunda formas fun-
damentais predeterminadas. Sua demonstracido usual segue a mesma linha
da demonstracdo do Teorema Fundamental para Curvas Espaciais, isto €,
por aplicacao da teoria das equagoes diferenciais as equacoes que definem a
teoria local das superficies, ditas equacées de compatibilidade™) | as quais,
nessa analogia, correspondem as equacoes de Frenet.

Nossa abordagem ao Teorema Fundamental, entretanto, a exemplo da-
quela feita por Montiel e Ros em [7], ndo incluird a parte de existéncia, pois
nao consideraremos aqui as equagoes de compatibilidade. Seguindo esses
autores, estabeleceremos a parte de unicidade do Teorema Fundamental,
estendendo a teoria do Célculo Diferencial as aplicagoes definidas em pro-
dutos cartesianos de superficies regulares por R, e, a partir dai, mostrando
a existéncia de vizinhancas tubulares locais das mesmas. Isso nos permitira
provar que um difeomorfismo local entre superficies regulares conexas, o qual
preserva ambas as formas fundamentais, é, necessariamente, uma restri¢do
de um movimento rigido.

() vide [2], [10].
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Iniciemos, pois, considerando uma superficie regular S e uma aplicacao
¥: S xRcR*— R",

a qual é diferencidvel, no sentido da Defini¢gdo 2, em (p,t) € S x R. Nesse
caso, existem um aberto O C R%, o qual contém (p,t), e um aplicacio
U: 0 — R" a qual é diferencidvel em (p,t) e cumpre

Ulon(sxr) = Y]on(sxr) -

Se I' ¢é outra extensdo de ¥|on(sxr) @ O, também diferencidvel em p,
entdo, para todo par (w,s) € TS x R, vale a igualdade

dF(Pvt) (w’ S) = dlll(p,t) (wv 5)'

Para constatarmos isso, tomamos, para um tal (w,s), uma curva regular
a:(—e€) = S, tal que a(0) =p e o/(0) = w. Assim, a aplicagdo

v(u) = (a(u),t + su), u € (—e,e€),

é uma curva regular em S x R, a qual satisfaz v(0) = (p,t), 7 (0) = (w, ).
Em particular, I'(y(u)) = ¥(y(u)) Vu € (—€,€). A igualdade pretendida é
obtida, entdo, derivando-se essa ultima e fazendo-se u = 0.

Em suma, estd bem definida a derivada de v em (p,t),

Ay = d¥ 1)

isto é, ela nao depende, de forma particular, da extensao W.

(Tp,SxR)

Observacao 2. O leitor atento notard a semelhanga entre o conceito de
derivada dado acima e aquele do contexto das aplicacoes diferencidveis de-
finidas em superficies regulares. Ao mesmo, deixamos a tarefa de verificar
que, também de forma totalmente andloga, estabelecem-se, para as aplica-
¢oes definidas em produtos S x R, as propriedades fundamentais das apli-
cagoes diferenciaveis, a saber, as regras operacionais de derivacdo, a Regra
da Cadeia e o Teorema da Funcgao Inversa.

Suponhamos que N : S — S? seja uma aplicacio de Gauss de uma
superficie regular S. Definamos, entao, a aplicagao,

v: SxR — R3
(p,t) +— p+itN(p) "’

Fazendo-se p(p,t) =p e A(p,t) = t, tem-se que p e A sao diferencidveis
e cumprem dp(, ) (w,s) = w, d\ppn(w,s) = sV(w,s) € TpS x R. Logo,
= p+ AN op) é diferencidvel e satisfaz

d 1y (w,s) = w+ sN(p) + tdNpyw V(w,s) € T,S x R. (3.13)
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Proposigao 18 (EXISTENCIA DE VIZINHANCA TUBULAR LOCAL). Com a nota-
¢do acima, para todo ponto p de uma superficie regular orientada S, exis-
tem um aberto V, de S, o qual contém p, e € > 0, tais que N¢(V) =
Y(V x (—€,€)) é um aberto de R que contém p, dito uma vizinhanga tu-
bular local de S em p. Além disso, a restri¢do

w|(V><(—e,e)) 1 VX (_€¢ 6) — NE(V)
€ um difeomorfismo.

Demonstragio. Dado um ponto p € S, segue-se da igualdade (3.13) que, se
(w, 5) € ker di)(, ), entao

0 = dipp0)(w,s) = w+ sN(p),

donde se infere que (w,s) = (0,0), j& que, para todo p € S e w € 1,5,
w e N(p) sdo linearmente independentes. Segue-se que d(p0) € um iso-
morfismo. Logo, pelo Teorema da Funcao Inversa, existem o aberto V, de
S, bem como € > 0, os quais satisfazem as condi¢oes do enunciado (Fig.
3.7). O

Figura 3.7

Diz-se que um difeomorfismo local entre duas superficies regulares, f :
S1 — Sy, preserva a primeira forma fundamental, quando

Ip(w) = If(p) (dfpw) Vp € S , W € TpS1 ,

isto é, para cada p € S, df, ¢ um operador linear ortogonal de T,S.
Analogamente, se S1 e So sdo orientadas, diz-se que f preserva a sequnda
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forma fundamental, quando
IIp(w) = IIf(p)(dfpw) Vp e S1,weT,5.

Note que, se f preserva a primeira e segunda forma fundamentais, desig-
nando-se por N1 e Ny as aplicagtes de Gauss de S1 e Sy, respectivamente,
tem-se, para quaisquer p € S1 e w € T),51, que

(d(N1)pw, w) = (d(N2) sy dfypw, dfyw) = (((dfp) T d(N2) () dfp) w0, ),

em que, na ultima igualdade, usamos o fato de df, ser uma isometria de
T,51 . Assim, as formas quadraticas associadas aos operadores autoadjuntos
de T,S1, d(N1), e (dfy) 'd(N2)s@dfy, coincidem, donde vale o mesmo
para os operadores em si. Logo, vale a igualdade

dfpd(N1)p = d(N2) () dfp - (3.14)

Lema 1. Sejam S1 e Sz duas superficies requlares orientadas e conezas,
e N1, No suas respectivas aplicagoes de Gauss. Suponha que f :S1 — S
seja um difeomorfismo local, tal que, para cada ponto p € S, existam um
aberto V,, C S, contendo p, e um movimento rigido de R3,

®, = Ap+po, Ay € OR?), py € R,

o qual cumpre:

i) flv, = ®ply, 5

ii) Ap(Ni(q)) = Na(f(q)) Vg € Vp.
Nessas condigcoes, todos os movimentos rigidos ®,, coincidem, isto é,

o, =, Vp,p' €5
Em particular, vale a igualdade f = ®pls Vp e S.
Demonstracao. Inicialmente, observemos que, para p, p’ € S, tem-se
VpNVy #0= @), =, . (3.15)

De fato, pela condigao (i), pondo-se @,y = Ay +pj , tem-se, para todo ponto
q € VpnVy, que ®p(q) = f(q) = Pp(q), donde (A, — Ap)(q) = ph —po,
isto é, a aplicacdo ¢ — (Ap — Ap)(q) é constante no aberto V =V,NV, , e
tem ai, dessa forma, derivada nula. Logo, para quaisquer ¢ € V e w € TS5,
tem-se (A, — Ay)w =0, ou seja,

Aplr,s = Aplr,s - (3.16)
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Agora, pela condigao (ii), A,(N1(q)) = Na(f(q)) = Apy(N1(g)), donde
Aplr,s9r = Aplir,s)r- Dal e de (3.16), segue-se a 1mpl1cagao (3.15). Em
particular, ®, = ¢, sempre que g € V},.

Fixemos, entdo, py € S, e facamos S,, = {p € S;®, = ¢,,}. Dado
um ponto p do fecho de S,, em S, temos que toda vizinhanca de p em §
contém um ponto de S, . Logo, existe ¢ € V,NS), , donde &, = &, = &, ,
isto é, p € Sy, e, portanto, S, é fechado em S. Além disso, se p € S, ,
todo ponto ¢ € V,, cumpre ®, = &, = &, , ou seja, V,, C S, , donde S, ¢é
também aberto em S. Segue-se, entao, da conexidade de S, que S =5, ,
concluindo, assim, a demonstracgao. ]

Teorema Fundamental da Teoria Local de Superficies. Seja f: S —
So um difeomorfismo local entre duas superficies regulares conexas e orien-
tadas, a qual preserva a primeira e segunda forma fundamentais. Entdo, f
é uma congruéncia.

Demonstragdo. Sendo f um difeomorfismo local, dado py € S, existem
abertos V3 C S1 e Vo C Sy, 0s quais contém py e f(pp), respectivamente,
tais que a restricao fly; : Vi — V2 é um difeomorfismo. Temos também,
pela Proposicio 18, que existem vizinhangas tubulares, N¢(V}) e N¢(V3),
tais que as aplicagoes 91 : Vi X (—e,e) — N¢(V1) e g : Vo X (—€,€) —
N¢(V2), dadas por ¥1(p,t) = p+tNi(p) e 2(p,t') = p' + ¢'No(p'), sdo
difeomorfismos.
Definamos, entdo, a aplicacdo ¢ : N¢(V;) — N¢(V2), tal que

e(¥1(pt)) = Y2(f(p),t) V(p, 1) € Vi X (—¢,€), (3.17)

isto &, © = 19 ogbowl_l, em que ¢ : Vi X (—e€,€) = Vo X (—¢,€) é definida
por ¢(p,t) = (f(p),t). Uma vez que ¢,1Y1 e 1y sdo diferencidveis, temos,
pela Regra da Cadeia, que ¢ também o é. Dai e das igualdades (3.13) e
(3.17), segue-se que, para quaisquer (p,t) € Vi x (—e€,€) e (w,s) € T,S xR,
pondo-se ¥1(p,t) = q, tem-se

dipg(w + sN1(p) + td(N1)pw) = dfpw + sNa(f(p)) + td(N2) ) dfpw

= dfpw + sNa(f(p)) + t(dfpd(N1)pw).
Fazendo-se, entdo, s = 0, obtém-se
dog(w + td(N1)pw) = dfp(w + td(N1)pw).

Porém, a aplicacdo linear w — w + td(N1),w, w € T,,S, claramente, é um
isomorfismo. Logo, dyy|1,s = dfy e, portanto, dyy|r,s ¢ uma isometria, ja
que, dfy,, por hipdtese, o é. Fazendo-se, agora, t = 0, obtém-se

dipgN1(p) = Na(f(p)), (3.18)

donde se infere que dgoq\Tp g1 , igualmente, é uma isometria.
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Segue-se dessas consideracoes que, para todo ponto ¢ = ¥i(p,t) €
N¢(V1), a derivada dyp, é uma isometria linear de R3, isto é, dip, € O(R?),
donde se conclui que ¢ é um movimento rigido, o qual, claramente, satisfaz
©olv; = flv, . Juntando-se a esse fato a validez de (3.18), a conexidade de S;
e o resultado do Lema 1, conclui-se facilmente que f é uma congruéncia,
como desejavamos provar. O

3.5 Exercicios
Secao 3.1

1. Sejam S uma superficie regular e ® : R? — R? um movimento rigido.
Dado um conjunto J-mensurdvel R C S, mostre que ®(R) C S’ = &(S)
¢ um subconjunto J-mensuravel de S’, cuja édrea é igual a de R.

2. Sejam f : S — R uma funcio diferencidavel definida numa superficie
regular S e X = X(u,v) uma parametrizacao local de S. Mostre que
(f o X)uG — (f 0 X)oF (fo X)uE — (f o X)uF
EG — F? EG — F?

Conclua que Vf:S — R3? é (um campo tangente) diferenciavel.

3. Calcule a area do toro de revolugao,

S={(z,y,2) eR®% (Va2 +y2 —a)’ + 22 =r?, a>r >0}
Secao 3.2

4. Sejam S; e S superficies regulares orientaveis, tais que a intersecao
S1 M Sy é conexa. Prove que se S = §7 U Sy é uma superficie regular,
entdo S é orientdvel.

5. Suponha que S; e S sejam superficies regulares difeomorfas. Mostre
que S é orientavel se, e somente se, Sy é orientavel.

Secao 3.3

6. Sejam S uma superficie regular orientavel e N : S — S? uma aplicacio
normal de Gauss de S. Prove que, para todo p € S e todo w € T,S,
vale a igualdade

dN,(dNpw) + 2H (p)dN,w + K (p)w = 0.

7. Seja N : S — S? uma aplicacdo normal de Gauss de uma superficie
regular S. Mostre que, para quaisquer p € S e v,w € T},5, tem-se

dNyv A dNpw = K(p)(v A w).
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8.

10.

11.

12.

13.

Sejam S uma superficie regular compacta, f:S — R a fungdo f(p) =
(p,p) e po um ponto de maximo de f. Mostre que T),,S = {po}* e que,
relativa a orientacdo N, de S, para a qual N(po) = —po/|lpol|, vale a
desigualdade

1
IIpo(w) 2 T W € TpOS, ||w|| =1
[[poll
Conclua que:

i) po é um ponto eliptico de S;

ii) Nenhuma superficie minima é compacta.

Curvaturas de superficies de revolugdo. Seja S uma superficie de revolu-
¢do, a qual admite a parametrizacdo

X(u,0) = (p(v) cos, p(v) senw, 6(v)), (u,0) € (—m,7) x I, p > 0.
Supondo-se que a curva geratriz de S seja parametrizada por compri-
mento de arco, isto é, (p')? + (¢')? = 1, prove que:

/ N/ /BN //
e Kox= YW =¢0) _ o

p P
Y BN/ R/
. HoX — ¢+p(¢;p ¢"p')
P

Chama-se catenoide a superficie de revolugdo cuja curva geratriz é uma
catendria, trago de uma parametrizagdo a(v) = (acoshwv,0,av),v € R,
em que a é uma constante real. Considere o exercicio anterior e prove
que o catenoide é uma superficie minima.

Prove, ainda considerando o Exercicio 9, que se S é uma superficie de
revolugdo cuja curvatura gaussiana é identicamente nula, entdo S estd
contida num plano, num cilindro ou num cone.

Seja S uma superficie regular conexa e orientada, cuja aplicagdo normal
de Gauss, N, cumpre dN, = 0Vp € S. Prove que S esta contida num
plano de R3.

Sejam (z,vy,2) = ax?® + by? + cz2, a,b,c > 0, e S o elipsoide ¢~1(1).
Prove que, relativamente a aplicagdo normal de Gauss

~ Ve(p)
Vo)’

a segunda forma fundamental de S em p = (z,y,2) € S é dada por

N(p) =

_awi + bwi + cw3
Va2 + b2y + 222

Conclua que todos os pontos de S sdo elipticos.

I1,(w) w = (w1, ws,ws) € TpS.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.
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Seja S uma superficie regular orientada. Diz-se que uma curva para-
metrizada regular « : (a,b) — S ¢é assintdtica se, para todo s € (a,b),
[, (5)(e/(s)) = 0. Prove que, nesse caso, K(a(s)) <0 Vs € (a,b).

Prove que todo cilindro reto sobre uma curva regular plana (vide Exercicio
3 — Cap. 2) tem curvatura gaussiana identicamente nula.

Sejam S7 uma superficie regular orientavel que ndo contém a origem de
R3 e Sy = ¢(S1), em que ¢ ¢ a inversio de R3 — {0} sobre a esfera 52,
isto é, a aplicacao

¢: R3—{0} — R3-{0}
A T

Mostre que se N; é uma aplicagdo normal de Gauss de 57, entao

p p

Na(o(p) = Nip) ~ 2 (L M)
[Pl [l

¢ uma aplicagao normal de Gauss de Sy . Use, entdo, essa igualdade, para
comparar as curvaturas gaussiana e média de S7 e Ss.

Sejam S; e S os graficos das fungdes diferencidveis (z,y) € R?
(22 +142)? e (z,y) € R? — y3 — 3yax?, respectivamente (S é conhecida
como sela de macaco). Prove que:

i) As curvaturas gaussianas de S; e Sz em p = (0,0,0) sdo nulas;

ii) S é localmente convexa em p e Sy nao é localmente convexa em
p.

Sejam S; e So superficies regulares orientaveis tangentes num ponto
p de S1 N Ss. Suponha que Ny e Ny sejam aplicagdes normais de
Gauss de S; e Sy, respectivamente, tais que Np(p) = Na(p). Conside-
remos vizinhancas de p, Vi C S1 e Vo C Sy, as quais sdo graficos de
funcoes diferencidveis A1 e Ag, respectivamente, definidas num aberto
U C T,5 = T,5>. Levando-se em conta que o laplaciano de uma fun-
¢ao diferenciavel num ponto de minimo é ndo negativo, mostre que se
)\1 > )\2, entao Hl(p) > Hg(p).

(Teorema de Beltrami-Enneper) Sejam S uma superficie regular orien-
tada e a : (a,b) — S uma curva assintética (vide Exercicio 14) cuja
curvatura é positiva. Prove que, para todo s € (a,b), a tor¢ao de «, T,
cumpre a igualdade

Secao 3.4
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20. Sejam Si, So superficies regulares e f : S; — So um difeomorfismo
local que preserva a primeira forma fundamental. Prove que se S e S
sdo planos ou S7 e Sy sdo esferas de mesmo raio, entdo f é a restrigdo
a 1 de um movimento rigido de R? (no caso das esferas suponha que
ambas estdo orientadas pelo campo normal interior, isto é, que aponta
para o centro).
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Capitulo 4

Geometria Intrinseca

Neste capitulo final, abordaremos alguns dos principais aspectos da ge-
ometria intrinseca de superficies regulares, apresentando, inclusive, os mais
célebres teoremas estabelecidos por Gauss em seu artigo seminal, Disquisiti-
ones Generales Circa Superficies Curvas: O Teorema FEgregium e o Teorema
Elegantissimum. Esses teoremas devem suas designacoes ao préprio Gauss,
pois, nesse artigo, os enunciados dos mesmos sao precedidos pelos corres-
pondentes adjetivos que os nomeiam, isto é, Gauss atribuiu a qualidade de
egregium) ao primeiro e de elegantissimum ao segundo.

Esses atributos justificam-se plenamente. O Teorema FEgregium, por
exemplo, estabelece a absolutamente notavel invaridncia da curvatura gaus-
siana por isometrias locais, isto é, a curvatura gaussiana é um conceito intro-
duzido extrinsecamente (pois envolve a aplicagdo normal de Gauss), o qual,
através desse teorema, revela-se intrinseco. O Teorema FElegantissimum, por
sua vez, generaliza, para superficies regulares arbitrarias, a férmula da soma
dos angulos de um tridngulo (plano ou esférico) através de uma elegantissima
igualdade.

Ha&, na verdade, duas versées do Disquisitiones, as quais foram publica-
das na ordem cronoldgica inversa em que foram escritas. A primeira versao,
escrita em 1825, foi publicada em 1900, enquanto a segunda foi publicada em
182701 Curiosamente, o Teorema Egregium tem demonstracoes distintas
nessas versoes. Na de 1825, ele é obtido como consequéncia natural do Teo-
rema Flegantissimum, enquanto na de 1827, ele é demonstrado diretamente,
através de um longo célculo.

Em textos de Geometria Diferencial, a abordagem usual ao Teorema
Egregium é, com atualizagao de linguagem, essa da versdo de 1827. Ja o
Teorema Elegantissimum, no que lhe concerne, tornou-se um corolario de um
resultado mais geral, obtido por Pierre Bonnet (1819-1892), hoje conhecido
como Teorema de Gauss—Bonnet.

(i)Egregium7 em latim, significa “notével”.
(W vide [4].

95
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A versdo para superficies compactas, do Teorema de Gauss—Bonnet,
constitui, na realidade, um dos mais profundos e surpreendentes resulta-
dos da Geometria Diferencial. Segundo esse teorema, a curvatura total de
uma superficie regular compacta S, isto é, [¢ K, é um invariante topolégico
de S. Assim, duas superficies regulares compactas e homeomorfas, por mais
distintas que sejam suas geometrias, tém curvaturas totais iguais!

A apresentacio desses teoremas, como sera feita aqui, resgata a primeira
abordagem de Gauss. Mais precisamente, demonstraremos (de forma origi-
nal) o Teorema Elegantissimum, e obteremos, desse, o Teorema FEgregium,
bem como o Teorema de Gauss—Bonnet (para superficies compactas). Antes,
porém, discutiremos sobre isometrias entre superficies regulares e introdu-
ziremos o conceito de geodésica, um dos mais fundamentais da geometria
intrinseca.

4.1 Isometrias

Definigao 16 (1IsoMETRIA). Dadas superficies regulares S; e Sy, diz-se que
uma aplicacdo f :.S1 — So é uma isometria, quando é um difeomorfismo
e, para quaisquer p € 51 e wi, w2 € 1,51, vale a igualdade

(dfpw1, dfpwa) = (w1, w2). (4.1)

Diz-se que f é uma isometria local, quando, para todo p € 57, existem
abertos V3 C S e Vo C Sa, tais que pe Vi, f(p) € Va,e fly, : Vi = Vo
é uma isometria.

Assim, um difeomorfismo entre superficies regulares é uma isometria
se sua derivada, em cada ponto, preserva produto interno. Essa tultima
condicao, vale lembrar, é equivalente a de preservar norma, isto é, (4.1)
equivale a

|ldfpw]|| = [Jw|| Yp € S1, w € TS . (4.2)

Observemos ainda que, pelo Teorema da Fung¢ao Inversa, uma aplicacao
f: 51 = S2 que cumpre (4.1) ou (4.2) é uma isometria local. Logo, vale o
resultado seguinte.

Proposicao 19 (CARACTERIZAGAO DAS ISOMETRIAS LOCAIS). Uma aplicagdo
entre superficies requlares é uma isometria local se, e somente se, preserva
primeira forma fundamental.

Duas superficies regulares dizem-se isométricas, quando existe uma iso-
metria entre as mesmas.

Exemplo 44 (RESTRICOES DE MOVIMENTOS RIGIDOS). Dado um movimento
rigido de R3, & :R3? — R3, seja S uma superficie regular, tal que ®(S) =
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S. Nessas condigoes, a aplicagdo f = ®|g : S — S estd bem definida.
Ademais, para quaisquer p € S e w € T),5, tem-se

ldfpwl]l = [[d®pw]| = [lwl;

donde se infere que f é uma isometria de S em si mesma (nesse caso,
diremos simplesmente que f é uma isometria de S). Em particular, a
restricdo a S? de uma transformacdio linear ortogonal de R3 é uma isometria
de S2.

Exemplo 45 (ISOMETRIA LOCAL ENTRE O PLANO E O CILINDRO). Reconside-
remos o plano coordenado S; = {(z,y,2) € R3 2z = 0} e o cilindro
Sy = St x R. Conforme constatamos no Exemplo 30 do capitulo anterior,
a aplicagdo f:S1 — S2, f(z,y,0) = (cosx,senz,y), é diferencidvel e sua
derivada cumpre, para p = (z,y,0) € S1, w = (a,b,0) € 1,51 = 51,

dfpw = (—asenx,acosz,b).
Logo, |dfyw|? = a?+b? = ||w||?, ou seja, f é uma isometria local.

Verificaremos, nas duas proposi¢oes seguintes, o fato de que isometrias
preservam comprimento de curvas regulares, bem como area de conjuntos
J-mensuraveis.

Proposicdo 20 (INVARIANCIA DO COMPRIMENTO POR ISOMETRIAS). Sejam
f 51 = Sy uma isometria local entre superficies regulares, S1 e So, e
a I — 51 uma curva parametrizada regular. Entdo, foa : I — Sy €
uma curva parametrizada reqular e, para todo intervalo [a,b] C I, wvale a
igualdade

Li(f o a) = Ly().

Demonstragdo. Sendo f uma isometria local e @ uma curva regular, tem-
se, para todo t € I, que [|(f 0 ) (t)]| = ldfa@a’(8)] = la’(£)]| # 0, donde
foa éregular. Além disso, para todo intervalo [a,b] C I,

b b
Lifoa) = [IFoayldt = [ o/ ®lldt = Life). O

Proposicao 21 (INVARIANCIA DA AREA POR ISOMETRIAS). Sejam S7 e Sy
superficies requlares, f :S1 — Sy uma isometria e R C S1 um subconjunto
J-mensurdvel de Sy . Entdo, f(R) € um subconjunto J-mensurdvel de S
e

p(f(R)) = w(R).

Demonstragdo. Suponhamos, inicialmente, que R esteja contido numa vi-
zinhanga parametrizada V' = X(U), de S;. Sendo assim, a aplicagdo
Y = f o X é uma parametrizagdo local de Ss, tal que Y (U) = f(V).



98 CAPITULO 4. GEOMETRIA INTRINSECA

Logo, f(R) é J-mensuravel, pois Y }(f(R)) = X Y(R) é, por hipétese,
J-mensuravel em R2.
Uma vez que f ¢é uma isometria, temos que |detdfy| = 1Vp € S. Logo,

pR) = [ V(o) A Yo(u,o)dudy
Y-L(f(R))
_ / 1 x () Xoa (11 0) A d x (0) X (1, 0) || duudl
Y-L(f(R))

— /X_I(R) X (1, 0) A Xo(u, )| dudv = u(R).

Para o caso geral, tomamos uma J-decomposi¢do de R,
R=RiU---UR,.

Pelas consideragoes do paragrafo anterior, temos que, paratodo ¢ =1,...,n,
f(R;) é J-mensuravel e cumpre u(f(R;)) = p(R;). Além disso, uma vez
que f é bijetiva, para i # j, tem-se

p(f(Ri) N f(R))) = p(f(RiNR ) = w(Ri NR;) =0,

donde se infere que f(R) = f(R1)U---U f(R;,) é uma J-decomposigao de
f(R). Logo,

como desejavamos provar. O

Encerrando esta se¢fo, constataremos que isometrias locais preservam,
num certo sentido, os coeficientes da primeira forma fundamental de uma
parametrizacao local de uma superficie regular. Esse fato nos permitira veri-
ficar a invaridncia, por isometrias locais, das propriedades locais de uma su-
perficie regular, as quais envolvem apenas os coeficientes da primeira forma
fundamental.

Proposicao 22. Sejam f :S1 — Sy uma isometria local entre superficies
requlares, S1 e So, e X : U — S1 uma parametrizagdo local de S, cuja
imagem X (U) € um aberto V de Sy, tal que fly : V — f(V) C Sz € uma
isometria. Nessas condicoes, a aplicacdo Y = f o X ¢é uma parametrizacdo
local de So, cujos coeficientes da primeira forma fundamental coincidem
com aqueles da parametrizacdo X.

Demonstragio. Uma vez que f|y e X sdo difeomorfismos, temos que Y =
f o X é uma parametrizacao local de Sy. Além disso, sendo f|y uma
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isometria, tem-se, para todo (u,v) € U, que

(Yu(u,v), Yu(u,v)) = ((f 0 X)u(u,v), (f 0 X)u(u,v))
= <de(u,v)Xu(u7 U)a de(u,v)Xu(uv 7))>
= (Xu(u,v), Xy (u,v)).

Analogamente, verifica-se que

(Yu, Vo) = (Xu, Xo) e (Y2, Y3) = (Xp, Xo). O

4.2 Geodésicas

No estudo da geometria das superficies regulares, uma questao natural
¢ a da existéncia de curvas de comprimento minimo, ditas minimizantes,
as quais desempenham o mesmo papel dos segmentos de reta da geometria
euclidiana do plano. Essa questdo nos remete a um dos conceitos mais
fundamentais da geometria intrinseca, o de geodésica.

Enquanto no plano as curvas minimizantes sdo os segmentos de reta,
pode-se verificar que, numa esfera, tais curvas sao os arcos de seus grandes
circulos, isto é, aqueles obtidos pela intersecdo dessa esfera com planos que
contém seu centro.

Observemos, entao, que toda parametrizacao (por comprimento de arco)
de um segmento de reta tem aceleragao nula. Por outro lado, a curva 7(s) =
(coss,sens,0), s € (0,27), a qual corresponde & parametrizacao do grande
circulo de S? contido no plano coordenado wy, tem aceleracio 7"(s) =
(—sen s,cos s,0), que nunca se anula. No entanto, para todo s € (0,27),
7"(s) é ortogonal & T.(,)S, isto é, 7"(s) tem componente tangencial nula.
Dito de outra forma, “do ponto de vista da superficie”, a aceleracdo de v é
nula (Fig. 4.1).

Esses e outros exemplos nos induzem a caracterizar curvas minimizantes
como aquelas cuja aceleracao tangencial é nula. Verifica-se que, de fato, as
curvas minimizantes tém essa propriedade (vide Proposigao 30). Nao vale,
no entanto, a reciproca. Considere-se, por exemplo, dois pontos distintos
e nao antipodas de uma esfera S. Esses pontos determinam, no grande
circulo de S que os contém, dois arcos de comprimentos distintos, donde se
conclui que apenas um deles pode ser minimizante. Porém, ambos admitem
parametrizagoes com aceleragdo tangencial nula.

Assim, a condigao de uma curva parametrizada ter aceleracao tangencial
nula é mais geral que a de ser minimizante. As curvas que cumprem a pri-
meira dessas condi¢cbes chamam-se geodésicas, conforme a definicdo seguinte.

Defini¢ao 17 (GEODESICA). Uma curva parametrizada diferencidvel de uma
superficie regular S, v : I C R — S, é dita uma geodésica parametrizada,
se a componente tangencial de seu vetor aceleracdo é nula, isto é, se, para
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Figura 4.1

todo t € I, 74"(t) é ortogonal ao plano tangente T, )S. Diz-se que uma
curva regular C' C S é uma geodésica de S, se, para cada ponto p de C,
existe uma parametrizacao local de C' em p, v: I CR — C C S, tal que
v é uma geodésica parametrizada (i),

No tocante a discussao feita acima, cabe-nos mencionar que uma geodé-
sica, mesmo nao sendo, necessariamente, minimizante, é sempre localmente
minimizante, isto é, ela é a curva de menor comprimento entre dois de seus
pontos, desde que esses estejam suficientemente proximos (vide Proposicao
29).

Nas proposicoes seguintes, verificaremos algumas propriedades essenciais
das geodésicas.

Proposicao 23. A norma do vetor velocidade de toda geodésica parametri-
zada € uma func¢do constante.

Demonstracao. Seja v : 1 — S uma geodésica de uma superficie regular S.
Entdo, {(7"(t),7'(t)) = 0Vt € I. Dai, segue-se que a funcio t — |v/(t)|?
tem derivada nula em I, e deve ser, dessa forma, constante. ]

Segue-se da Proposicao 23 que uma geodésica parametrizada é uma curva
parametrizada regular ou uma aplicagdo constante.

Proposicao 24 (CARACTERIZAQAO DAS GEODESICAS). Sejam N uma apli-
cac¢io normal de Gauss de uma superficie reqular orientdvel S, e v:1 — S
uma curva diferencidvel, cujo vetor velocidade tem norma constante. Entdo,
v € uma geodésica se, e somente se,

('), (Noy)t) Ay (t)) =0Vt el (4.3)

(i) poy simplicidade, designaremos frequentemente as geodésicas parametrizadas por ge-
odésicas.
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Demonstragdo. Suponha que v seja uma geodésica. Nesse caso, para todo
tel, o'(t) é paraleloa N(v(t)), o que implica (4.3).

Reciprocamente, suponhamos valida a igualdade (4.3). Uma vez que, por
hipétese, a fun¢ao ¢ — ||7/(t)|| é constante, temos que 7' é identicamente
nula, implicando que 7 é uma geodésica, ou, para todo t € I, ~/(t) # 0.
Nesse tultimo caso, temos que +/(t) é ortogonal a ~"(t) e, por (4.3), que
(), N(y(t)) A+ (t) e N(y(t)) constituem uma base ortogonal de R3.
Logo, " (t) é paralelo a N(v(t)), donde v é uma geodésica. O

Estabeleceremos agora duas propriedades fundamentais das geodésicas,
a saber, suas existéncia e unicidade a partir de um ponto e numa dada
direcdo, e sua invaridncia por isometrias locais. Essa tltima propriedade,
vale salientar, caracteriza o conceito de geodésica como intrinseco.

Com esse intuito, tomemos uma parametrizacao local X : U — S, de
uma superficie regular orientével S, e consideremos, para cada (u,v) € U,
a base {X,(u,v), Xy(u,v), N(X(u,v)} de R3 em que N é uma aplicacio
normal de Gauss de S. Em coordenadas com respeito a essa base, as fungoes
vetoriais Xy, , Xyuw € Xy escrevem-se como

X = THX, + T3HX, + aN.
Xw = ThX, + T%3,X, + bN. (4.4)
X = TLX, + T3,X, + cN.

Os coeficientes Ffj, os quais sao fungoes definidas em U, sdo chamados
de simbolos de Christoffel de S relativos a parametrizacdo X. A fim de
determina-los, tomemos, na primeira equagdo, os produtos internos com

respeito a X, e X,, respectivamente, obtendo
ETH +FT? = (X, Xy) e FTH +GT? = (Xuu, Xy).

Derivando-se a funcdo E = (X,, X,) com respeito a u e a v, bem como
F = (X,,X,) com respeito a u, conclui-se facilmente que

E E
<XU’LL7XU> = 7u € <XUU7XU> = Fu - ?v .

Logo, os simbolos de Christoffel T'}; e T'?; cumprem as igualdades
BTL 4 FTH = &

FTY, + GIY4 = EF,— &

e, portanto, expressam-se de forma tnica como func¢ées de F, F' e G, bem
como das derivadas E,, F, e F,, pois EG — F? > 0.
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Procedendo-se de forma analoga, verifica-se facilmente que todos os sim-
bolos de Christoffel exprimem-se como funcées dos coeficientes da primeira
forma fundamental e suas derivadas.

Proposigao 25 (EQUACOES DIFERENCIAIS DAS GEODESICAS). Sejam S uma
superficie reqular, X = X (u,v) uma parametrizac¢io local de S e

(1) = X (u(t),v(t)), telCR,

uma curva diferencidvel. Entdo, v € uma geodésica de S se, e somente se,
as fungoes u=u(t) e v=wv(t) satisfazem as equagies

o+ (W)?TH + 20T, + (V) TL, = 0
L @)
v+ (W) T3+ 20T, + (V) T3, = 0

em que os simbolos de Christoffel Ffj s@o calculados em (u(t),v(t)).

Demonstragio. Temos que v = ' X, +v' X, , em que X, = Xy (u(t),v(t))
e Xy = Xy(u(t),v(t)). Dessa forma,

A" =" Xy + (W) X + 200 Xy + 0" Xy 4 ()2 Xy

Denotando-se, entdo, por (7”(t))7T a componente tangencial de 7"(t), isto
¢, sua projecao ortogonal sobre T, ;)S, e considerando-se as igualdades (4.4),
tem-se
(Y = (" + () T1y + 200" T1y + (v)? Tgo) X
+ (0" + (W) T + 200 T, + () T55) Xy,

donde se infere que ~ é uma geodésica de S se, e somente se, u e v
satisfazem as equagoes (4.5). O

Proposicao 26 (INVARIANCIA DAS GEODESICAS POR ISOMETRIAS LOCAIS). Se-
jam f :S1 — So uma isometria local entre superficies requlares, S1 e So,
e v:1— 81 uma curva diferencidvel. Entdo, v € uma geodésica de S se,
e somente se, f o~ € uma geodésica de So .

Demonstragio. Uma vez que o conceito de geodésica é local, podemos supor,
sem perda de generalidade, que a imagem de v esta contida numa vizinhanca
parametrizada de S, V = X (U), a qual é isométrica, via f, ao aberto
f(V) C Sy. Sendo assim, temos que 7 se escreve como

~(t) = X (u(t),v(t)), telCR, (ult),vt)) e U.

Fazendo-se, entdao, 0 = foy e Y = f o X, tem-se, para todo t € I,
que o(t) =Y (u(t),v(t)). Porém, pela Proposigao 22, os coeficientes da pri-
meira forma fundamental de X coincidem com os de Y. Consequentemente,
vale o mesmo para os correspondentes simbolos de Christoffel. Portanto, as
equagoes diferenciais (4.5) para v e o coincidem, donde se infere que uma
delas serd uma geodésica se, e somente se, a outra o for. O
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Na proposicdo seguinte, valendo-nos da Proposicdo 25 e do teorema
de existéncia e unicidade de solugdes para equagOes diferenciais ordinarias,
verificaremos que, em toda superficie regular, existem geodésicas partindo
de qualquer ponto e em qualquer direcao.

Proposigao 27 (EXISTENCIA E UNICIDADE DE GEODESICAS). Dados um ponto
p de uma superficie reqular S e w € T,S, existem um intervalo aberto I >0
e uma Unica geodésica vy : I — S, tal que v(0) =p e v/ (0) = w.

Demonstragdo. Consideremos uma parametrizacdo local de S em p,
X:UCR? = X(U) C S, e ponhamos

(UO,UO) = X_l(p) € (CL, b) = (dX(uo,Uo))_lw‘
Observemos, entdo, que as equagdes diferenciais das geodésicas, dadas em
(4.5), sao do tipo
o= filu, v, ")
{ v = f2(u7v7ul7vl) ’ (46)

em que fi e fo sdo funcoes diferencidveis. Assim, dadas as condicGes iniciais

(u(0),0(0)) = (ug,v0) e (u'(0),0'(0)) = (a,b), (4.7)

pelo teorema de existéncia e unicidade de solugoes para equacoes diferenciais
ordindrias, existem um intervalo I > 0 e uma tnica solugdo (u(t),v(t)),
t € I, de (4.6), a qual cumpre as condigoes iniciais (4.7). Dessa forma, a
curva

A1) = X(ult), v(t)), teT,

é a Unica geodésica de S, a qual cumpre as condigoes
7(0) = X (ug,v0) =p e 7'(0) = dX(yg,0)(a,b) = w,
concluindo, assim, a demonstracao. ]

Nos exemplos a seguir, aplicaremos os resultados precedentes a determi-
nacao das geodésicas de certas superficies regulares classicas.

Exemplo 46 (CILINDRO). Sabendo-se que as geodésicas de um plano sdo
seus segmentos de reta e fazendo-se uso da Proposi¢do 26, obtemos facil-
mente as geodésicas do cilindro S? x R = {(z,y,2) € R3; 22 + ¢y = 1},
as quais constituem seus paralelos, meridianos e hélices. Para tanto, basta
considerar o plano S = {(z,y,2) € R3; 2 = 0} e a isometria

f:UCS— fU)cS' xR, U={(z,y,0)€8; -7 <z <7},

dada por f(z,y,z) = (cosz,senzx,y) (vide Exemplo 45).
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Figura 4.2

E facil ver que as imagens dos segmentos de reta do plano S que estdo
contidos em U sdo segmentos de paralelos, meridianos ou hélices de S* x
R, conforme essas retas sejam, respectivamente, horizontais, verticais ou
inclinadas com respeito & orientagdo dada pela base canonica {e1,e2} (Fig.
4.2).

Exemplo 47 (ESFERAS). Verificamos anteriormente que o grande circulo C
de S? contido no plano zy é uma geodésica dessa superficie. Uma vez que
qualquer grande circulo de S? é a imagem de C' por uma isometria de S?,
segue-se da Proposicdo 26 que todo arco de grande circulo de S? é uma
geodésica. Claramente, um argumento similar se aplica a qualquer esfera de
R3. Observemos também que, para todo ponto p de uma esfera S e todo
w € T,S, existe um grande circulo de S passando por p e tangente a w.
Segue-se, entdao, da Proposicdo 27, que as unicas geodésicas de uma esfera
sGo o0s seus arcos de grande circulo.

Eis um outro argumento, bastante elegante, que prova essa iltima as-
sercdo. Dado um ponto p de uma esfera S C R? e w € T,S, existe, pela
Proposicao 27, uma unica geodésica +v de S que parte de p com velocidade
w. Seja f: 5 — S aisometria de S obtida pela reflexdo de S em torno
do plano que contém o grande circulo de S que passa por p e é paralelo
a w. Pela Proposi¢ao 26, f o~ é uma geodésica de S que parte de f(p)
com velocidade df,w. Uma vez que f(p) =p e dfyw = w, devemos ter,
por unicidade, f oy = v, isto é, o traco de y deve ser invariante por f.
No entanto, a tnica curva de S que é invariante por f é o grande circulo
de S determinado por p e w.

Exemplo 48 (SUPERFICIES DE REVOLUCAO). O argumento do ultimo para-
grafo do exemplo anterior mostra, igualmente, que qualquer meridiano de
uma superficie de revolugdo S é uma geodésica de S. De fato, basta obser-
var que, dado p € S, a reflexdo de S em torno do plano determinado por p
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e o eixo de rotacdo de S é uma isometria dessa superficie cuja tnica curva
invariante, dentre aquelas que contém p, é o meridiano de S que passa por

p.

nao é geodésica

\ geodésicas /

i

Figura 4.3

Quanto aos paralelos de S, esses sao circulos com centro no eixo de
rotacdo e contidos em planos perpendiculares a esse eixo. Dessa forma, se
v : I — S é uma parametrizacdo de um dado paralelo C, cujo vetor velo-
cidade tenha norma constante, entdao, para cada t € I, o vetor aceleragao
~"(t) serd paralelo ao plano II que contém C. Assim, C serd uma geodé-
sica se, e somente se, para algum (e, portanto, para todo) ¢t € I, o plano II
for perpendicular a TS (Fig. 4.3).

4.3 Aplicacao Exponencial

A fim de estabelecer as propriedades minimizantes das geodésicas, intro-
duziremos agora a aplicagio exponencial, exp, , a qual, fixando-se um ponto
p de uma superficie regular S, associa a vetores w € T),S, pontos de S que
estdo nas geodésicas que partem de p na direcdo de w.

Constataremos, entao, que exp, ¢ um difeomorfismo de uma vizinhanga
da origem de T,S sobre um aberto de S que contém p. Essa proprie-
dade nos permitira definir uma parametrizacio, dita por coordenadas pola-
res, a qual caracteriza-se por ser ortogonal (isto é, suas curvas-coordenada
intersectam-se ortogonalmente) e também uma isometria radial. A partir
desses resultados, mostraremos que geodésicas sao localmente minimizantes
e, reciprocamente, que toda curva minimizante é uma geodésica.

Dados, entao, um ponto p de uma superficie regular orientavel S e
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w € TS, consideremos a Proposicao 27 e indiquemos por
Y ¢ (—€,€) = 8§

a geodésica de S, a qual cumpre 7,(0) =p e 7,,(0) = w, em que € = e¢(w)
é tal que (—e,€) é o intervalo simétrico méximo no qual =, estd definida.

Vejamos que, dado A > 0, pondo-se Iy = (—€/\, e/)), tem-se que 7y,
estd definida em I\ e que vale a seguinte igualdade

Yoaw(t) = Yw(At)  VE € L. (4.8)

De fato, a curva «a(t) = v, (At) estd definida em Iy, j& que 7, estd
definida em (—e¢,€). Além disso, para todo ¢ € Iy, [[o/(t)| = A7, (At)]| =
AM|wl|, isto é, o vetor velocidade de « tem norma constante. Dada, entao,
uma orientacdo N, de S, segue-se da Proposicdo 24 que « é uma geodésica
de S, pois, para todo t € I, , tem-se

(@"(t), (N oa)(t) Ao (1)) = A (7 (M) , (N 0 7)(AE) A7, (M) = 0.

Porém, «(0) = v,(0) = p e &/'(0) = A/ (0) = Aw. Logo, pela Proposicao
27, o =Yy em I, donde se obtém (4.8).

A propriedade das geodésicas traduzida na igualdade (4.8) chama-se ho-
mogeneidade. Dela se infere que o intervalo simétrico maximo de defini¢ao
de vy, (—€,¢€), serd tdo maior quanto menor for a norma de w. Em parti-
cular, tomando-se a norma de w suficientemente pequena, podemos supor
que € > 1, isto é, que 7,(1) estd bem definido.

Agora, devido ao teorema de diferenciabilidade do fluxo definido por
uma equacao diferencial ordindria, existem €, § > 0, tais que a aplicacio

p(t,w) =v(), [t <e fwl <4,

estd bem definida e é diferencidvel em (—e¢,€) x By, em que Bs denota a
bola de T,S com centro na origem e raio ¢. Isso significa que, para todo
w € By, a geodésica 7, estd definida em (—e,€). Logo, para quaisquer
wp € By e w= A\wg, em que 0 < A < min{l,¢e/2}, tem-se

|w]| = Al|wo|| < min{d, de/2}.

Além disso, por (4.8), temos que 7, estd definida em Iy = (—¢/\,e/A) D
(—2,2), em que a inclusdo decorre da escolha de A. Assim, para todo r > 0,
tal que r < min{d,de/2}, tem-se que a geodésica 7, estd definida em
(—2,2), qualquer que seja w € B, .

Dessas consideracoes, segue-se que a aplicagcdo exponencial de S em p,

exp,: B, — S
wo = (1)

)
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Figura 4.4: aplicacdo exponencial

estd bem definida e é diferencidavel em B, , pois ¢ ¢é diferenciavel e, para
todo w € B, , tem-se (Fig. 4.4)

expy(w) = (1) = p(w,1).

Quando, para todo p € S, a aplicagdo exponencial de S em p esta
definida em todo o plano tangente 71,5, diz-se que essa superficie é geodesi-
camente completa. Esse é o caso dos planos, das esferas e, mais geralmente,
de quaisquer superficies compactas de R3. Os graficos de funcdes diferen-
cidveis definidas no plano R? fornecem, igualmente, exemplos de superficies
geodesicamente completas. Nao é dificil ver, com base nesses exemplos, que
se S é uma superficie completa e p € S, entdo S — {p} ndo é completa
(daf a terminologia).

Proposigao 28 (APLICAGAO EXPONENCIAL COMO DIFEO LOCAL). Para cada
ponto p de uma superficie reqular S, existe r = r(p) > 0, tal que a aplicagao
exponencial exp, : B, — S € um difeomorfismo sobre sua imagem em S.

Demonstragio. Dado w € TS, seja o : (—¢,€) — T,S dada por a(t) = tw,
em que € > 0 é suficientemente pequeno, de tal maneira que expp(tw) esteja
bem definida para todo t € (—¢,€). Uma vez que «(0) =0 e /(0) = w,
temos que

d

d(expy)o(w) = %(expp oa)(t)|t=0 = %(expp(tw))’tzo = 2 (w(1))]e=0-
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No entanto, pela igualdade (4.8), Ju,(1) = Y4(t), donde

d
d(expp)o(w) = — (Yu(t))le=0 = w,
isto é, d(expp)o ¢ a aplicacdo identidade de 7,5, sendo, em particular,
um isomorfismo linear. O resultado segue-se, entao, do Teorema da Fungao
Inversa. [

Quando exp,, : B, — exp,(B;) C S ¢é um difeomorfismo, a imagem da
bola B, por exp,, expp(BT), é dita a bola geodésica de S com centro em
p eraio r, a qual denotaremos por B,(p). Analogamente, dado ¢ € (0,r),
chama-se circulo geodésico com centro em p e raio 4, a imagem do circulo
de T,S cujo centro é a origem e cujo raio é 0 (Fig. 4.5).

Dado ¢ € B,(p), a curva v :[0,1] — B.(p),

Y(t) = exp,(tw) = 7w (t), w = (exp,) " (q),

é dita a geodésica radial de p a ¢q (Fig. 4.5). Note que o traco de v é a
imagem, por exp,, do raio de B, de 0 a w. Além disso, designando-se por
L., o comprimento de 7y, tem-se

1 1
Ly= [ W@t = [ fwldt =], (4.9

Observagao 3 (BOLAS GEODESICAS COMO VIZINHANCAS PARAMETRIZADAS).
Dada uma superficie regular S, como consequéncia da Proposigdo 28, temos
que toda bola geodésica B,(p) C S é uma vizinhanga parametrizada de S.
Com efeito, sendo T,S um espago bidimensional, existe um isomorfismo
linear A : R*> — T,S. Fazendo-se U = A~ 1(B,) C R?, tem-se que U é
aberto e X = exp, |p, o A|y, por ser uma composigao de difeomorfismos, é
um difeomorfismo de U sobre B,(p). Logo, X é uma parametrizacao local
de S.

Um procedimento andlogo aquele adotado na observacgao acima, em que,
por meio da aplicagdo exponencial, introduzem-se coordenadas cartesianas
em S, podemos obter, igualmente, uma parametrizacdo local de S por
coordenadas polares. Para tanto, tomemos coordenadas polares (p, ), em
TS, com respeito a uma dada base ortonormal {w;,ws} de TS, isto é,
dado w € T,,S — {0}, ponhamos

o p=wl;
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7,8

Figura 4.5

Assim, podemos escrever
w = pw(f), w(@) = (cosB)wy + (senf)ws; .

Tomemos r > 0, tal que a aplicacio exponencial exp, : B, — §
seja um difeomorfismo sobre sua imagem, exp,(B;) C S. Fagamos, entdo,
U= (0,r) x (0,27) C R? e definamos a aplicacio

X : U — S
(p,0) — exp,(pw(0))

a qual, por ser uma composicdao de difeomorfismos, é um difeomorfismo de
U sobre a sua imagem em S, X(U). Logo, a aplicagdo X constitui uma
parametrizagdo local de S, dita por coordenadas polares.

Note que a parametrizagdo X cobre a bola geodésica B, (p) a menos do
traco da geodésica radial () = exp,(tw1),t € [0,7). Além disso, suas
curvas-coordenada 6 = cte sdo geodésicas radiais, enquanto as curvas-
coordenada p = cte sdo circulos geodésicos (menos um ponto).

(4.10)

Lema de Gauss. Dada uma superficie reqular S, os coeficientes E e F
da primeira forma fundamental da parametrizacdo local de S, definida em
(4.10), sao tais que, para todo (p,0) € U,

E(p,6)=1 e F(p,0)=0.
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Demonstragdo. Pela definicdo de aplicacdo exponencial e pela homogenei-
dade das geodésicas, temos que

X(p,0) = Ypw(e)(1) = Yuio) (p)-
Logo, X,(p,0) = 7&(9) (p). Segue-se, entao, da Proposi¢ao 23, que

E(p,0) = [ X,(0,0)II” = Loy (0)II* = lw(®)II> =1 ¥(p,6) € U.
Em particular, temos que

0

<Xp7 XP> = 2<Xp0 ) Xp>a

donde
F, = <pr7X9> + <Xp ) Xp9> = <7Z(9) (p),Xg) =0,

pois %,:(9) (p) é ortogonal a T'x(,)S. Assim, F' é constante com respeito a
varidvel p. Logo, podemos escrever F(p,0) = F(0).
Observemos, agora, que

Xy (p¢ 9) = d(expp)(pw(ﬁ)) (p w/(e))

e que essa aplicagdo estd bem definida em (p,f) quando p = 0. Mais
especificamente, X4(0,0) = 0. Vale o mesmo para a aplicacdo X,, para a
qual se tem X,(0,0) = ’YL(@)(O) = w(f). Posto que X, e Xy sdo continuas,
segue-se que lim, 0 X,(p,0) = w(f) e lim, 0 Xg(p,0) = 0. Dessa forma,
para todo (p,0) € U, tem-se

concluindo, assim, a demonstragao. ]

Dada uma bola geodésica B, (p) C S, tomemos wy € B, — {0} C T),S
e uma base ortonormal {wi,wz} de TS, tais que wy néo seja paralelo a
wi. Nesse caso, considerando-se em 7,S coordenadas polares (p,f) com
respeito a essa base, existem pg € (0,7) e 6y € (0,27), tais que wy =
pow(0y). Tomando-se, entdo, a parametrizacao local X definida em (4.10),
tem-se, para todo (p,0) € U,

Xp(p,0) = d(expp) (puw(oy(@(®) e Xo(p,0) = d(exp,)(,u(e) (pw'(9)).

Considerando-se essas igualdades em (pg,fy), observando-se que w'(f) é
ortogonal a w(#) e levando-se em conta o Lema de Gauss, conclui-se que

[ (dexp,)w,w|| = |lw|| quando w é paralelo a wy.
(4.11)
((dexpy,)wowo, (dexp,)w,w) = 0 quando w é ortogonal a wy .

Em suma, a aplicagdo exponencial exp,, : B, — exp,(B;) C S tem as
seguintes propriedades (Fig. 4.5 — pag. 109):
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e Dado p < r, a imagem de um raio o de B, ¢ uma geodésica radial
7 cujo comprimento é igual ao de «, isto é, exp, € uma isometria
radial;

e Os raios geodésicos que partem de p intersectam ortogonalmente os
circulos geodésicos com centro em p.

Observagao 4 (CAMPO TANGENTE UNITARIO E DIFERENCIAVEL). Consideran-
do-se ainda o Lema de Gauss e a parametrizagdo por coordenadas polares
(4.10), chamamos a atencao para o fato de que, fazendo-se V = X (U), a
aplicacao
C: V — R3
q — Xp(Xil(Q))

define um campo tangente unitario e diferenciavel no aberto V C S.

Proposigao 29 (GEODESICAS SAO LOCALMENTE MINIMIZANTES). Sejam By (p)
uma bola geodésica de uma superficie reqular S e ~y : [a,b] — B,(p) a ge-
odésica radial de p a q € By(p) — {p}. Entao, para toda curva regular
o :la,b] = B,(p) que cumpre o(a) =p, o(b) =q, tem-se

L,>L,,
em que a igualdade ocorre se, e somente se, o = .
Demonstragdo. Observemos, inicialmente, que se o conjunto
A= {te(ab);olt) = p}

nao for vazio, podemos restringir nossas consideragoes a curva U|[t07b], em
que tg = sup A. Logo, podemos supor, sem perda de generalidade, que, para
todo t € (a,b], o(t) # p. Posto isso, consideremos « : [a,b] — T},S, tal que

a(t) = (expp)_l(a(t)), t € [a,b].
Assim, « é uma curva regular que cumpre (Fig. 4.6):
e afa) =0;
o at) #0Vt € (a,b];

o [la(®)] = ll(exp,) (@) = Ly (vide (4.9)).

Para cada t € (a,b], tomemos um vetor unitario a*(¢), o qual é orto-
gonal a «a(t). Nesse caso, para todo tal ¢, vale a igualdade

A <O/(t),a(t)>a o (H). at (1) ot
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Figura 4.6

Agora, uma vez que o(t) = exp,(«a(t)), temos, para todo t € (a,b], que

o'(t) = d(expp)a( @' (t)

= Wd(expp)a(t)a(t) + (' (t), o (1)) d(expy)apy o (¢).

Dai e das igualdades (4.11), segue-se que

o (1), a(t))?
o' (o)) = {XE Oy, ok () Pld(expy)aar ()1

lee(2) 2
(o(t), a(t))®
= Tl
isto é,
o = @O0 (@ 0,00) _d .
llo’(t)]| > e 2 Ta@l - dt” ()] vt € (a,b]. (4.12)
Logo,

b b
Lo = [l @l > [ el = a@®)] - @] = L,.

Além disso, L, = L~ se, e somente se, ocorre a igualdade em (4.12), a
qual, por sua vez, ocorre se, e somente se, «'(t) é paralelo a a(t) para todo
t € (a,b]. Essa ultima condi¢do, no entanto, equivale a de « ser o raio de
B, de 0 a a(b), isto é, a de o ser a geodésica radial ~. O
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Proposigao 30 (CURVAS MINIMIZANTES SAO GEODESICAS). Sejam S uma su-
perficie reqular orientdvel e ~y : [a,b] — S uma curva regular de S. Entao,
v € uma geodésica de S se tiver a sequinte propriedade: Para quaisquer
to < t1 € [a,b], V|, tem comprimento minimo dentre todas as curvas
requlares de S que ligam ~y(to) a (t1).

Demonstragdo. Consideremos o conjunto
A ={t €a,b];7|q,y ¢ uma geodésica}

e provemo-lo ser aberto e fechado em [a,b]. Feito isso, uma vez que A # ()
(pois a € A), o resultado se seguird da conexidade de [a, b].

Tomemos, pois, uma sequéncia (t,) em A, tal que ¢, — t. Se t = a
ou t <t, para algum n € N, tem-se, claramente, que t € A. Suponhamos,
entdo, que a < t, < tVn € N. Dado t' € (a,t), existe ng € N, tal que
t' < tny, donde t' € A. Logo, V|jas ¢é uma geodésica de S. Além disso,
tomando-se uma orientacdo N, de S, segue-se da Proposicdo 24 que

(Y'(tn) , (N o)(tn) AY'(tn)) = 0 ¥n € N.

Passando-se ao limite com n — +o00, obtém-se (v"(t), (Nov)(t)Avy'(t)) =0,
donde se infere que 7|[a7ﬂ é uma geodésica de S, isto é, que t € A. Logo,
A é fechado em [a, b].

v(a)

Figura 4.7

Suponhamos agora que A 3ty < b e tomemos r > 0, tal que B,.(v(to))
seja uma bola geodésica de S com centro em ~(tg). Entao, para t; > tg
suficientemente pequeno, (t1) € B,(y(tp)) (Fig. 4.7). Uma vez que, por
hipdtese, ’Y‘[to,tl] tem comprimento minimo, segue-se da Proposicao 29 que
essa restrigdo de ~y coincide com a geodésica radial de ~y(ty) a y(t1), donde
se infere que fy][a’tﬂ é uma geodésica. Em particular, [a,¢1) é um aberto de
[a,b] que contém t e estd contido em A, donde A é aberto em [a,b]. [

4.4 O Teorema FElegantissimum de Gauss

O teorema que intitula esta se¢do remonta a dois resultados classicos da
geometria elementar, a saber:
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e A soma dos angulos internos de um triangulo plano é igual a 7 ;

e A soma dos angulos internos de um tridangulo de S2, cujos lados sdo
arcos de grande circulo, é maior que m, sendo a area do triangulo igual
a diferenca entre a soma de seus angulos e 7.

Do ponto de vista da Geometria Diferencial, esses fatos levantam a ques-
tdo da existéncia de uma “férmula” para a soma Y #; dos dngulos de um
“tridngulo geodésico” A de uma superficie regular S. Gauss, entdo, a res-
ponde afirmativamente estabelecendo a, segundo o préprio, elegantissima

igualdade
/K:ZQZ-—W. (4.13)
A

A integral no primeiro membro, ou, mais geralmente, a integral de uma
fungdo continua e limitada f definida num conjunto J-mensuravel R C 5,
define-se como

/ f= / (f o X)|| Xu A Xy || dudv, (4.14)
R X-1(R)

quando R estd contido numa vizinhanga parametrizada X (U). No caso
geral, toma-se uma J-decomposi¢do R = UR; e define-se

/Rf_zi:/mf. (4.15)

Uma discussao analoga aquela feita quando da introducdo do conceito
de area, no Capitulo 3, justifica as igualdades (4.14) e (4.15) e mostra que
as mesmas independem da parametrizagdo e da J-decomposicao, respecti-
vamente.

Observe-se que, quando S é um plano ou a esfera S?, tem-se K = 0,
no primeiro caso, e K = 1, no segundo. Nesses casos, portanto, a igualdade
(4.13) reduz-se a > 0, =7 e > 0; = m+ u(A), respectivamente. Assim,
a férmula de Gauss generaliza, amplamente, os resultados classicos citados
acima.

A fim de estabelecer apropriadamente a igualdade (4.13), discutiremos,
no que se segue, alguns conceitos e resultados acerca de triangulos geodé-
sicos, bem como sobre campos tangentes e suas relagbes com a curvatura
gaussiana.

Um triangulo geodésico numa superficie regular S é um subconjunto A
de S, o qual é homeomorfo a uma bola fechada de R? e cujo bordo, A,
é o traco de uma curva continua v : I C R — S, a qual tem as seguintes
propriedades:

o [ =[ag,a1]Ulay,as] Ulag,as], ay < a; < az < ag € R;

e Y(ao) =v(a3) e Va9, ay) € injetiva;
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e Para cada ¢ =1,2,3, v = 7\(ai71,ai) é uma geodésica de S, a qual
admite uma extensao a um intervalo (a;—1 — €;, a; + €¢;), ¢, > 0 (de
modo que v/(ai—1) e 7i(a;) estdo bem definidos).

Cada um dos pontos p; = y(a;—1) é dito um vértice de A. Os tragos das
geodésicas v1,7v2 e 73 sdao chamados de lados de A, e sdo denotados, res-
pectivamente, por pips, paps € psp1. Os dngulos de A nos vértices p1, po
e p3, 0s quais denotam-se, respectivamente, por pi, ps e p3, definem-se
por

—

e p1 = <1(71(a0), —3(as));

—~

o p2 = <I(3(a1), —vi(a1));
o p3 = <I(y3(a2), —5(az)) -

Finalmente, diz-se que A é positivamente orientado relativamente a uma
orientagdo N, de S, quando, para todo i =1,2,3 e todo s € (a;—1,a;), 0
vetor w;(s) = N(vi(s)) Avi(s) (de T,,)S) “aponta para A”, isto é, para
t > 0 suficientemente pequeno, exp., s (twi(s)) € A (Fig. 4.8).

Figura 4.8: tridngulo geodésico positivamente orientado

Sejam S uma superficie regular orientdvel e V = X(U) C S uma
vizinhanca parametrizada de S. Tomemos em V o campo normal unitario

Xu N Xy

NoX = _—ul2v
[ Xu A Xo|

e suponhamos que, em V| estejam definidos campos tangentes unitarios e
diferencidveis, (, n, tais que, para todo p € V, o triedro {{(p),n(p), N(p)}
seja uma uma base ortonormal de R3 positivamente orientada, isto é,

N(p) = C(p) An(p).
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Por abuso de notagdo, designaremos por ((u,v), n(u,v) e N(u,v) as
respectivas compostas de (, n e N com a parametrizacdo X, isto é,

C(u,v) = (X (u,v)),  nu,v) =n(X(uw,v)) e N(u,v) =N(X(u,v)).
Derivando-se, entdo, com respeito a u e a v, cada uma das igualdades

(€O =Mmm=1 e ((m=0,
obtém-se
i) (¢, Cu) = (¢, Co) = (m,mu) = (,7m0) = 0;
i) (Cusm) == C);
iii) (G m) = —(m,C)-

Dessa forma, em cada ponto p = X (u,v), em coordenadas com respeito
a base {((p),n(p), N(p)}, os vetores Cy, Cy, Nu, My €SCrevem-se como

Cu = ain + bN
Cv = azn  + bQN
Ny = —a1§ + aN
ny = —a( + N
Verifiquemos, entao, que
(s o) = (o) = (K 0 X)|| X A X, (4.16)

Com efeito, conforme constatamos anteriormente (igualdade (3.12)), tem-se
Ny AN, = (K 0 X)| Xy A X,||N. Logo,

(K o X)|| Xy A Xyl| = (Ny ANy, N) = (Ny A Ny, ¢ Amp)
= (Nu, O){Nu, m) — (Nu, n){(No, €)
= (N, Cu) (N, 7w) — (N, 7u) (N, Co)
= bico — c1b2
=

Cus 77v> - <<v7 77u>‘

Verifiquemos agora que, se ( e 7 sdo como acima, relativamente aos
sistemas de coordenadas definidos por esses campos nos planos tangentes
de S, existe, para toda geodésica v de S, uma funcao-angulo diferencidvel
para 7/, a qual é tinica, a menos de uma constante. Mais precisamente, vale
o resultado seguinte™").

(iv) Compare com a Proposigao 1.
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Proposigao 31 (EXISTENCIA DE FUNQAO-ANGULO DIFERENCIAVEL). Sejam S
uma superficie reqular orientada, v : I —V C S uma geodésica (parametri-
zada por comprimento de arco) de S e (,n:V — R® campos diferencidveis
tangentes a S, tais que, para cada p € V, {((p),n(p), N(p)} €é uma base
ortonormal e positivamente orientada de T,S. Nessas condicoes, existe uma
funcao diferencidvel, 0 : 1 — R, tal que

7' () = cos0(s)((s) +senB(s)n(s) Vs € I, (4.17)

em que, por abuso de notagao, escrevemos ((s) = ((v(s)) e n(s) =n(v(s)).
Ademais, toda fungao diferencidvel 0 que satisfaz a igualdade (4.17) cumpre

0'=(¢.n'). (4.18)

Demonstragdo. Suponhamos, inicialmente, a existéncia da funcao diferen-
cidvel 6 que satisfaz (4.17). Nesse caso, tem-se,

7" =0'(cosfn —senf ) +cosO¢ +senfn . (4.19)
Do fato de ~ ser uma geodésica, temos também que
(Y AN,¥"y=0. (4.20)
Combinando-se, entao, (4.17), (4.19) e (4.20), e levando-se em conta que

¢y =mn)y=0 e (Cn)=-0),

obtém-se facilmente a igualdade (4.18).
Provemos agora a existéncia de 0. Para tanto, motivados pelas conside-
racoes do paragrafo anterior, tomemos sg € I e escrevamos

Os) = [ (Clu)or/(w)du-+ 6y, s 1.

50

em que fy € R é tal que +/(sg) = (cosbp)((s0) + (senby)n(sp). Temos que
0 é diferenciavel. Portanto, a curva

o(s) = /S(cos O(u)C(u) + sen(u)n(u))du + v(so), s € I,

S0

é diferenciavel e cumpre o(sg) = v(sp). Além disso, tem-se

o 0/ =cosO( +senfn;

e 0’ =0 (cosn—senf() +cosf( +senfn .
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Um céalculo direto, entao, nos da
(' AN,o") = {¢,n) — 0 =0,

donde se infere que o é uma geodésica. Porém, o(sg) = v(so) e o'(s0) =
v'(s0). Logo, o =~. Portanto, para todo s € I, tem-se

7/ (s) = o/ (s) = cos B(s)C(s) + sen B(s)r(s),
como desejavamos provar. O

Provaremos o Teorema FElegantissimum de Gauss para um certo tipo
especial de tridngulo, o qual chamaremos ideal. Tais tridngulos sao suficien-
temente pequenos, de modo que seu comportamento, em muitos aspectos,
assemelha-se aquele dos tridangulos da geometria plana elementar, conforme
ilustrado nos lemas 2 e 3.

Defini¢do 18 (TRIANGULO GEODESICO IDEAL). Diz-se que um tridngulo geo-
désico de uma superficie regular S é ideal, quando esta contido na intersegao
de bolas geodésicas com centros em seus vértices.

Segue-se das consideragoes da Observacao 3 que, por estar contido numa
bola geodésica, todo tridngulo geodésico ideal A C S estd contido numa
vizinhanga parametrizada X (U) C S. Em particular, A é J-mensurével,
pois, nessas condigdes, X 1(A) C U é homeomorfo a uma bola aberta de
R?, a qual é J-mensurével.

Lema 2. Sejam A um triangulo geodésico ideal de uma superficie reqular
S, e p um vértice de A. Entdo, para todo ponto q do lado de A oposto a
p, existe uma geodésica radial de p a q, a qual estd contida em A.

Demonstragao. Seja v : [a,b] — S a geodésica de S correspondente ao lado
de A o qual é oposto a p. Tomemos uma parametrizacao local de S por
coordenadas polares, X : U C R? = S,

X(p,0) = expy(pw()),

e suponhamos, sem perda de generalidade, que A — {p} C X(U). Conside-
remos, em U, a curva a(s) = (p(s),0(s)) = X 1(y(s)), isto é,

v(s) = X(p(s),0(s))-

Tem-se, entdo, para todo s € (a,b), que

7'(s) = p'(s)Xp(uls), v(s)) + 0'(s) Xo(u(s), v(s))- (4.21)

Lembrando que X,(u(s),v(s)) ¢, no ponto v(s), o vetor velocidade da
geodésica radial que une p a 7(s), e que geodésicas intersectam-se trans-
versalmente, segue-se da igualdade (4.21) que €'(s) # 0Vs € (a,b). Dessa
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N / p

)

6(a)

p(b) p(a)

Figura 4.9

forma, o vetor velocidade de a nunca é horizontal e, portanto, o seu trago
é o grafico de uma funcdo p = p(f) definida no intervalo [0(a),0(b)] (Fig.
4.9).

Segue-se dessas consideracdes que X !(A) é a regido de U delimitada
pelo intervalo [6(a),8(b)] (contido no eixo ), pelo grafico da fungao p(6) e
pelas curvas horizontais 0(s) = 0(a), 6(s) = 0(b), s € [a,b]. Logo, para todo
g ="(s0), so € [a,b], existe Oy entre O(a) e O(b), tal que ¢ = X (p(6p), o).
Além disso, para todo p € [0,p(6p)], tem-se (p,0) € X 1(A), donde se
infere que a geodésica radial

p— X(p,00), 0<p < p(bo),
que une p a y(sp) = g, estd contida em A. O

Observemos que, nas condigoes do Lema 2, a geodésica o de p a g,
a qual estd contida em A, o decompoe em dois tridngulos geodésicos cuja
intersecao é o. Logo, essa decomposi¢ao constitui uma J-decomposigdo de

A.

Lema 3. Seja A um triangulo geodésico ideal de uma superficie reqular S,
cujos vértices sio p1, p2 e ps. Suponha que (qn)nen S€ja uma sequéncia
sobre o lado p1ps3, tal que g, — p1. Entdo, denotando-se por A, C A o
triangulo geodésico de vértices p1, p2 € Gn, tem-sel¥)

1) pl@‘]n —0 5

ii) pagnps — D1 ;

()Note que a existéncia de A, é assegurada pelo Lema 2.
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i) pu(An) — 0.

P1 = Yug (to)

Figura 4.10

Demonstragdo. Conforme discutimos anteriormente, denotando-se por -,
a geodésica de S que parte de ps com velocidade w € T,,S, tem-se que
existem €, 0 > 0, tais que a aplicacao

p(t,w) = v(), [t <e fwl <4,

estd bem definida e é diferenciavel em (—e,e) x Bs, em que B denota a
bola de T,,S com centro na origem e raio 0. Por hipétese, A estd contido
numa bola geodésica de S com centro em po. Logo, para cada n € N,
existem t, € (—¢,€) e w, € Bs, tais que (Fig. 4.10)

qn = Ywn, (tn) = (P(tn s wn)

Uma vez que (t,) e (w,) sdo sequéncias limitadas, podemos supor que
tn = to €R e w, = wo € T}, S. Dai e da continuidade de ¢, segue-se que

Yy (to) = (o, wo) = nh_%lo O(tn, wn) = nh_{go n = D1 -
Em particular, p1p2g, = <(wo,w,). Assim,
Jim p1pagn = lim <t(wo, wn) = <(wo, wo) = 0,

o que prova (i).
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Observemos agora que, para cada n € N, tem-se v, (t) = exp,, (twn),
t € (—¢,€). Logo, v, (tn) = d(expy, )t w,)Wn , donde
nh_>rgo 71/11” (tn) = d(exppg)(to’wo)wo = ’7’:1)0 (to)
Designando-se, entdo, por v: I C R — S, ~(0) = p1, a geodésica de S
de p1 a p3, tem-se que ¢, = Y(sn), Sn € I, s, — 0. Além disso, vale a
igualdade p2@np3 = <U(—7,,, (tn),7 (sn)). Dessa forma,

i poGaps = (7, (o), 7'(0)) = B

o que prova (ii).
A fim de provarmos (iii), consideremos, para cada n € N, o compacto

Q= eXp;QI(An) - szs,

o qual, claramente, é limitado pela curva C, = exp;; (p1gqn) e os raios que
contém wy e w, (Fig4.10). Designando-se, entéo, por 6, o angulo p1p2q,
e tomando-se o ponto a, € Cy, tal que ||a,| = maxyec, ||w|, tem-se que
2, esta contido no setor circular ©,, de T},,5, cujo angulo é 6, e cujo raio
é |lan||. Em particular,

_ Onllan||
- )

() < 1(Or) 9

o que nos da lim, o u(2,) = 0, j& que a sequéncia (a,), claramente, é
limitada.

Por fim, tomando-se um parametrizacao local X : U C R? — S, tal que
A C X(U), e escrevendo-se ¢ = supq || X, A Xy, tem-se

p(A) = [ 1% A X ldudv < (sup X0 A Xul)a(S20) < eu(S0),

donde T}Lngo u(Ay) =0. O

Teorema FElegantissimum de Gauss. Para todo tridngulo geodésico ideal
A de uma superficie reqular orientdvel S, wvale a igualdade

AK=@+@+@—m

em que K € a curvatura gaussiana de S e pi1, pa € ps sdo os vértices de

A.

Demonstracdo. Tomemos um ponto ¢ no interior do lado pips de A e
denotemos por A’ C A o tridngulo geodésico cujos vértices sao q, pa e p3.
Consideremos, entao, uma parametrizagao v: I C R — S de 94/, tal que:
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o [ =Jap,a1]U a1, az] Ulaz,as];

e y(ao) =v(a3) = q, vy(a1) = p2, Y(az) = p3;

e Cada geodésica v; = 7‘(a¢71,ai) ¢é parametrizada por comprimento de
arco.

Tomando-se um sistema de coordenadas polares conveniente em 7, S,
podemos supor que A’ estd contido num aberto V C S, no qual estéd defi-
nido um campo tangente unitério e diferencidvel, ¢, formado pelos vetores
velocidade dos raios geodésicos que partem de p; (vide Observacao 4).

Considerando-se, entdo, um campo normal N, em S, tem-se que

n=NA(

é um campo tangente unitario e diferencidvel em V, tal que, para todo
p eV, {¢(p),n(p), N(p)} constitui uma base de R3, a qual é ortonormal e
positivamente orientada. Suporemos, também, que o campo N foi escolhido
de modo que, relativamente ao mesmo, A’ é positivamente orientado (Fig.
4.11).

3 D3

71 Y2

D1
P2

Figura 4.11

Note que, nesse caso, uma vez que ( “aponta para dentro” de A’ ao
longo de 71, “aponta para fora” de A’ ao longo de 9 e é tangente a 3
ao longo de 73, tem-se

i) (¢, NA~1) >0 em (ag,a1);
ii) (¢, NAv3) <0 em (ar,as);
iii) (¢, NA~5) =0 em (ag,as).

Pela Proposicdo 31, para cada ¢ = 1,2,3, existe uma funcido-angulo
diferencidvel, 0; = 6;(s) € [0,2n), tal que

vi(s) = cos B;(s)((s) + sen b;(s)n(s) Vs € (a;_1,a;).
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Escrevendo-se 61(ag) = lims_,q, 01(s) e denotando-se por ¢ o dngulo de A’
no vértice ¢, tem-se cosq = (((ap),v1(ag)) = cosbq(ag). Além disso, pela
propriedade (i), acima,

sen 61 (ap) = (71 (ao),n(ao)) = (71 (ao), N(ao) A ((ap))
= —(C(a0), N(ag) A~ (ag)) <

donde sen6;(ag) = —sengq, pois seng > 0. Logo, cosbi(ag) = cosq =
cos(2m — q) e senbq(ap) = —senq = sen (27 — @), ou seja,

01(ao) =27 — q.

Procedendo-se de forma andloga, obtém-se as igualdades exibidas na
Tabela 4.1. Assim, escrevendo-se ¥ar = >;(0;(a;) — 0;(a;—1)), tem-se

61(ap) =27 —q | 01(a1) =27 — p1P2g

02(a1) =1 —p2 2(az2) = p3
Os(ag) =7 Os(as) =
Tabela 4.1
YA =G+ D2+ D3 — T — p1Pag. (4.22)

Porém, pelo Lema 3,
li p2q =0;
b qg"gl p1p2gq ;

e lim qg=Dp1.

q—p1
Dai, tomando-se, em (4.22), o limite com ¢ — p;, obtém-se

qlig)ll EA/ p1+p2+p3—7. (4.23)

Resta-nos, pois, mostrar que o limite na igualdade (4.23) é igual a [, K

Para tanto, tomemos uma parametrizacio local de S, X : U C R? = S, tal

que A C X(U) e NoX coincida com X, A X, /|| Xy A Xy|| em U. Fazendo-
se, entdo, 2 = X !(A’) e considerando-se a igualdade (4.16), tem-se que

/A/K:/QKHXU/\XUH dudv = /Q(<<u,nv> — (Cor 1)) duc.
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Uma vez que 7yy = Ny , SEgUe-se que <C> 77@>u - <<> 77u>v = <C’u; 77’U> - <Cv7 77u>7

donde

5 = [ (b = (6 )dud (124

Agora, observando-se que a aplicacao

s o X7 (y(s)) = (u(s), v(s)), s € I,

é uma parametrizagdo de 0f), e escrevendo-se
() = C(u(s),v(s)) e nls) =nlu(s),v(s)),
tem-se (C,n') = (¢, u'n, +v'ny), isto é,
<<7 7)’) = ’LL/<C:, 7]u> + 'U,<<7 77v>' (4'25)

Dessa forma, pondo-se P = ((,n,) € @Q = ((,n,), segue-se de (4.24) e
do Teorema de Green ") que

L (€ma = (Comao)dude = [ (ui6ma) +'iCom)ds = [ (6.

Dai, de (4.24) e da Proposigao 31, obtém-se

/, K= /I<C,n’)ds = Zi:/:; 0 ds = 23:(9(6%) —0(ai-1)),

=1
isto é,
K =%nar. (4.26)
A/

Agora, designando-se por A” C A o tridngulo de vértices p1, p2 e q,
tem-se [\ K = [, K + [y, K. Entretanto, pelo Lema 3, a drea de A"
converge para zero quando g — p; . Logo,

lim/ K:/ K.
q—p1 / A

Dessa forma, tomando-se em (4.26) o limite quando ¢ — p; e considerando-
se (4.23), obtém-se finalmente

AK=ﬁ+@+@—m

como desejavamos provar. O

(i)

Teorema de Green. Sejam P = P(u,v) e Q = Q(u,v) fungdes diferen-

cidveis definidas numa regido Q de R? cujo bordo, 0, é formado por uma

curva simples (isto é, sem auto-intersegoes), fechada e diferencidvel por partes.

Entio, se s — (u(s),v(s)), s € I CR, é uma parametrizacio de 0, tem-se
2Q oP _ du dv

Jo (52 = 57) dudv = [, (P2 + Q) ds.
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4.5 O Teorema Egregium de Gauss

A curvatura de curvas planas, como pode-se constatar facilmente, nao é,
em geral, invariante por isometrias locais. A partir desse fato, espera-se que
valha o mesmo para a curvatura gaussiana, uma vez que a mesma expressa-se
como o produto de duas curvaturas de curvas planas. O Teorema FEgregium
de Gauss, surpreendentemente, desatesta essa expectativa e justifica, entao,
a sua designacgao, conforme discutimos a introducio do capitulo.

Teorema Egregium de Gauss. A curvatura gaussiana é invariante por
isometrias locais.

Demonstragdo. Sejam S uma superficie regular e p € S. Para cada n € N,
tomemos 7, > 0 suficientemente pequeno, de tal modo que B, (p) seja
uma bola geodésica que contém um triangulo geodésico ideal A, , o qual
contém p em seu interior"). Suponhamos, ainda, que a sequéncia (7, )nen
seja decrescente e convirja para 0. Designando-se, entdo, por 3, a soma
dos angulos de A, , segue-se do Teorema Flegantissimum de Gauss que

K=%,—m. (4.27)
Ap

Agora, pelo Teorema do Valor Médio para Integrais, para cada n € N,
existe um ponto p,, , interior ao tridngulo A, , para o qual tem-se

[, K= K@nu(a) (4.28)

Uma vez que {p} =2 Ay, segue-se que p, — p. Combinando-se, entao,
as igualdades (4.27) e (4.28) e tomando-se o limite quando n — oo, obtém-se

X —
K(p) = lim .

O resultado segue-se da observacdo de que o segundo membro dessa tltima
igualdade depende apenas da geometria intrinseca a superficie S, isto é, de
sua primeira forma fundamental, sendo, portanto, invariante por isometrias
locais. O

Uma primeira consequéncia do Teorema FEgregium de Gauss é a de que
a curvatura gaussiana distingue superficies regulares no que diz respeito
a existéncia de isometrias locais entre as mesmas. Podemos afirmar, por
exemplo, que ndo existe uma isometria local entre um plano e uma esfera,
j& que as respectivas curvaturas gaussianas dessas superficies sdo constantes
e distintas uma da outra.

(Vi) Para uma demonstragao da existéncia de um tal tridngulo geodésico, vide Apéndice
A8.2 de [1].
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Uma demonstragao direta e puramente analitica do Teorema FEgregium
pode ser feita expressando a curvatura gaussiana como funcdo dos coefici-
entes da primeira forma fundamental de uma parametrizagdo local. Dali,
considerando-se a Proposicao 22, conclui-se que a curvatura gaussiana é
invariante por isometrias locais.

Obtenhamos, através da igualdade (4.16), essa expressao da curvatura
gaussiana para o caso particular de uma parametrizacio X : U C R? —
S por coordenadas polares. Pondo-se A(p,0) = 1/v/G(p,0), tem-se, pelo
Lema de Gauss, que, em X (U), os campos

C = Xp e n= )\Xg
sdo tangentes, unitarios e ortogonais entre si. Segue-se, entao, de (4.16) que
VG(E 0 X) = (Cpu110) = (Cos11p)-

Agora, conforme constatamos na demonstragdo do Lema de Gauss e no
Exercicio 8, respectivamente, valem as igualdades

o (Xpp,Xp)=0;

o (Xp0, Xp0) = (Xpp, Xpg) = %
Assim, uma vez que

* Cp=Xpp € Go=Xpp;

o 0 =X\Xo+ XXy € 19 = X Xp + AXog,
conclui-se que

\/E(K o X) = A(<pr7X99> - <Xp9’Xp >) - >‘p<Xp9 >X9>

1
Observemos agora que A\, = —2% - Logo,

(m)pp - % (f/pé - 2%%) N %()‘GPP +ApGp).

Combinando-se, entdo, essa ultima igualdade com (4.29), obtém-se final-

mente
aors
VG

Convém mencionar que, de modo geral, ndo vale a reciproca do Teorema
Egregium de Gauss, pois existem aplicacOes entre superficies, as quais nao

KoX=-— (4.30)
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sao isometrias locais e que preservam curvatura gaussiana("'m). Entretanto,
no caso particular em que as superficies em questdao tém curvaturas gaussi-
anas constantes e iguais, tem-se que as mesmas sdo localmente isométricas,
isto é, para todo ponto em uma dessas superficies, existe um aberto que o
contém, o qual é isométrico a um aberto da outra superficie.

Esse resultado é conhecido como Teorema de Minding, em consideracao
ao matematico russo-germanico Ferdinand Minding (1806 — 1885), que o es-
tabeleceu. Sua demonstracao consiste em considerar, nessas superficies, pa-
rametrizacoes locais por coordenadas polares, cujos coeficientes da primeira
forma fundamental coincidem e, entdo, aplicar o resultado do Exercicio 3.

Observando-se que, em quaisquer dessas parametrizacoes, os coeficientes
E e F sao constantes e iguais a 1 e 0, respectivamente, serd suficiente
verificar que os coeficientes G das mesmas sdo iguais, o que se concluiréd a
partir do fato de que esses satisfazem a igualdade (4.30).

A fim de sermos mais precisos, consideremos superficies regulares Si
e S9, cujas curvaturas gaussianas sao constantes e iguais a K. Tomemos
pontos p; € S1, p2 € S2, e fixemos bases ortonormais {v;, w1} C 7,51 e
{va, w2} C T}, S>. Para cada i = 1,2, considere, entdo, a parametrizacao
local por coordenadas polares com relagdo a {v;,w;}, X;:U — S;, isto é,

Xi(p,0) = exp,, (pwi(0)), wi(f) = (cos)v; + (sen O)w;,

em que U = (0,7) x (0,27) e r > 0 é tomado de tal modo que a aplicagdo
expy, : By C Ty, 8; — Br(pi) C S; seja um difeomorfismo.

Pelo Lema de Gauss, os coeficientes da primeira forma fundamental de
X;sdo E; =1, F; =0 ¢ G; = ((X4)o,(Xi)p). Dessa forma, pelo resultado
do Exercicio 3, o difeomorfismo

Xo0 X1 X1 (U) € 81 — Xo(U) C Sy

serd uma isometria, se G; = G2. No entanto, por (4.30), VG1 e v/G2 sdo,
ambas, solugbes da equacgao diferencial parcial de segunda ordem

App T EKX=0, A= X\(p,0), (p,0) €U,

a qual, nesse contexto, tem solucdo tnica. Mais especificamente, verifica-se
que(ix):

i )‘(p79):p7 se K =0;

° A(p,H):ﬁsen(\/?p), se K >0;

e \(p,0) = \/istenh(\/—Kp), se K <0.

(Viii)Vide Exercicio 11.
() vide [2] — Cap. 4.
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Logo, G1 = G2 e, portanto, f é uma isometria local.

Uma vez que, claramente, toda superficie regular admite um atlas de
parametrizagoes por coordenadas polares, segue-se o resultado desejado, o
qual enunciamos.

Teorema de Minding. Sdo localmente isométricas quaisquer duas super-
ficies regulares orientdveis, cujas curvaturas gaussianas sdo constantes e
1quats.

4.6 O Teorema de Gauss—Bonnet

Nesta secdo, a qual encerra nosso texto, langaremos mao do Teorema
Elegantissimum de Gauss para obter um dos mais belos e significativos re-
sultados da Geometria Diferencial, o Teorema de Gauss—Bonnet, segundo
o qual, a curvatura total de uma superficie regular compacta™ S é um
invariante topoldgico. Mais precisamente, vale a igualdade

/SK = 27x(9),

em que x(5) é a caracteristica de Euler de S.

A caracteristica de Euler é um conceito topologico introduzido a partir
de uma curiosa propriedade das superficies compactas, a qual estd associada
ao conceito de triangulacdo. Por tridngulo de uma superficie regular S, aqui,
entenda-se um subconjunto A, de S, o qual é homeomorfo a um triangulo
A’ do plano R2. Os vértices e lados de A sdo, por definicdo, as respectivas
imagens dos vértices e lados de A’ por esse homeomorfismo.

Define-se, entdao, uma triangulacio de uma superficie compacta S como
uma familia finita T = {A;}1<i<p, de tridngulos de S, tal que

[ ] UAz:S7

e Sei#je A;NA; #0, enthio A; N A; é um vértice ou um lado
comum a A; e Aj.

No que diz respeito a triangulagées de uma superficie regular compacta
S, o fato notavel é que, denotando-se o nimero total de vértices, lados e
triangulos (faces) de uma triangulacdo T de S por V, L e F, respectiva-
mente, a quantidade V — L + F independe de T, sendo, dessa forma, um
nimero caracteristico de S. Esse nimero é denotado por x(S) e é denomi-
nado caracteristica de Fuler de S, isto é,

X(S)=V-—L+F

®)Todas as superficies compactas aqui consideradas serdo, implicitamente, conexas.
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E imediato que a caracteristica de Euler é invariante por homeomorfis-
mos e constitui, dessa forma, um conceito topoldgico. Além disso, as super-
ficies compactas regulares sdo topologicamente classificadas através desse
invariante, isto é, duas superficies requlares compactas sdo homeomorfas se,
e somente se, tém a mesma caracteristica de Euler. Esse resultado é o
Teorema de Classificacao das Superficies Compactas™.

V=4
= L=6
F=4

X(8?)=4—-64+4=2

Figura 4.12

Observando-se que a esfera S? é homeomorfa & superficie de um tetra-
edro, conclui-se facilmente que x(S?) =2 (Fig. 4.12).

Topologicamente, um toro 7' pode ser concebido como a superficie ob-
tida pela identificacdo dos lados opostos de um retangulo. Tragando-se, no
mesmo, as diagonais e as paralelas aos lados que passam pelo centro, bem
como levando-se em conta as identificacbes de seus lados opostos, obtém-se
uma triangulagdo de 7', da qual infere-se que x(7') =0 (Fig. 4.13).

V=4
cb— < ——{e L=12 x(T)=4-12+8=0.
F =38
@ - a
Figura 4.13

(1) Para uma demonstragdo desse teorema e uma detalhada discussdo sobre triangulagdes,
vide [6].
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A demonstracdo do Teorema de Classificacdo das Superficies Compac-
tas sustenta-se no fato de que, a exemplo do toro, toda superficie regular
compacta S, que nado a esfera, é topologicamente equivalente a um poli-
gono regular do plano, o qual tem um ntmero par de lados, em que cada
lado é identificado com o seu oposto. Dai resulta, igualmente, que toda
tal superficie é topologicamente equivalente & esfera com um certo nimero
g = g(S) de “al¢as”, conforme indicado na Figura 4.14. O nimero ¢(S) é
dito o género de S (g(S?) = 0, por definicdo), o qual relaciona-se com a
caracteristica de Euler através da igualdade

X(8) = 2(1 - g(5)).

toro
= g=1
x=0
bitoro
g=2
X =-2

Dessa relacgao, conclui-se facilmente que a caracteristica de Euler de toda
superficie reqular compacta € um niumero inteiro par, o qual, excecdo feita
a esfera e ao toro, € megativo. Além disso, a esfera e o toro sdo as uni-
cas superficies requlares compactas (a menos de homeomorfismos) que tém
caracteristica de Euler positiva e nula, respectivamente.

ix0

Figura 4.14

Passemos, entdao, ao Teorema de Gauss—Bonnet. Em sua demonstra-
¢do, admitiremos que, dada uma superficie regular compacta, existe uma
triangulacio geodésica da mesma, cujos tridngulos séo todos ideais™1.

(1) para uma demonstracdo desse fato, vide Teorema 8.4.2 de [1].
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Teorema de Gauss—Bonnet. Seja S wuma superficie reqular compacta.
Entao,

/ K =2mx(95).

S

Demonstragdo. Consideremos uma triangulacdo de S por tridangulos geodé-
sicos ideais, T = {A1,Aq,..., Ar}, e denotemos por >, 6;; a soma dos

angulos de A;. Para cada vértice p de T, a soma dos angulos que tém
vértice em p € igual a 2m. Logo, >, ;0i; =27V, em que V ¢ o numero de
vértices de T. Dali, observando-se que S = JA; ¢é uma J-decomposicao de
S, tem-se, pelo Teorema FElegantissimum de Gauss, que

3,F

F F 3
/K:Z/ K:Z(Zeﬁw> = > 60— Fr=2rV —xF.
S j=1 Aj j=1 \i=1

2,J=1

No entanto, uma vez que cada tridngulo tem trés lados e cada lado é
comum a dois e somente dois tridngulos, tem-se 3F = 2L. Logo,

/K:27TV—7TF:27r(V—L+F)+7T(2L—3F):27rx(S). O
S

Segue-se, portanto, do Teorema de Gauss—Bonnet, que uma superficie
regular homeomorfa & esfera S?, independentemente de sua forma, tem
curvatura total igual a 47, que é aquela de S? (Fig. 4.15).

JoK = [o K = 4.

Figura 4.15

Em conclusédo, aplicaremos o Teorema de Gauss-Bonnet a demonstragao
de um resultado, devido a Jacques Hadamard (1865-1963), o qual estabelece
duas fortes propriedades das superficies regulares compactas de curvatura
gaussiana positiva.

Teorema de Hadamard. Sdo verdadeiras as sequintes afirmagoes a res-
peito de uma superficie reqular compacta e orientada, S, cuja curvatura
gaussiana € estritamente positiva:
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o A aplicacio normal de Gauss de S € um difeomorfismo de S sobre
S2;

e S ¢ convexa.

Demonstracio. Seja N : S — S? a aplicacdo normal de Gauss de S. Uma
vez que, para todo p € S, detdN, = K(p) > 0, temos, pelo Teorema da
Funcao Inversa, que N é um difeomorfismo local. Em particular, N é uma
aplicacio aberta, donde N(S) é um aberto de S2. Sendo S compacta,
temos também que N(S) é compacto e, em particular, fechado em S2.
Assim, em virtude da conexidade de S?, tem-se que N(S) = S?, isto é, N
¢é sobrejetiva.

Suponhamos, por absurdo, que existam pontos distintos p,q € S, tais
que N(p) = N(q). Sendo N um difeomorfismo local, existem abertos dis-
juntos V,,,V, C S, contendo p e g, respectivamente, tais que as restri¢oes
Nly, e Ny, sdo difeomorfismos sobre suas respectivas imagens. Em par-
ticular, W = N(V,) N N(V,) é um aberto nio vazio de S?. Fazendo-se,
entdo, O, = N} (W)NV, e O, = N"LY(W)NV,, tem-se, evidentemente,
que N(O,) = N(O,) =W, donde N(S—0,) = N(S) =52

Considerando-se uma J-decomposigao de S—0,, como sabemos, |, S—0, K
é igual a soma das areas das imagens dos membros dessa decomposicdo. Uma
vez que essas imagens cobrem S2, segue-se que

/ K > u(S?) = 4.
S—0,

Temos, também, que foq K >0, pois K >0 e u(Oq) > 0. Porém, sendo a
curvatura total de K positiva, tem-se, pelo Teorema de Gauss—Bonnet, que
S tem caracteristica de Euler positiva, donde x(S) = x(5?%) = 2. Logo,

47T:27rx(5):/K:/ K+ [ K>
S S—0, 0,

o que, claramente, é uma contradicdo. Dessa forma, N é bijetiva e, por-
tanto, um difeomorfismo.

A convexidade de S segue-se, entdo, da bijetividade de N. Com efeito,
se S nao fosse convexa, existiria um ponto p € S, tal que a intersecdo de
S com cada uma das componentes conexas de R® — T,S seria nao vazia.
Em particular, denotando-se por pi1,ps € S, respectivamente, os pontos de
minimo e maximo da funcao altura relativa ao plano 7,5, teriamos que p,
p1 e po seriam distintos entre si. Porém, pelas consideragoes do Exemplo
29, terfamos N(p), N(p1) e N(p2) paralelos, o que implicaria a igualdade
entre, pelo menos, dois deles. Isso, porém, contradiz a bijetividade de N.
Logo, S ¢ convexa. O
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4.7 Exercicios
Secgao 4.1

1. Dada uma superficie regular S C R3, prove que (Z,0) é um grupo,
em que Z = {f : S — S; f é uma isometria} e o é a composicao de
aplicagoes.

2. Seja f : S — So um difeomorfismo local entre superficies regulares.
Suponha que, para toda curva parametrizada regular « : I — S7 e todo
intervalo [a,b] C I, tenha-se LY(foa) = L2(a). Prove que f é uma
isometria local.

3. Sejam S; e Sy duas superficies regulares orientaveise X : U C R2 — S,
Y : U c R? = S, parametrizacdes locais de S; e S5, respectivamente.
Prove que se os coeficientes da primeira forma fundamental de S; e S
com respeito as parametrizagées X e Y coincidem, entdo a aplicacao

YoX 1:X(U)c S —»Y({U)CS,
é uma isometria entre X (U) e Y (U).

4. Seja f : 8? — S? uma isometria. Prove que existe uma transformacio
linear ortogonal A :R3 — R3, tal que f = Alg2: 5% — S2.

Segao 4.2

5. Mostre que uma curva regular + : I — S é uma geodésica e uma curva
assintdtica se, e somente se, sua imagem y(I) C S é um segmento de
reta.

6. Diz-se que uma curva v : I — S de uma superficie regular S é uma linha
de curvatura, quando, para todo t € I, +/(t) é uma dire¢do principal
de S. Mostre que toda geodésica plana de uma superficie regular, cuja
curvatura é ndo nula, é uma linha de curvatura.

7. Considere o exercicio anterior e prove que se todas as geodésicas de uma
superficie regular conexa S sdo curvas planas, entdao S estd contida num
plano ou numa esfera.

Secao 4.3

8. Seja X = X(p,0) uma parametrizagao local por coordenadas polares de
uma superficie regular S. Prove que

G
(X0, Xpo) — (Xpp, Xoo) = %'

Secgao 4.5



134 CAPITULO 4. GEOMETRIA INTRINSECA

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Prove que nao existe uma isometria local entre duas quaisquer das quéa-
dricas seguintes:

e Elipsoide;

e Cone (menos o vértice);

e Paraboloide hiperbdlico.
Seja S C R?® uma superficie regular orientdvel com a seguinte proprie-

dade: Dados dois pontos pi, po € S, existe uma isometria f : S — S,
tal que f(p1) = p2. Prove que S tem curvatura gaussiana constante.

Considere as aplicacdes diferencidveis X : U — R? e Y : Uy — R3, em
que Uy = (0,400) x (0,27), Us =R? e

X(u,v) = (ucosv,usenv,logu), Y(u,v)= (ucosv,usenv,v).
Prove que:

o S1=X(Uy) e So =Y (Us) sao superficies regulares;
e f=YoX!:8; — Sy preserva curvatura gaussiana;

e f nao é uma isometria.

Seja X = X(u,v) uma parametrizagao local de uma superficie regular
S, tal que E = G = XA e F = 0 (nesse caso, diz-se que (u,v) sdo
coordenadas isotérmicas). Proceda como na determinagao da igualdade
(4.30) e prove que
A(log \)
KoX=——""2-+
° oA

em que A ¢é o operador laplaciano, isto é, A = g—; + 86722 .
Secao 4.6

Prove que toda superficie regular compacta, a qual nao é homeomorfa a
uma esfera, possui um ponto hiperbdélico.

Mostre que S = {(z,y, z) € R3; 22 4+y*+25 = 1} ¢é uma superficie regular
compacta cuja curvatura total é 4.

Sejam S uma superficie regular compacta, N uma aplicacdo normal de
Gauss de S e S' = {p € S;K(p) > 0}. Prove que N(S’) = S? e conclua

que
/ K| > 4r.
S
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