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PREFACIO

O Curso de Licenciatura em Matematica da UNIFAP esta organizando o 4°
Coloquio de Matemética da Regido Norte, que ocorrerd no periodo de 7 a 11 de
novembro de 2016 e para o qual tivemos aceito este minicurso sobre Sistemas
Dindmicos Lineares no R?, tema de grande importancia para académicos e pes-
quisadores de todas as areas de conhecimento cientifico. A restricao deste tema se
d4 pela carga hordria prevista para o minicurso, porém em outras oportunidades
avancaremos para sistemas ndo lineares e quase lineares. E s o participante ficar
atento.

Os sistemas dinamicos tém grandes aplicagdes na modelagem matematica
e estudo qualitativo de fendmenos biomatemdticos (a matemadtica que estuda a
vida), biolégicos, comportamentais, econdmicos, fisicos, quimicos e sociais entre
outros. A andlise qualitativa diz respeito a estabilidade do sistema na vizinhanga
de um ou mais pontos criticos de um sistema. Estes sdo compostos por Equagdes
Diferenciais Ordinarias — EDO’s de ordem n e servem para a melhor compre-
ensdo (descricdo) de fendmenos no que diz respeito a natureza das observagdes.
Os sistemas autdnomos s@ao compostos por EDO’s no R" e as solu¢des também
sdo fungdes do R". Neste minicurso, abordaremos somente os sistemas dinamicos
lineares de primeira ordem no R?, isto é, aqueles cuja regido de dominio é Q) C
R? — R2,

Um dos principais pesquisadores sobre sistemas dindmicos € Jules Henri Poincaré
(1854 — 1912), matematico franc€s, por ser um dos precursores dos estudos sobre
sistemas dinamicos (autdbnomos), tendo apresentado as descri¢des do que hoje é
conhecido como plano de fase, bem como estudos sobre ponto critico, estabilidade
e também sobre a existéncia de ciclos limites para sistemas ndo lineares, porém
outros contribuiram, como por exemplo o matematico Bendixon, Dulac, Hartann
e Grobman.

Neste livro estudaremos as teorias que servem de fundamentacdo cientifica
para a utilizagdo de sistemas dindmicos no entendimento dos fendmenos citados
no inicio deste prefacio e também as aplicacdes praticas, objetivando sempre os
participantes a entenderem para que servem os conteudos estudados.

FERREIRA, J. S. P.



SUMARIO

1303 Bp BONRWRIRIA op 0mMbo[o) AT - VAINN - dV - BdeoeA - 210N OBISRY ep BONEWRIA 9p 0INbo[o) AT - AVAINN - dV - Bdedr]A - 910N 0pIS



Capitulo 1
SISTEMAS DINAMICOS

Definicao 1.1. Segundo [\I]], os sistemas dindmicos sdo aqueles compostos por
equacoes independentes do tempo. As equacdes que compdem o sistema SAo
EDO’s de ordem n:

F(X): QCR" - R"

onde () é uma regido aberta denominada de dominio e X € R".
Os sistemas dindmicos de primeira ordem, sdo formados por EDO’s de pri-
meira ordem, conforme a representacdo a seguir:

X = F(X) (1.1)
I
emqueX = | : | éovetorvelocidade das trajetérias (6rbitas), F = (fi, 5 fn)
Ty,
T
€ a fungcdo campo vetoriale X = | : | € o vetor solucdo do sistema dindmico
T,

(Z-1).

A fungdo de campo vetorial do segundo membro do sistema (|1.1)):
F(X) = AX + h(X) (1.2)

é formada por partes correspondentes a linear e a ndo linear, por isso os sistemas
dindmicos classificam-se em lineares, ndo lineares ou quase lineares.

Considerando-se que este livro abordard somente os lineates, a partir da se¢ao
seguinte estudaremos somente os lineares.

3



4 CAPITULO 1. SISTEMAS DINAMICOS

1.1 Sistemas dinamicos lineares no R"

Definicao 1.2. Os sistemas dindmicos lineares no R" sdo aqueles em que a fungdo
h(X) da equagdo é nula, isto é:

ficando (I.2) reduzido a forma abaixo:
X=AXx (1.3)
sdo também definidos como homogéneos.

ai;p -0 Aip
Em que A = Do, € a matriz dos coeficientes reais constantes
An1 - App
(particularmente nestes estudos). Deste modo, um sistema dinamico linear no R",
a partir de (1.3)) € escrito conforme a seguir:

T ayp v Ay x1
j;n An1 -+ Qpp Ty
equivalente a:
Zt’l = Qa1 + -+ A1nT1
: : (1.4)
Fn = Gn 1t Gt

Na subsecdo seguinte, deduziremos uma solucdo X para sistema dindmico
linear do tipo (1.3).

1.1.1 Soluc¢ao de um sistema dinamico linear no R"

Teorema 1.1. A solucdo geral de um sistema dindmico no R" é a fungdo vetorial
seguinte:
X(t) = P’ P'X, (1.5)

Demonstracdo. Seja X = AX um sistema autonomo linear no R™. Sabe-se que
X = dX/dt. Substituindo-se, tem-se: dX/dt = AX. Usando o método de
separagdo de variaveis, tem-se: dX/X = Adt. Integrando-se ambos os membros
desta igualdade, tem-se: [dX/dt = A [dt. Resolvendo-se a integral, tem-se:
InX = tA + K. Resolvendo-se o logaritmo natural, decorre que: X = et4+K,
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Aplicando-se a propriedade de produto de poténcia no lado direito desta igual-
dade, tem-se: X = e!4eX. Para determinar o valor da constante &, usa-se as
condig¢des iniciais (ou de contorno), X(0) = Xy. Assim, X(0) = e’e® = Xj.
Consequentemente, e = X,. Substituindo-se este tltimo resultado em X =
Xoe't. Se a matriz A for diagonalizdvel, entdo ela pode ser decomposta em um
produto matricial, conforme a seguir: A = PDP~!. Substituindo-se este re-
sultado no anterior, obtém-se: X = X,e!"PP™) Pelo método de exponencial
matricial, temos que: e/ = Pe!® P~!. Substituindo-se esta matriz exponencial,
no resultado anterior, obtém-se (I.5), em que P ¢é a matriz cujas colunas sao os
autovetores associados aos autovalores da matriz A, D é a matriz diagonal cujos
elementos sdo os autovalores da matriz A, P~' é a matriz inversa de P e X, é o
vetor das constantes. L

Exponencial matricial
Para obter o resultado (I.5) usamos o seguinte teorerma:
Teorema 1.2. A exponencial matricial da matriz A é
et = peP p! (1.6)

Por isso vamos demonstra-lo a seguir:

o t’n
Demonstracdo. A série de Taylor da fungio exponencial f(t) = e’ é s, = —
—n!
De maneira andloga, para a fungdo exponencial f(tA) = e'4, é:
M=% (1.7)

A matriz A é diagonalizdvel e pode ser escrita como: A = PDP~!. A enésima
poténcia da matriz quadrada A é obtida por:

A"=A-A-A---A

n vezes
—pppP'-PDP'...PDP'.PDP!

N—— N——

In In (1.8)

= PDIDP~'-..PDIDP!
= PDDP'...PDDP!
= pPD*p~t...pD*p!
— pp"p!

A" = ppnp! (1.9)
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portanto, (1.9) é a enésima poténcia de uma matriz quadrada de ordem n.
Substituir (1.9) em (1.7)), tem-se:
oA > tnpprpt

-3

|
n=0 n:

como a série acima depende de n, os termos independentes de n podem ser colo-
cados em evidéncia. Assim, as matrizes P e P~! sdo escritas conforme a seguir:

et =p <i tﬂDﬂ) p (1.10)

|
n=0 n.

Contudo, a série de poténcia entre parénteses € a série de Taylor para a funcao
tD.
f=e":

e’ =3 m (1.11)
n=0 :

Substituindo-se (1.11) na equagdo (1.10), encontramos a exponencial matricial de
A, conforme a seguir:
et = petPpt. (1.12)

]

1.1.2 Ponto critico e estabilidade

Nos sistemas autdnomos, muitas vezes € mais interessante o estudo do com-
portamento das fungdes solucdes na vizinhanca de um ponto fixo que o estudo
da propria solugdo. Este comportamento € denominado estabilidade do sistema e
pode ser analisado a partir dos sinais de seus autovalores e de sua complexibiliade.

Definicao 1.3. (Ponto critico) ‘ B
Segundo [, dado o sistema X = F(X). Um ponto X € R" ¢ dito ponto
critico do sistema se Fy(X) = 0, para todoi = 1,---,n, quando X = 0.

Definicao 1.4. (Ponto critico estdvel)

De acordo com [[I], um ponto critico X do sistema auténomo X = F(X) é um
ponto estdvel se, dado ¢ > 0 e 0 > 0 tal que toda solugdo ¢(t) do sistema que
b(to) — X|| < 0, entao ||6(t) — X|| < & ¥t <t

satisfaz em t = t,

Isto significa que toda solugiio que comega préxima ao ponto critico X (raio
0) permanece proxima a ele (raio ¢).

Definicao 1.5. (Ponto critico assintoticamente estdvel)

A esse respeito [I|], um ponto critico X do sistema autonomo X = F(X) é um
ponto assintoticamente estdvel se existir &, > 0 tal que ||¢(ty) — X||< &, entdo
lim ¢(t) = X, quando t — oo.
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Isso significa que uma solu¢do que comega proxima ao ponto critico X, nao
somente permanece proxima a este ponto, como também tende a ele quando ¢ —
00

Definicao 1.6. Ponto critico instdvel

Conforme [[]], um ponto critico X do sistema auténomo X = F (X) é um ponto
instdvel se existe € > 0 tal que para todo § > 0 se verifica ||¢(ty) — X||< 9, existe
algum t > tq tal que ||p(t) — X||> e.

Isso significa que ao menos uma solucdo que comega préoxima ao ponto critico
X se afasta do mesmo.

Devido ao tempo (carga hordria) destinado(a) ao(s) minicurso(s), serdo anali-
sados somente os sistemas dinAmicos no R?, por isso nas secdes e subsecdes do
capitulos seguintes, centralizaremos 0s nossos estudos somente nesta dimensao.

1.2 Sistemas dinamicos lineares no R>

A dimensdo do espago topoldgico determina o nimero de equagdes. Se F' :
Q) C R? — R? entdo o sistema possui duas equagdes e cada equagdo tem no
maximo duas varidveis independentes.

Segundo [1]], um sistema dindmico de segunda ordem € do tipo

{j: = ax+by (1.13)

y = cr+dy

onde os coeficientes a, b, c e d sdo constantes reais. Pode ser representado por:
T a b T
MM 19

X = AX. (1.15)

ou

1.2.1 Ponto critico

Para este sistema, o ponto de equilibrio é a origem X = (0,0). Este ponto é
isolado, isto é, € o tinico ponto de equilibrio de (1.13)) no disco (dominio)

B, = {(x,y) eR* 2% +9° < 6} =Q.

ar + by

crtdy = 0 tem solugdo tinica {x = 0,y =

Observacao 1.1. Se o sistema {

0} entdo ‘ = ad — be # 0.

b
d

a
C
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1.2.2 Reducao a uma EDO de 2? ordem, linear e homogénea

Vamos resolver (reduzir) o sistema (1.13) usando o método de eliminagéo.
Podemos substituir o sistema (1.13) numa equacao diferencial de segunda ordem.
Supondo que b # 0, tiramos o valor de y na primeira equagdo do sistema (1.13)):

agora, derivando ambos os membros desta equacao:

dy _1(d’z  du
dt b\ di2 dt |’

e substituindo o valor de dy/dt acima na segunda equag@o do sistema (1.13):

l @_ dﬁ — _|_d1 dj_
p\ae  Yat) T b \at

multiplicar por b # 0:

d’x dx x
W_&E :bcx+da—adx,

d?*z dx dx
w—aa—da—bCI"i‘adx:O

ou,

d? d
T;_(a+d)d—f+(ad—bc)x20 (1.16)

1.2.3 Polinomio caracteristico

O polindmio caracteristico associado a equacao (1.16) é dado por:

P(\) =X — (a+d)A+ (ad —bc) =0 (1.17)

em que O é o traco
O=Tr(A)=a+d (1.18)

e I' o determinante
I' = Det(A) = ad — bc (1.19)

da matriz A = [a b ]
c d



1.2. SISTEMAS DINAMICOS LINEARES NO R? 9

1.2.4 Autovalores ou valores proprios

Sdo as raizes do polindmio (equacgdo) caracteristico(a) (1.17). Os seus valores
sao encontrados pelas seguintes equacdes:

_ ©+/02 4T

A 5
e
\ O — /02 -4I
2 = .
2

1.2.5 Discriminante

O discriminante (A) também assume um papel importante na anélise qualita-
tiva de um sistema dinamico linear no R?, pois conforme o seu sinal, as trajetorias
tem um comportamento na vizinhanga e afastando-se do ponto critico. A sua
representacao €:

A = Discr(A) (1.20)
= 0% —4TI.

Substituindo-se as equagdes (1.18) e (1.19) na equagdo (1.17)), o polindmio

caracteristico também € representado da seguinte forma:
PA) =M -0A+T=0 (1.21)

As raizes do polindmio caracteristico (I.I7) ou (I.21) sdo denominadas de
autovalores ou valores proprios (eigenvalues).

1.2.6 Autovetores ou vetores proprios

Sao os autovetores associados aos respectivos autovalores.
Segundo [4], n6s escrevemos o sistema de equagdes (1.15) em notacao vetorial
como

dX
— = AX 1.22
7 ; (1.22)
onde
_ |4
<[] a2
e
a b
A—[C d]’ (1.24)

para um sistema 2 x 2. (De modo mais geral, A € uma matriz n X n, e X é um
n-vetor quando estamos lidando com um sistema de n equagdes diferenciais com
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n varidveis.) A multiplicacdo de matrizes, a notagdao aX representa um vetor cujas

dt
entradas sdo dz, /dt e dxs/dt.
Para sistemas do tipo (1.22) nés assumiremos que a solugdo também € da

forma

X(t) = veM. (1.25)

Derivando-se (1.25) em funcdo do tempo, tem-se:
daX(t d

(t) ()

at Vdt

= vie.

(1.26)

Agora v deve ser um vetor cujas entradas sdo independentes do tempo. Usando
essa idéia, nds substituimos (1.26)) e (1.23) em (1.22)), temos:

Avelt = Avet
AveM — \veM =0
(Av — Av)eM = 0.

A tltima igualdade tem de ser satisfeita se (I.26) ser uma solucdo de sistema
(1.22)). Cancelar o fator comum e resulta em

ondeno R?,i =1, 2.
Os vetores proprios sdo obtidos pela seguinte equacao:

v, = [ L ] (1.28)

para b # 0.
Uma vez que os eingenvectors v; € Vo sdo encontrados, a solucdo geral (desde
que A\; # X\ e ambos sdo reais) € dada pela equagao (1.29).

1.2.7 Solucdo geral de SDL no R?
Se A > 0 entdo \; # \s e a solugdo geral de (1.13) é dada por:

_fa(t) = aeM e
X(t) o { y(t) = 61%6)\115 4 62%6)\% . (129)
Se A = 0 entio 0s A = \; e a solugdo geral de (T.T3) ¢ dada por:
x(t) = (a1 + cot)eM
RO = : 1.30
) { y(t) = (dy+ dat)e (1.30)

onde A = \; = A, e apenas duas das constantes ¢y, dy, co € dy sdo independentes.
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Observacao 1.2. O fato de supormos ad — bc # 0 nos dd Ay # 0 e Ay # 0.

Se b = 0, resolvemos diretamente a primeira equagdo de (1.13) e encontramos
x(t) = c1e™. Substituindo este valor na segunda equagio encontramos

cc
y@:@W+E§f“ (1.31)

se a # d, ou,

y(t) = cre™ 4 ccre™ (1.32)

se a = d.

Teorema 1.3. De uma maneira geral a solucdo do sistema é dada por:

— tA1 t\o
:{x® = ae’l Tt oe (1.33)

y(t) = die™ + dyet

onde entre cada duas constantes, cy, d e ¢y, ds, apenas uma é independente.

Demonstracdo. Os autovetores ou vetores proprios da matriz A sdo obtidos pela

equacao (1.28). A matriz P é definida por P = [ Al !

1—a  A2—a

b b

] . A inversa

de Pé P! = ﬁ(P) [ o _11 ] O determinante de P é: det(P) = 22221,

Ao—a
Substituindo-se este resultado na inversa de P, tem-se: P~ = /\Zf " l a2\ 1 1 .
b

O vetor X = [ ; ] A solugdo geral no R? obtém-se pela equacdo lb com
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tA1 0

0 et

X — 1 1 e 0 b % -1 e
A 0 e [N | 5 1 f

. .. ) e
n = 2. A exponencial matricial de D, é: et = [ 1 Deste modo,

R e S S B o R B B B R
D Y e A GMQ]_GI;M 1Hf]
I R s S I e R R e
T e e e etAQ]_CL_bAleJFf]
b [ '_e”lé*%‘“e—f
_)\2_)\1_¥ Lb—a el %e—kf

b '™ (%e — f) + et (%e + f)
S =N Lljaeth (%e — f) + )\%;aetx\z (%6 4 f)

[ (A2—a)e bf A (a=X1)e bf A
— 1 ( /\2*/\1 - >\2*)\1) et +1 ( )\2*;\1 + >\2*)\1) e
Ai—a ((/\2—a)€—bf) )\2b etM 4 )\Ql;a ((a—Al)e+f) A2b tho

L b b W b A
[ (A2—a)e=bf\ A (a=A1)e+bf\ A
B ol s e O
- A — —a)e—bf tA Ao — a—\1)e+bf Y
i 1ba( 2)\2_>\1 )€1+ zba( )\21_)\1 >€2
_ (A2—a)e=bf _ (a=X1)e+bf A= (A2—a)e—bf _ do— (a—X1)e+bf
ondec; = =L Tr 0 o = RN dr = A ( XA )ed? =5 ( Ne—M )
para \; # Ao € R.
Portanto,

[ oz@t) = ceMt+diett
X(t) = { y(t) = coeMt+dye?t
[

Analisando-se a demonstracdo acima, € possivel escrever a solugao (1.33) em
funcdo dos autovetores da matriz A, conforme abaixo:

X(ﬁ)_lhchK(AQA—QCL_)eAI—bf> €A1t+[/\210L]<(a_)\52€Aszf> oy

b
= Clvlet’\l + C'gvget&

2
= Z CiVietAi .
=1

Teorema 1.4. A solucdo geral de um SDL no R™ em funcdo de seus autovalores

2

e’
X(t) = Ciwe. (1.34)
=1
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em que C; sdo as constantes, \; e v; 0s respecrtivos auvetores

Demonstracdo. Exercicio proposto ao leitor (ou minicursista). ]

1.2.8 Classificacao (natureza) dos pontos criticos

Desta forma, o estudo da natureza do ponto critico X = (0, 0) fica restrito ao
comportamento dos valores de \; e Ao, pois sera:

1. estdvel, se z(t) e y(t) permanecem limitados, quando ¢t — +00;

2. assintoticamente estdvel se z(t) — 0 e y(t) — 0, quando t — +o0;

3. instével se x(t) — oo, quando t — +o0.

Podemos simplificar as vdrias alternativas em relacdo ao comportamento das
raizes A\ e )y, utilizando as equagdes (1.18)), (1.19) e (1.20). Uma variacdo dos
sinais de A, © e I' nos leva a diferentes tipos de estabilidades. Sendo vejamos:

1. Raizes \; e A, reais e distintas (A > 0).

a. \; e \g t8m o mesmo sinal (I' > 0):
(i) A1 >0e Ay >0 (O > 0) = ponto instavel
(i) A\ <0e Xy <0 (O < 0)= ponto assintoticamente estivel

b. \; e Ay tém sinais opostos (I" < 0):
AM>0 e A<0 ou A <0 e A>0

Tomando a expressdo geral (1.33) da solugdo do sistema (1.13) [ - -].
Neste caso, o ponto de equilibrio é denominado ponto de sela.

2. Raizes \; e A, reais e iguais (A = 0).
A solugdo geral de (I.13)) é dada por:

z(t) = (a1 4 cot)e
{y(t) = (dy + dot)eM (1.35)

(i) Se® > 0, A = (a + d)/2 > 0 e, portanto, a direcdo do movimento
em todas as Orbitas se afastard do ponto critico X = (0,0), que serd
instavel.

(i) Se ® < 0, A = (a + d)/2 < 0. Neste caso, independentemente dos
valores das constantes, a dire¢do do movimento em todas as érbitas se

aproximara do ponto critico X = (0, 0), que serd, pois assintoticamente
estavel.
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3. Raizes \; e \y complexas conjugadas (A < 0).
As raizes dos polindmios caracteristicos (|1.21]sdo:

)\1:Oé+i5 (& )\QZOK_i/B
e a solugdo geral de (I.13) toma a forma

{ z(t) = e*(c1cos(ft) + cosin(ft))

y(t) = e*(d;cos(Bt) + dysin(St)) (1.36)

onde somente duas constantes sdo independentes. Como as partes trigo-
nométricas de x(t) e y(t) sdo limitadas, a natureza do ponto critico X =
(0,0) é determinada pelo sinal da parte real das raizes:

_a+d_a+d_@
CT T T T T

(i) Se a < 0, o movimento de todas as trajetdrias € em dire¢do ao ponto
critico (estabilidade assintética) e, se o« > (, acontece o contrario
(instabilidade).

(i) Se o = 0, \; = if e Ay = —if3, o movimento & periédico no tempo
e as Orbitas do sistema sao curvas fechadas contendo em seu interior
o ponto critico estavel X = (0, 0)), que neste caso é denominado de
centro.

Teorema 1.5. Seja X = (0, 0) ponto critico do sistema linear Dizemos que
X =(0,0):

(a) é assintoticamente estdvel se © = Tr(A) <0el = det(A) > 0;
(b) é estdvel se © =Tr(A) =0el =det(A) > 0;

(c) éinstivel se © =Tr(A) > 0oul = det(A) <O0.

Demonstragcdo. Encontra-se em: [3] e [4]. O

Um estudo mais suscinto qualitativamente de sistemas lineares bidimensionais
€ apresentado por [2], que complementa resumidamente o estudo anteriormente
apresentado que diz o seguinte: o estudo da natureza do ponto de equilibrio X =
(0,0) fica restrito a0 comportamento dos valores A; e Ay, mais especificamente
dos seus sinais. Assim X = (0, 0) serd:
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x(t
y(t

permanece limitado quando ¢t — oo;

1. Estdvel, se cada ponto X(t) = [ ; 1 numa vizinhanga de X = (0,0)

isto ocorre se as raizes \; € Ao s30 nimeros imagindrios: A\; = fi e Ay =

_Bi.

2. Assintoticamente estdvel, se cada ponto X(t) = [ z(t) ] — X = (0,0)

quando t — oo;
isto ocorre se as raizes A\, € Ay sdo ambos negativos ou, se complexos, entao
a parte real € negativa (o < 0).
3. instdvel se * — oo, quando t — +00;
isto ocorre se pelo menos uma das raizes A; ou )\, for positiva.
Podemos resumir os tipos de estabilidade do ponto X = (0, 0) em seis casos
distintos: né instavel, ponto de sela, espiral (sentido anti-horario), né estavel,
espiral (sentido hordrio) e centro.

Os diferentes tipos de 6rbitas obtidas do sistema linear (1.13) cujo polindmio
caracteristico é (1.21) (ad — bc # 0), estdo resumidas na Tabela[1.1] A Tabela[L.1]

Tabela 1.1: Tipos de ponto de equilibrio e estabilidade de SDL.

Discriminante Autovalor Tipo de Ponto  Esboco  Estabilidade
de Equilibrio  da Orbita

A > Ao >0 N6 I.1(a)]  Instdvel

A>0 A <A <0 Né6 AE
AL <0< Ay PS [1.1(b)]  Instavel
AM =X >0 N6 Instavel

A=0 A =X <0 N6 |1.2(a)| AE
A=a=x1if

A <0 a>0(31) PE 1.1(c)] Instavel
a < 0 (i) PE 1.2(b) AE
a=10 Centro 1.2(c) Estavel

Fonte: [1]] (1988).
N.A.: AE: Assintoticamente Estdvel; PS: Ponto de Sela; PE: Ponto Espiral;
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(©

Figura 1.1: N(’) instdvel (A1 e Ay > 0);|(b)|Ponto de sela (A; > 0e Ay < 0);

m Espiral (A2 = +a £ (7). Sao os trés casos de pontos instdveis de sistemas
lineares bidimensionais.
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Capitulo 2
APLICACOES

Neste capitulo estudaremos algumas aplicacdes de sistemas dinamicos linea-
res no R2, com o objetivo de fixagdo dos contetidos estudados no Capitulo 1.

2.1 Sistema dinamico linear: \, < 0 < )\;

Considere o sistema autdonomo linear de EDO’s:

(L’l(t) = 1 — T2

Resolva-o a partir da contribui¢c@o dos seus autovalores e autovetores.

2.1.1 (Re)solucao

Trata-se de um sistema dinamico (autdonomo) linear (SDL) que tem um Unico
ponto critico que é a origem X = (0, 0) e a sua estabilidade é estudada a partir dos
sinais de seus autovalores .

Este sistema (2.1]) pode ser escrito sob a forma matricial

HEEEE

1 -1
A:[_4 1] (2.2)

¢ a matriz com os coeficientes constantes deste sistema.
A matriz (2.2) € diagonalizavel, porque pode ser decomposta nas matrizes:

em que

D = [ 8 _01 ], em que \; = 3 e Ay = —1 s3o os autovalores da matriz A,

19
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B B 1 1 B 1 1 1
—[vl Vg}—l_Q 2],emquevl—l_2]evg—[2]ef’ =

, sdo tais que:

A=PDP!.

Como os autovalores t€m sinais contrdrios, a origem € o ponto de equilibrio
instdvel e neste caso denominado de ponto de sela. A Figura ilustra muito
bem o comportamento das Orbitas (trajetérias) na vizinhanga deste ponto critico.
As retas no diagrama de fase da mesma figura, estdo respectivamente na direcao
dos autovetores vy € Vs.

A solugdo geral do sistema (2.1) sob a forma da exponencial matricial (1.5),

- 216 Sl s
SOIEH I
-] o 12 M

( i ) 2e3t 4 2e7t —e3t 4 et Zo
VAT e - det 2e7 4 2e Yo

_ (2.3)
_ ( 1 ) (2e3t + 2¢ N wg + (=3 + ey

)| (e’ + dem)mg + (2% + 27 )yo

(220 — yo)e™ + (2z0 + yo)e ™
| (=4 + 2y0)e™ + (4xo + 2y0)e ™)

B [ (@_@)63t+(@+1&)6*t
(—2:(:0 +4y2°) e + (i:o +4y2°) et

__ (@_@)63t+(m+yj>e—t

TRz (p v )

Il
/N
=
——

c1e® + cpet
3t —t
—2c1e’ + 2cqe

onde ¢; = (”“"0 — yo) €cy = (xo + "{70) Portanto, este resultado corresponde a
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solucdo (1.29).

= —2c¢1€3 4 2cqet

fzlt) = et e
X(H) = { y) = il 4 o=lile
_ 3t —t
_ x(t) = 0162 —13;026 . 2.4)
yt) = a=5e* +c—ge
_Jat) = ae’ fee
(t)

{

Observe que a solucao (2.3) € mais longa e demorada em comparagdo a solugao

).

y(t

Solucao em funcao dos autovetores

Caso o leitor queira deixar a solucdo X(¢) em fung@o dos autovetores, basta
explicitd-lo na solugao (2.4), como mostrado a seguir:

X(t) =c; l _; ] e + ¢ [ ; ] e " (2.5)

Para determinar as constantes c; € cs, utilizamos as condi¢des inciciais. Supo-

nhamos que z(0) = 0 e y(0) = 4. Substituindo-as nas constantes ¢; = (% -1 =
&.5

—lecy = (g + %) — 1. Agora, substituindo ¢; = —1 e ¢ = 1 na solugio

b

tem-se:
X(t) = — l _; ] e +1 [ ; ] e " (2.6)

o que resulta em uma soluc¢do para o PVI, conforme abaixo:

z(t) = —eM+et

X(t) :{ y(t) — 263t+267t (27)

Na secdo seguinte vamos analisar qualitativamente o sistema autdbnomo que
modela o oscilador harmdnico simples.

2.2 [Estabilidades do oscilador harmonico

De acordo com [1] (1988, p. 343), “[..] a equacao de um oscilador harmoénico

dada por ”

Pr bdxr k
—_—t ——+ —2=0. 2.8
dt? + m dt * mx (2:8)
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onde b € avelocidade escalar e m # 0 € a massa do sistema massa-mola, que
caracteriza a imposi¢ao de duas forcas, uma proporcional ao deslocamento e a
outra proporcional a velocidade da particula (de massa unitaria) que se desloca.

Neste exemplo, estamos considerando a massa unitaria (m = 1), logo a equacgdo
(2.8) € reescrita conforme a seguir:

d*z dx
7 + bdt + kx = 0. (2.9)
Existem trés (3) categorias de osciladores harmdnicos (OH), a saber: oscilador
harmonico simples (OHS: velocidade nula, b = 0), oscilador harmo6nico amorte-
cido (OHA: velocidade ndo nula, b # 0) e oscilador harmdnico for¢ado (OHF:
nao homogéneo). As duas primeiras categorias sao EDO’s de segunda ordem ho-
mogéneas.
Por serem homogéneas, vamos estudar as duas primeiras categorias: a pri-
meira em que a velocidade € nuleﬂ e a segunda, considerando-se a velocidade
positivaf|e considerando a velocidade negativa|

2.2.1 Velocidade nula: b =0 (OHS)

Suponhamos que a velocidade seja nula (b = 0), entdo a equagdo se
reduz a

d*x

dt?

Adotaremos k£ > 0. A equacgdo de segunda ordem € equivalente ao sistema

= —kzx. (2.10)

dt
g : (2.11)
W= ke

Vetor solucao

A solugdo deste sistema (2.11]) € obtida conforme a seguir. Pode-se escrever
sob a forma (1.14) e nos ajudar a identificar se ele € linear ou néo linear:

HEEXIH 2

'N.A.: A velocidade é nula em um OH quando o corpo encontra-se nos extremos do sistema
massa mola (amplitude maxima positiva ou negativa). A justificativa é que o sistema estd mudando
de sentido.

2N.A.: Suponhamos que o periodo do OHA seja T = 27 e o sistema massa mola esteja na
posicdo inicial, —A. No intervalo de ]0,T'/2] a velocidade € positiva e em 7'/4 é mdxima porque
estd passando pela origem do sistema.

*N.A.: No intervalo de |T7'/2,T[ a velocidade é negativa e em 37'/2 é médxima (porém com
sinal negativo) porque estd passando novamente pela origem do sistema.
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portanto, € linear.
00 =0,'=Fk>0eA = —4k < 0; com estes trés parametros podemos
escrever o polindmio caracteristico da matriz A, a partir da equagdo (I1.21):

PA)=M+k=0 (2.13)

cujas raizes (autovalores) sao:

= +ivk

)\2 — —Z\/E

complexas conjugadas, com o = 0 e 3 = v/k. Como o = 0 o sistema é estdvel
e o ponto critico X = (0,0) é um centro (ver o item 1| da anélise qualitativa), e as
solugdes X(t) sdo periddicas.

O vetor solugdo, é:

X(t) = { z(t) = xzocos(Vkt) + yosin(vVkt)
y(t) = VE(gocos(VRt) + zosin(vE))

onde xg € 1 sdo valores iniciais das varidveis de estado para t = 0.

Observacao 2.1. Param # 1 > 0, § = \/% = wy € a frequéncia natural do
sistema.
Retrato de fase

As trajetérias das orbitas sdo obtidas diretamente da solucdo ou através da
equacgao

dr  y
dy  kzx
cuja integracao
kxdzr + ydy = 0
k/xd:c—ir/ydy—/o

x y
—+==0+4+C
2 2 *

multiplicando-se por 2:
kx? +9° =2C = ¢
ka2 y2

NI AR
&1 1
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nos da

- —1 (2.14)

(/9
k
sendo ¢; > 0 uma constante arbitraria.

Tais curvas (2.14) sdo elipses centradas na origem (ver Figuras[2.1[(a) e[2.1](c))
ou circunferéncias concéntricas, se k = 1 (ver Figura[2.1(b)).

(©)

Figura 2.1: (a) 0 < k < 1: trajetorias elipticas no sentido hordrio, com eixo maior
paralelo ao eixo horizontal; (b) k = 1: circunfreréncias concénricas; (c) £ > 1:
trajetdrias elipticas com eixo maior paralelo ao eixo vertical.

Fonte: Do Autor, com o auxilio do software Mathematica do Wolfran (2016).
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2.2.2 Velocidade positiva: b > 0

Considerando agora a velocidade positiva no OH (b > 0), a equacéo (2.8) é
equivalente ao sistema dinamico

{Z{g - Y (2.15)
o= —kx—by

Vetor solucao: X(t)

A solugdo deste sistema (2.15]) € andloga a se¢do anterior. Pode-se escrevé-lo
sob a forma (1.14) o que nos ajuda a identificar se ele € linear ou nao linear:

HEEIH a1
portanto, € linear.

00 =-bT=Fk>0eA = b>— 4k. Com os dois primeiros parimetros
podemos escrever o polindmio caracteristico da matriz A, tendo como base a

equagdo (L.21):
PA)=N+bA+k=0 (2.17)
cujas raizes (autovalores) sdo:

—b+ V0% — 4k

A = 5

Como o discriminante A varia de sinal durante o movimento do OH, logo
temos trés subcasos a ser estudados:

1. Se b? < 4k (a viscosidade é bem pequena) o A < 0, entdo

\ b 2 —4k  —b 4k —0?) b Ak — b2
=

= — _— = — 4 == 7

2 2 2 2 2 2

\ —b P—4k —b 4k —0?) b Ak — b2
) - 7 Y=z

=———1

2 2 2 2 2 2

_}h2 _h2 2
Neste caso, @ = —2 < (e § = Y=L :\/4k4b :\/ =)

Logo, o ponto de equilibrio X = (0,0) é assintoticamente estavel (ver
Item [2)), as solugdes sdo espirais que convergem para a origem quando ¢




CAPITULO 2. APLICACOES

26
. - - = \
L
- v F
- - - - \ / Fi
>
i A, > b ) ¥
- - .-': / ¥
o o & ¥ F =
: - v
o o | - pe. P
o : f : i N
A e O -
3 / | i o *
; ¥, i i
A 4 1 o e o
.'I e
- -~ - F
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Fonte: Do Autor, com o auxilio do software Mathematica do Wolfran (2016).

cresce (ver Figura[2.2)). Isto pode ser comprovado se considerarmos o vetor

solucdo:
X(t) z(t) = e 2'[Acos(wt) + Bsin(wt)]
) ) = e 3 [(Bw - %) cos(wt) — (Aw + gB) sin(wt)}
onde w = /k — %
Tomando z(0) = zo e y(0) = yo obtemos A = zq e B = 22tct,

Fazendo xo = Rcos(f) e B = Rsin(6), com 0 < 6 < 27, obtemos:

z(t) = Re 3'cos(wt — 0)]
y(t) = Re’gt[g cos(wt — ) + sin(wt — 0)], 0<6<2nm.
(2.18)
que ¢ a equagdo de uma espiral no plano de fase e lim(z(t), y(¢)) = (0,0).
(ver Figura[2.2).
Observacao 2.2. Param # 1 > 0, v = % € o coeficiente de amorteci-
mento.

2. Se b? = 4k, o A = 0 entdo as raizes sdo reais, iguais e negativas (movi-
mento superamortecido), e o vetor solucdo é do tipo (1.35):

HD) = (o + eat)e?
{y(t) = (dl‘f‘dgt)e’d/? (2.19)
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Como os dois autovalores sdo negativos, o lim; . (z(t),y(t)) = (0,0),
logo o equilibrio € assintoticamente estdvel.

3. Se b* > 4k, 0 A > 0 entdo as raizes sdo reais e desiguais, € 0 vetor solugio
¢ do tipo (1.33)):

c2—4k—c \/ffc
X(t) = 2(t) = T 4 gpem (O (2.20)
fy(t) _ dle(\/c2;4k—C)t + d2€_(\/c2724kfc)t

Como os dois autovalores sdo negativos, o lim; . (z(t),y(t)) = (0,0),
logo o equilibrio € instavel (ponto de sela).

Retrato de fase

De acordo com [[1] (1988, p. 347), para se obter as equagdes das trajetdrias no
plano de fase, € mais simples analisar a equagao

dy  kzx
dr gy
Desta equacdo concluimos que o coeficiente angular da reta tangente a tra-
jetdria do sistema amortecido é obtido ao acrescentarmos —b ao coeficiente angu-
lar do sistema sem amortecimento. Isto favorece o tracado destas trajetorias, com
base nas elipses obidas quando b = 0

2.2.3 Velocidade negativa: b < 0

Considerando agora a velocidade negativa no OHA (b < 0), a equagéo (2.8)) é
equivalente ao sistema dinamico

;é%” - Y 2.21)
& = —kx+by

Vetor solucao: X(t)

A solucgdo deste sistema (2.21]) é andloga a secdo anterior. Pode-se escrevé-lo
sob a forma (1.14) o que nos ajuda a identificar se ele é linear ou nao linear:

R ARER O

portanto, também ¢é linear.
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00 =b>0,=k>0eA = b?— 4k. Com os dois primeiros parAimetros
podemos escrever o polindmio caracteristico da matriz As, tendo como base a
equacao (1.21):

PA) =M —-bA+k=0 (2.23)
cujas raizes (autovalores) sdo:

b+ vb? —4k

A = 5

Como o discriminante A varia de sinal durante o movimento do OH, logo
temos trés subcasos a ser estudados:

1. Se b* < 4k (a viscosidade é bem pequena) o A < 0, entdo

oLy VPSR b YRORE ) b VIR
D) 2 2
e
b V2 —4k b J—(4k—=0b%) b Ak — b2
==t =
2 2 2 2 2 2
Nestecaso,oz:%>06ﬁ V4kb \/4’“ bQ—\/k———w

Logo, o ponto de equilibrio X = (0,0) € instdvel (ver Item ), as solu¢des
sdo espirais que divergem para a origem quando ¢ cresce.

Isto pode ser comprovado se considerarmos o vetor solugao:

X(t) x(t) e3! [A cos(wt) + sm(wt)]
y(t) ezt [( %) (Aw - bB) sm(wt)}
onde w = +/k — %.
Tomando z(0) = xg e y(0) = yo obtemos A = zpe B = 2902%

Fazendo zy = Rcos(f) e B = Rsin(f), com 0 < # < 27, obtemos:
leos(wt — 6)]
"2 cos(wt — 0) + sin(wt — 6)], 0<6< 2.

z(t) = Re”
y(t) = Re”
(2.24)
que € a equagdo de uma espiral no plano de fase e lim(z(t),y(t)) = (0,0).

(ver Figura[2.3).

w\c- l\)\v



2.2. ESTABILIDADES DO OSCILADOR HARMONICO 29

(©)

Figura 2.3: (a) 0 < kK < 1 e b = 1: ponto espiral (instavel); () k=1eb = 1:
ponto espiral (instavel); (c) k£ > 1 e b= 1: ponto espiral (instavel).
Fonte: Do Autor, com o auxilio do software Mathematica do Wolfran (2016).

2. Sec? = 4k, 0 A = 0 entdo as raizes sdo reais, iguais e positivas (movimento
superamortecido), e o vetor solugdo é do tipo (1.33):

x(t) = (c1 +cot)e 2
y(t) = (di +dat)e/?

Como os dois autovalores sdo negativos, o lim; . (z(t),y(t)) = (0,0),
logo o equilibrio € instdvel (nd).

(2.25)

3. Se b? > 4k, 0 A > 0 entdlo as raizes so reais e desiguais, e o vetor solu¢do
é do tipo (1.33):

b2 —4k—b b2—4k—b

z(t) = cel 7 Mgz N
X(t) = (2.26)
(t) SO = dyel YR g (L,
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Como os dois autovalores tem sinais contrdrios, logo o ponto de equilibrio
€ instavel (ponto de sela).

Retrato de fase

De acordo com [[I]] (1988, p. 347.), para se obter as equacdes das trajetdrias
no plano de fase, é mais simples analisar a equagao
d kx
Yo My,
dx Y
Desta equacdo concluimos que o coeficiente angular da reta tangente a tra-
jetodria do sistema amortecido € obtido ao acrescentarmos —c ao coeficiente angu-
lar do sistema sem amortecimento. Isto favorece o tracado destas trajetdrias, com
base nas elipses obidas quando ¢ = 0.

2.3 Problema da mistura

Em uma inddstria, dois tanques se encontram conectados conforme a ilustracao
abaixo.

10 £/min
Agua

16 ¢ /min 10 ¢/min

Mistura

Figura 2.4: Dois tanques conectados com indica¢cdo do fluxo da mistura.
Fonte: http://www.dm.ufscar.br/profs/waldeck/sourceforge/pngtest.php

No instante de tempo ¢ = 0, o Tanque 1 contém 10 litros de dgua pura e o
Tanque 2 contém 20 litros de uma mistura de d4gua com 12 Kg de sal. Agua pura
estd sendo constantemente bombeada para dentro do Tanque 1 a uma taxa de 10
litros por minuto, as misturas salinas sdo trocadas entre os dois tanques como na
figura acima, e a mistura escoa do Tanque 2 a uma taxa de 10 litros por minuto.
Encontre a quantidade de sal em cada tanque no instante de tempo t.
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2.3.1 (Re)Solucao

Como a quantidade de liquido que entra em cada tanque € igual a quantidade
que sai, o volume de mistura em cada tanque permanece constante. Entao o Tan-
que 1 contém sempre 10 litros de mistura e o Tanque 2 contém sempre 20 litros
de mistura. Agora sejam:

x(t) = quantidade de sal no Tanque 1 no instante t (2.27)

y(t) = quantidade de sal no Tanque 2 no instante t. (2.28)

As taxas de variacdo instantanea da quantidade de sal em cada tanque sdo

respectivamente:
dx . dy

—a ¢ YT

Cada uma dessas taxas deve ser igual a diferenca entre a taxa a qual o sal esta
entrando menos a taxa a qual o sal estd saindo do respectivo tanque.

No Tanque 1, a taxa a qual o sal esta entrando € igual a

Lo ykg 3 kg
min 20 L 10ymm
enquanto que a taxa a qual o sal esté saindo é igual a

L xkg 8 kg

x

min 10 L 5 min’
Portanto,

3 8
[ = —y — —Z. 2.2
T wy 5:1: (2.29)

No Tanque 2, a taxa a qual o sal estd entrando € igual a
L xkg 8 kg
_— = —r—
min 10 L o5 min
enquanto que a taxa a qual o sal esta saindo € igual a
L ykg 4 kg
04+6)—  ——— = —y——.
(10+ )mm 20 L 5ymz'n

Portanto,

8 4
= 1 — —u. 2.30
y=zro Y (2.30)

Com as equagdes (2.29) e (2.30) escreve-se o sistema autdnomo linear abaixo:

po— _8 3
S 2.31)
Yy = 5$ 5y
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Como foram dados z(0) = 0Kg e y(0) = 12 Kg, segue que as quantidades
desejadas podem ser obtidas resolvendo-se o PVI.
A matriz de coeficientes deste sistema é:

_8 3
A= [ o 10 ] (2.32)
5 5

Usando os métodos estudados naas se¢des anteriores, podemos encontrar fa-
cilmente os autovalores dessa matriz. Sdo eles: \; = —% e Ao = —2. Os autove-
tores associados sdo v = (1,1) e vy = (=32, 1).

Como temos dois autovetores linearmente independentes, segue que a matriz
A é diagonalizavel. Portanto, pelos Teoremas|1.3]e[I.4] a solugdo geral do sistema
de equacdes diferenciais X = Ax é

X = 61V1€_2t/5 + CQV2€_2t

ou equivalentemente,

| — |
NG
/N
~+ "+
SN—
| IS
I
(@)
—
| — |
[

3
] 25 4 ¢, l —11 ] o2

ou equivalente,

X — z(t) = icle_%/‘r’—%cge_%
y(t) = lee 25 4+ 1ege2

Substituindo as condigdes iniciais z(0) = 0 e y(0) = 12 nessas equacdes
temos:

icl — %CQ = 0
cp + Cy = 12
A solugdo desse sistema € ¢; = 9 e ¢y = 3, portanto a solu¢dao do PVI é
9 2 9 o
X = { n(t) =g = ge (233)
To(t) = 9e7 5! + e

A figura abaixo exibe os graficos das solugdes x(t) e y(t) em fun¢do do tempo
no intervalo entre 0 e 14 minutos.

2.3.2 Estabilidade

Analisando as componentes x(t) e y(t) do vetor solu¢do (2.33)) quando t —
+00, 0 comportamento delas correspondem ao Item [2, da Subsegdo [[.2.§ e o
ponto critico X = (0, 0) € assintoticamente estavel.
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Figura 2.5: Grafico das fungdes solucdes x(t) e y(t) do sistema (2.31).
Fonte: Do Autor (2016), plotado com o softwwinplot.

Se tomarmos como referéncia o Teoremal|l.5| a estabilidade seré obtida a partir
do trago © = —% < 0, do determinante I' = % > 0 e do discriminante A = % >
0 da matriz A, concluindo-se que ponto critico X = (0, 0) é assintoticamente
estavel.

Neste caso, o ponto critico (ou de estabilidade) também € denominado de n6
atrator (porque os dois autovalores sdo negativos).

2.3.3 Retrato de fase

A partir dos elementos da matriz A, equagio (2.32), podemos desenhar o
comportamento das trajetorias na vizinhanca do ponto de equilibrio X = (0,0),
conforme mostrado na Figura 2.6l Na Subsecdo [2.3.2] vimos que este ponto de
equilibrio € assintoticamente estdvel a partir da andlise qualitativa de seus autova-
lores.

Na Figura[2.6|estd representado o retrato de fase do sistema (2.31)), sendo que
a trajetoria das Orbitas aproximam-se do ponto de equilibrio. Os eixos inclinados
estdo na direcdao dos autovetores. Como os autovalores sdo negativos, as orbitas
tem origem no infinito aproximando-se da origem.
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Figura 2.6: Retrato de fase plotado a partir da matriz A (2.32).
Fonte: Do Autor, com o auxilio do Mathematica do Wolfram (2016).



CONCLUSAO

O estudo sobre sistema dindmico linear no R? € inicio dos estudos realizados
sobre sistemas dindmicos no R", isto porque a andlise qualitativa sobre o ponto
critico e estabilidade bidimensional podem ser expandida para as dimensdes mai-
ores que dois (n > 2).

Por exemplo, embora ndo sejam sistemas dindmicos lineares, os modelos epi-
demildgicos clédssicos sdo o embrido dos estudos sobre modelagem matemaética
em biomatemadtica (na concepg¢ao do autor, biomatematica é a Matematica que es-
tuda a vida). Com a modelagem de sistemas cldssicos, um novo paradigma para a
Ciéncia foi estabelcido, pois com técnicas proprias € possivel descrever e estudar
o comportamento ou o dinamismo de doencgas epidemioldgicas, jogando a luz so-
bre conceitos eruditos e redefinido-os de tal forma que o entrelagamento cientifico
entre biomatemdtica e modelagem matemadtica se tornem um s6.

Com a evolugdo dos modelos epidemioldgicos, atualmente é possivel estudar
o comportamento de epidemias, formas de abrangéncia e propagagdo, além de
avaliar formas de controle. Conforme foi apresentado, os modelos se modificam
e buscam abranger de modo mais geral, casos particulares (especificos) que se
constatam em termos de tipos de doencas e se colocam, desta forma, como forte
instrumental de anélise de entendimentos e de estudos de a¢des.

Do mesmo modo, podemos estudar a estabilidade de sistemas dinamicos de
EDO’s envolvendo problemas de economia, adminstracao, fisica, quimica, biolo-
gia, mercado financeiro entre muitos outros.

Enfim, esperamos que este tema tenha contribuido para despertar nos partici-
pantes o interesse em utilizd-lo e abrir novas fronteiras de estudos e pesquisas.
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