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PREFÁCIO

O Curso de Licenciatura em Matemática da UNIFAP está organizando o 4o

Colóquio de Matemática da Região Norte, que ocorrerá no perı́odo de 7 a 11 de
novembro de 2016 e para o qual tivemos aceito este minicurso sobre Sistemas
Dinâmicos Lineares no R2, tema de grande importância para acadêmicos e pes-
quisadores de todas as áreas de conhecimento cientı́fico. A restrição deste tema se
dá pela carga horária prevista para o minicurso, porém em outras oportunidades
avançaremos para sistemas não lineares e quase lineares. É só o participante ficar
atento.

Os sistemas dinâmicos têm grandes aplicações na modelagem matemática
e estudo qualitativo de fenômenos biomatemáticos (a matemática que estuda a
vida), biológicos, comportamentais, econômicos, fı́sicos, quı́micos e sociais entre
outros. A análise qualitativa diz respeito à estabilidade do sistema na vizinhança
de um ou mais pontos crı́ticos de um sistema. Estes são compostos por Equações
Diferenciais Ordinárias – EDO’s de ordem n e servem para a melhor compre-
ensão (descrição) de fenômenos no que diz respeito à natureza das observações.
Os sistemas autônomos são compostos por EDO’s no Rn e as soluções também
são funções do Rn. Neste minicurso, abordaremos somente os sistemas dinâmicos
lineares de primeira ordem no R2, isto é, aqueles cuja região de domı́nio é Ω ⊂
R2 → R2.

Um dos principais pesquisadores sobre sistemas dinâmicos é Jules Henri Poincaré
(1854 – 1912), matemático francês, por ser um dos precursores dos estudos sobre
sistemas dinâmicos (autônomos), tendo apresentado as descrições do que hoje é
conhecido como plano de fase, bem como estudos sobre ponto crı́tico, estabilidade
e também sobre a existência de ciclos limites para sistemas não lineares, porém
outros contribuiram, como por exemplo o matemático Bendixon, Dulac, Hartann
e Grobman.

Neste livro estudaremos as teorias que servem de fundamentação cientı́fica
para a utilização de sistemas dinâmicos no entendimento dos fenômenos citados
no inı́cio deste prefácio e também as aplicações práticas, objetivando sempre os
participantes a entenderem para que servem os conteúdos estudados.

FERREIRA, J. S. P.

1
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Capı́tulo 1

SISTEMAS DINÂMICOS

Definição 1.1. Segundo [1], os sistemas dinâmicos são aqueles compostos por
equações independentes do tempo. As equações que compõem o sistema são
EDO’s de ordem n:

F (X) : Ω ⊂ Rn → Rn

onde Ω é uma região aberta denominada de domı́nio e X ∈ Rn.
Os sistemas dinâmicos de primeira ordem, são formados por EDO’s de pri-

meira ordem, conforme a representação a seguir:

Ẋ = F (X) (1.1)

em que Ẋ =


ẋ1
...
ẋn

 é o vetor velocidade das trajetórias (órbitas), F = (f1, · · · , fn)

é a função campo vetorial e X =


x1
...
xn

 é o vetor solução do sistema dinâmico

(1.1).
A função de campo vetorial do segundo membro do sistema (1.1):

F (X) = AX + h(X) (1.2)

é formada por partes correspondentes a linear e a não linear, por isso os sistemas
dinâmicos classificam-se em lineares, não lineares ou quase lineares.

Considerando-se que este livro abordará somente os lineates, a partir da seção
seguinte estudaremos somente os lineares.

3
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4 CAPÍTULO 1. SISTEMAS DINÂMICOS

1.1 Sistemas dinâmicos lineares no Rn

Definição 1.2. Os sistemas dinâmicos lineares no Rn são aqueles em que a função
h(X) da equação (1.2) é nula, isto é:

h(X) = 0,

ficando (1.2) reduzido a forma abaixo:

Ẋ = AX (1.3)

são também definidos como homogêneos.

Em que A =


a11 · · · a1n

... . . . ...
an1 · · · ann

 é a matriz dos coeficientes reais constantes

(particularmente nestes estudos). Deste modo, um sistema dinâmico linear no Rn,
a partir de (1.3) é escrito conforme a seguir:

ẋ1
...
ẋn

 =


a11 · · · a1n

... . . . ...
an1 · · · ann



x1
...
xn


equivalente a: 

ẋ1 = a11x1 + · · ·+ a1nx1
...

...
...

ẋn = an1x1 + · · ·+ annxn

(1.4)

Na subseção seguinte, deduziremos uma solução X para sistema dinâmico
linear do tipo (1.3).

1.1.1 Solução de um sistema dinâmico linear no Rn

Teorema 1.1. A solução geral de um sistema dinâmico no Rn é a função vetorial
seguinte:

X(t) = PetDP−1X0 (1.5)

Demonstração. Seja Ẋ = AX um sistema autônomo linear no Rn. Sabe–se que
Ẋ = dX/dt. Substituindo-se, tem-se: dX/dt = AX. Usando o método de
separação de variáveis, tem-se: dX/X = Adt. Integrando-se ambos os membros
desta igualdade, tem-se:

∫
dX/dt = A

∫
dt. Resolvendo-se a integral, tem-se:

lnX = tA + K. Resolvendo-se o logaritmo natural, decorre que: X = etA+K .
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1.1. SISTEMAS DINÂMICOS LINEARES NO RN 5

Aplicando-se a propriedade de produto de potência no lado direito desta igual-
dade, tem-se: X = etAeK . Para determinar o valor da constante K, usa-se as
condições iniciais (ou de contorno), X(0) = X0. Assim, X(0) = e0eK = X0.
Consequentemente, eK = X0. Substituindo-se este último resultado em X =
X0e

tA. Se a matriz A for diagonalizável, então ela pode ser decomposta em um
produto matricial, conforme a seguir: A = PDP−1. Substituindo-se este re-
sultado no anterior, obtém-se: X = X0e

t(PDP−1). Pelo método de exponencial
matricial, temos que: etA = PetDP−1. Substituindo-se esta matriz exponencial,
no resultado anterior, obtém-se (1.5), em que P é a matriz cujas colunas sao os
autovetores associados aos autovalores da matriz A, D é a matriz diagonal cujos
elementos são os autovalores da matriz A, P−1 é a matriz inversa de P e X0 é o
vetor das constantes.

Exponencial matricial

Para obter o resultado (1.5) usamos o seguinte teorerma:

Teorema 1.2. A exponencial matricial da matriz A é

etA = PetDP−1 (1.6)

Por isso vamos demonstrá-lo a seguir:

Demonstração. A série de Taylor da função exponencial f(t) = et é sn =
∞∑
n=0

tn

n! .

De maneira análoga, para a função exponencial f(tA) = etA, é:

etA =
∞∑
n=0

tnAn

n! (1.7)

A matriz A é diagonalizável e pode ser escrita como: A = PDP−1. A enésima
potência da matriz quadrada A é obtida por:

(1.8)

An = A · A · A · · ·A︸ ︷︷ ︸
n vezes

= PDP−1 · P︸ ︷︷ ︸
In

DP−1 · · ·PDP−1 · P︸ ︷︷ ︸
In

DP−1

= PDIDP−1 · · ·PDIDP−1

= PDDP−1 · · ·PDDP−1

= PD2P−1 · · ·PD2P−1

= PDnP−1

An = PDnP−1 (1.9)
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6 CAPÍTULO 1. SISTEMAS DINÂMICOS

portanto, (1.9) é a enésima potência de uma matriz quadrada de ordem n.
Substituir (1.9) em (1.7), tem-se:

etA =
∞∑
n=0

tnPDnP−1

n!

como a série acima depende de n, os termos independentes de n podem ser colo-
cados em evidência. Assim, as matrizes P e P−1 são escritas conforme a seguir:

etA = P

( ∞∑
n=0

tnDn

n!

)
P−1 (1.10)

Contudo, a série de potência entre parênteses é a série de Taylor para a função
f = etD:

etD =
∞∑
n=0

tnDn

n! (1.11)

Substituindo-se (1.11) na equação (1.10), encontramos a exponencial matricial de
A, conforme a seguir:

etA = PetDP−1. (1.12)

1.1.2 Ponto crı́tico e estabilidade
Nos sistemas autônomos, muitas vezes é mais interessante o estudo do com-

portamento das funções soluções na vizinhança de um ponto fixo que o estudo
da própria solução. Este comportamento é denominado estabilidade do sistema e
pode ser analisado a partir dos sinais de seus autovalores e de sua complexibiliade.

Definição 1.3. (Ponto crı́tico)
Segundo [1], dado o sistema Ẋ = F (X). Um ponto X̄ ∈ Rn é dito ponto

crı́tico do sistema se Fi(X̄) = 0, para todo i = 1, · · · , n, quando Ẋ = 0.

Definição 1.4. (Ponto crı́tico estável)
De acordo com [1], um ponto crı́tico X̄ do sistema autônomo Ẋ = F (X) é um

ponto estável se, dado ε > 0 e δ > 0 tal que toda solução φ(t) do sistema que
satisfaz em t = t0,

∥∥∥φ(t0)− X̄
∥∥∥ < δ, então

∥∥∥φ(t)− X̄
∥∥∥ < ε, ∀t ≤ t0.

Isto significa que toda solução que começa próxima ao ponto crı́tico X̄ (raio
δ) permanece próxima a ele (raio ε).

Definição 1.5. (Ponto crı́tico assintoticamente estável)
A esse respeito [1], um ponto crı́tico X̄ do sistema autônomo Ẋ = F (X) é um

ponto assintoticamente estável se existir δ0 > 0 tal que ‖φ(t0) − X̄‖< δ0, então
limφ(t) = X̄, quando t→∞.
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1.2. SISTEMAS DINÂMICOS LINEARES NO R2 7

Isso significa que uma solução que começa próxima ao ponto crı́tico X̄, não
somente permanece próxima a este ponto, como também tende a ele quando t →
∞

Definição 1.6. Ponto crı́tico instável
Conforme [1], um ponto crı́tico X̄ do sistema autônomo Ẋ = F (X) é um ponto

instável se existe ε > 0 tal que para todo δ > 0 se verifica ‖φ(t0)− X̄‖< δ, existe
algum t > t0 tal que ‖φ(t)− X̄‖> ε.

Isso significa que ao menos uma solução que começa próxima ao ponto crı́tico
X̄ se afasta do mesmo.

Devido ao tempo (carga horária) destinado(a) ao(s) minicurso(s), serão anali-
sados somente os sistemas dinâmicos no R2, por isso nas seções e subseções do
capı́tulos seguintes, centralizaremos os nossos estudos somente nesta dimensão.

1.2 Sistemas dinâmicos lineares no R2

A dimensão do espaço topológico determina o número de equações. Se F :
Ω ⊂ R2 → R2 então o sistema possui duas equações e cada equação tem no
máximo duas variáveis independentes.

Segundo [1], um sistema dinâmico de segunda ordem é do tipo{
ẋ = ax+ by
ẏ = cx+ dy

(1.13)

onde os coeficientes a, b, c e d são constantes reais. Pode ser representado por:

(1.14)
[
ẋ
ẏ

]
=
[
a b
c d

] [
x
y

]
ou

Ẋ = AX. (1.15)

1.2.1 Ponto crı́tico
Para este sistema, o ponto de equilı́brio é a origem X̄ = (0, 0). Este ponto é

isolado, isto é, é o único ponto de equilı́brio de (1.13) no disco (domı́nio)

Bε =
{

(x, y) ∈ R2;x2 + y2 < ε
}

= Ω.

Observação 1.1. Se o sistema
{
ax+ by = 0
cx+ dy = 0 tem solução única {x = 0, y =

0} então

∣∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣∣ = ad− bc 6= 0.
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8 CAPÍTULO 1. SISTEMAS DINÂMICOS

1.2.2 Redução a uma EDO de 2a ordem, linear e homogênea
Vamos resolver (reduzir) o sistema (1.13) usando o método de eliminação.

Podemos substituir o sistema (1.13) numa equação diferencial de segunda ordem.
Supondo que b 6= 0, tiramos o valor de y na primeira equação do sistema (1.13):

y = 1
b

(
dx

dt
− ax

)
,

agora, derivando ambos os membros desta equação:

dy

dt
= 1
b

(
d2x

dt2
− adx

dt

)
,

e substituindo o valor de dy/dt acima na segunda equação do sistema (1.13):

1
b

(
d2x

dt2
− adx

dt

)
= cx+ d

[
1
b

(
dx

dt
− ax

)]

multiplicar por b 6= 0:

d2x

dt2
− adx

dt
= bcx+ d

dx

dt
− adx,

d2x

dt2
− adx

dt
− ddx

dt
− bcx+ adx = 0

ou,
d2x

dt2
− (a+ d)dx

dt
+ (ad− bc)x = 0 (1.16)

1.2.3 Polinômio caracterı́stico
O polinômio caracterı́stico associado a equação (1.16) é dado por:

P (λ) = λ2 − (a+ d)λ+ (ad− bc) = 0 (1.17)

em que Θ é o traço
Θ = Tr(A) = a+ d (1.18)

e Γ o determinante
Γ = Det(A) = ad− bc (1.19)

da matriz A =
[
a b
c d

]
.
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1.2. SISTEMAS DINÂMICOS LINEARES NO R2 9

1.2.4 Autovalores ou valores próprios
São as raı́zes do polinômio (equação) caracterı́stico(a) (1.17). Os seus valores

são encontrados pelas seguintes equações:

λ1 = Θ +
√

Θ2 − 4Γ
2

e

λ2 = Θ−
√

Θ2 − 4Γ
2 .

1.2.5 Discriminante
O discriminante (∆) também assume um papel importante na análise qualita-

tiva de um sistema dinâmico linear no R2, pois conforme o seu sinal, as trajetórias
tem um comportamento na vizinhança e afastando-se do ponto crı́tico. A sua
representação é:

(1.20)∆ = Discr(A)
= Θ2 − 4Γ.

Substituindo-se as equações (1.18) e (1.19) na equação (1.17), o polinômio
caracterı́stico também é representado da seguinte forma:

P (λ) = λ2 −Θλ+ Γ = 0 (1.21)

As raı́zes do polinômio caracterı́stico (1.17) ou (1.21) são denominadas de
autovalores ou valores próprios (eigenvalues).

1.2.6 Autovetores ou vetores próprios
São os autovetores associados aos respectivos autovalores.
Segundo [4], nós escrevemos o sistema de equações (1.15) em notação vetorial

como
dX
dt

= AX, (1.22)

onde

X =
[
x1
x2

]
, (1.23)

e

A =
[
a b
c d

]
, (1.24)

para um sistema 2 × 2. (De modo mais geral, A é uma matriz n × n, e X é um
n-vetor quando estamos lidando com um sistema de n equações diferenciais com
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iã
o

N
or

te
-M

ac
ap

á
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10 CAPÍTULO 1. SISTEMAS DINÂMICOS

n variáveis.) A multiplicação de matrizes, a notação dX
dt

representa um vetor cujas
entradas são dx1/dt e dx2/dt.

Para sistemas do tipo (1.22) nós assumiremos que a solução também é da
forma

X(t) = veλt. (1.25)

Derivando-se (1.25) em função do tempo, tem-se:

(1.26)
dX(t)
dt

= v
d

dt

(
eλt
)

= vλeλt.

Agora v deve ser um vetor cujas entradas são independentes do tempo. Usando
essa idéia, nós substituimos (1.26) e (1.25) em (1.22), temos:

λveλt = Aveλt

Aveλt − λveλt = 0
(Av− λv)eλt = 0.

A última igualdade tem de ser satisfeita se (1.26) ser uma solução de sistema
(1.22). Cancelar o fator comum eλt resulta em

Avi = λivi. (1.27)

onde no R2, i = 1, 2.
Os vetores próprios são obtidos pela seguinte equação:

vi =
[

1
λi−a
b

]
(1.28)

para b 6= 0.
Uma vez que os eingenvectors v1 e v2 são encontrados, a solução geral (desde

que λ1 6= λ2 e ambos são reais) é dada pela equação (1.29).

1.2.7 Solução geral de SDL no R2

Se ∆ > 0 então λ1 6= λ2 e a solução geral de (1.13) é dada por:

(1.29)X(t) =
{
x(t) = c1e

λ1t + c2e
λ2t

y(t) = c1
λ1−a
b
eλ1t + c2

λ2−a
b
eλ2t .

Se ∆ = 0 então os λ1 = λ2 e a solução geral de (1.13) é dada por:

(1.30)X(t) =
{
x(t) = (c1 + c2t)eλt
y(t) = (d1 + d2t)eλt

.

onde λ = λ1 = λ2 e apenas duas das constantes c1, d1, c2 e d2 são independentes.
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1.2. SISTEMAS DINÂMICOS LINEARES NO R2 11

Observação 1.2. O fato de supormos ad− bc 6= 0 nos dá λ1 6= 0 e λ2 6= 0.

Se b = 0, resolvemos diretamente a primeira equação de (1.13) e encontramos
x(t) = c1e

at. Substituindo este valor na segunda equação encontramos

(1.31)y(t) = c2e
dt + cc1

a− d
eat

se a 6= d, ou,

(1.32)y(t) = c2e
dt + cc1e

at

se a = d.

Teorema 1.3. De uma maneira geral a solução do sistema (1.13) é dada por:

(1.33)X(t) =
{
x(t) = c1e

tλ1 + c2e
tλ2

y(t) = d1e
tλ1 + d2e

tλ2

onde entre cada duas constantes, c1, d1 e c2, d2, apenas uma é independente.

Demonstração. Os autovetores ou vetores próprios da matriz A são obtidos pela

equação (1.28). A matriz P é definida por P =
[

1 1
λ1−a
b

λ2−a
b

]
. A inversa

de P é P−1 = 1
det(P )

[
λ2−a
b
−1

a−λ1
b

1

]
. O determinante de P é: det(P ) = λ2−λ1

b
.

Substituindo-se este resultado na inversa de P, tem-se: P−1 = b
λ2−λ1

[
λ2−a
b
−1

a−λ1
b

1

]
.

O vetor X =
[
e
f

]
. A solução geral no R2 obtém-se pela equação (1.5) com
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12 CAPÍTULO 1. SISTEMAS DINÂMICOS

n = 2. A exponencial matricial de D, é: etD =
[
etλ1 0
0 etλ2

]
. Deste modo,

X =
[

1 1
λ1−a
b

λ2−a
b

] [
etλ1 0
0 etλ2

]
b

λ2 − λ1

[
λ2−a
b
−1

a−λ1
b

1

] [
e
f

]

= b

λ2 − λ1

[
1 1

λ1−a
b

λ2−a
b

] [
etλ1 0
0 etλ2

] [
λ2−a
b
−1

a−λ1
b

1

] [
e
f

]
︸ ︷︷ ︸

= b

λ2 − λ1

[
1 1

λ1−a
b

λ2−a
b

] [
etλ1 0
0 etλ2

] [
λ2−a
b
e− f

a−λ1
b
e+ f

]
︸ ︷︷ ︸

= b

λ2 − λ1

[
1 1

λ1−a
b

λ2−a
b

]  etλ1
(
λ2−a
b
e− f

)
etλ2

(
a−λ1
b
e+ f

) 
︸ ︷︷ ︸

= b

λ2 − λ1

 etλ1
(
λ2−a
b
e− f

)
+ etλ2

(
a−λ1
b
e+ f

)
λ1−a
b
etλ1

(
λ2−a
b
e− f

)
+ λ2−a

b
etλ2

(
a−λ1
b
e+ f

) 
=
 1

(
(λ2−a)e
λ2−λ1

− bf
λ2−λ1

)
etλ1 + 1

(
(a−λ1)e
λ2−λ1

+ bf
λ2−λ1

)
etλ2

λ1−a
b

(
(λ2−a)e−bf

b

)
b

λ2−λ1
etλ1 + λ2−a

b

(
(a−λ1)e+f

b

)
b

λ2−λ1
etλ2


=
 1

(
(λ2−a)e−bf
λ2−λ1

)
etλ1 + 1

(
(a−λ1)e+bf
λ2−λ1

)
etλ2

λ1−a
b

(
(λ2−a)e−bf
λ2−λ1

)
etλ1 + λ2−a

b

(
(a−λ1)e+bf
λ2−λ1

)
etλ2


onde c1 = (λ2−a)e−bf

λ2−λ1
, c2 = (a−λ1)e+bf

λ2−λ1
, d1 = λ1−a

b

(
(λ2−a)e−bf
λ2−λ1

)
e d2 = λ2−a

b

(
(a−λ1)e+bf
λ2−λ1

)
,

para λ1 6= λ2 ∈ R.
Portanto,

X(t) =
{
x(t) = c1e

λ1t+ d1e
λ2t

y(t) = c2e
λ1t+ d2e

λ2t
.

Analisando-se a demonstração acima, é possı́vel escrever a solução (1.33) em
função dos autovetores da matriz A, conforme abaixo:

X(t) =
[

1
λ1−a
b

](
(λ2 − a)e− bf

λ2 − λ1

)
eλ1t+

[
1

λ2−a
b

](
(a− λ1)e+ bf

λ2 − λ1

)
eλ2t

= C1v1e
tλ1 + C2v2e

tλ2

=
2∑
i=1

Civietλi .

Teorema 1.4. A solução geral de um SDL no Rn em função de seus autovalores
é:

X(t) =
n∑
i=1

Civietλi . (1.34)
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óq

ui
o

de
M

at
em

át
ic

a
da

R
eg

iã
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1.2. SISTEMAS DINÂMICOS LINEARES NO R2 13

em que Ci são as constantes, λi e vi os respecrtivos auvetores

Demonstração. Exercı́cio proposto ao leitor (ou minicursista).

1.2.8 Classificação (natureza) dos pontos crı́ticos
Desta forma, o estudo da natureza do ponto crı́tico X̄ = (0, 0) fica restrito ao

comportamento dos valores de λ1 e λ2, pois será:

1. estável, se x(t) e y(t) permanecem limitados, quando t→ +∞;

2. assintoticamente estável se x(t)→ 0 e y(t)→ 0 , quando t→ +∞;

3. instável se x(t)→∞, quando t→ +∞.

Podemos simplificar as várias alternativas em relação ao comportamento das
raı́zes λ1 e λ2, utilizando as equações (1.18), (1.19) e (1.20). Uma variação dos
sinais de ∆, Θ e Γ nos leva a diferentes tipos de estabilidades. Senão vejamos:

1. Raı́zes λ1 e λ2 reais e distintas (∆ > 0).

a. λ1 e λ2 têm o mesmo sinal (Γ > 0):

(i) λ1 > 0 e λ2 > 0 (Θ > 0)⇒ ponto instável
(ii) λ1 < 0 e λ2 < 0 (Θ < 0)⇒ ponto assintoticamente estável

b. λ1 e λ2 têm sinais opostos (Γ < 0):

λ1 > 0 e λ2 < 0 ou λ1 < 0 e λ2 > 0

Tomando a expressão geral (1.33) da solução do sistema (1.13) [· · ·].
Neste caso, o ponto de equilı́brio é denominado ponto de sela.

2. Raı́zes λ1 e λ2 reais e iguais (∆ = 0).

A solução geral de (1.13) é dada por:{
x(t) = (c1 + c2t)eλt
y(t) = (d1 + d2t)eλt

(1.35)

(i) Se Θ > 0, λ = (a + d)/2 > 0 e, portanto, a direção do movimento
em todas as órbitas se afastará do ponto crı́tico X̄ = (0, 0), que será
instável.

(ii) Se Θ < 0, λ = (a + d)/2 < 0. Neste caso, independentemente dos
valores das constantes, a direção do movimento em todas as órbitas se
aproximará do ponto crı́tico X̄ = (0, 0), que será, pois assintoticamente
estável.
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14 CAPÍTULO 1. SISTEMAS DINÂMICOS

3. Raı́zes λ1 e λ2 complexas conjugadas (∆ < 0).

As raı́zes dos polinômios caracterı́sticos (1.21 são:

λ1 = α + iβ e λ2 = α− iβ

e a solução geral de (1.13) toma a forma{
x(t) = eαt(c1 cos(βt) + c2 sin(βt))
y(t) = eαt(d1 cos(βt) + d2 sin(βt)) (1.36)

onde somente duas constantes são independentes. Como as partes trigo-
nométricas de x(t) e y(t) são limitadas, a natureza do ponto crı́tico X̄ =
(0, 0) é determinada pelo sinal da parte real das raı́zes:

α = a+ d

2 = a+ d

2 = Θ
2

(i) Se α < 0, o movimento de todas as trajetórias é em direção ao ponto
crı́tico (estabilidade assintótica) e, se α > 0, acontece o contrário
(instabilidade).

(ii) Se α = 0, λ1 = iβ e λ2 = −iβ, o movimento é periódico no tempo
e as órbitas do sistema são curvas fechadas contendo em seu interior
o ponto crı́tico estável X̄ = (0, 0)), que neste caso é denominado de
centro.

Teorema 1.5. Seja X̄ = (0, 0) ponto crı́tico do sistema linear (1.13) Dizemos que
X̄ = (0, 0):

(a) é assintoticamente estável se Θ = Tr(A) < 0 e Γ = det(A) > 0;

(b) é estável se Θ = Tr(A) = 0 e Γ = det(A) > 0;

(c) é instável se Θ = Tr(A) > 0 ou Γ = det(A) < 0.

Demonstração. Encontra-se em: [3] e [4].

Um estudo mais suscinto qualitativamente de sistemas lineares bidimensionais
é apresentado por [2], que complementa resumidamente o estudo anteriormente
apresentado que diz o seguinte: o estudo da natureza do ponto de equilı́brio X̄ =
(0, 0) fica restrito ao comportamento dos valores λ1 e λ2, mais especificamente
dos seus sinais. Assim X̄ = (0, 0) será:
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1.2. SISTEMAS DINÂMICOS LINEARES NO R2 15

1. Estável, se cada ponto X(t) =
[
x(t)
y(t)

]
numa vizinhança de X̄ = (0, 0)

permanece limitado quando t→∞;

isto ocorre se as raı́zes λ1 e λ2 são números imaginários: λ1 = βi e λ2 =
−βi.

2. Assintoticamente estável, se cada ponto X(t) =
[
x(t)
y(t)

]
→ X̄ = (0, 0)

quando t→∞;

isto ocorre se as raı́zes λ1 e λ2 são ambos negativos ou, se complexos, então
a parte real é negativa (α < 0).

3. instável se x→∞, quando t→ +∞;

isto ocorre se pelo menos uma das raı́zes λ1 ou λ2 for positiva.

Podemos resumir os tipos de estabilidade do ponto X̄ = (0, 0) em seis casos
distintos: nó instável, ponto de sela, espiral (sentido anti-horário), nó estável,
espiral (sentido horário) e centro.

Os diferentes tipos de órbitas obtidas do sistema linear (1.13) cujo polinômio
caracterı́stico é (1.21) (ad− bc 6= 0), estão resumidas na Tabela 1.1. A Tabela 1.1

Tabela 1.1: Tipos de ponto de equilı́brio e estabilidade de SDL.
Discriminante Autovalor Tipo de Ponto Esboço Estabilidade

de Equilı́brio da Órbita
λ1 > λ2 > 0 Nó 1.1(a) Instável

∆ > 0 λ1 < λ2 < 0 Nó AE
λ1 < 0 < λ2 PS 1.1(b) Instável
λ1 = λ2 > 0 Nó Instável

∆ = 0 λ1 = λ2 < 0 Nó 1.2(a) AE
λ = α± iβ

∆ < 0 α > 0 (i) PE 1.1(c) Instável
α < 0 (ii) PE 1.2(b) AE
α = 0 Centro 1.2(c) Estável

Fonte: [1] (1988).
N.A.: AE: Assintoticamente Estável; PS: Ponto de Sela; PE: Ponto Espiral;
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16 CAPÍTULO 1. SISTEMAS DINÂMICOS

(a) (b)

(c)

Figura 1.1: (a) Nó instável (λ1 e λ2 > 0); (b) Ponto de sela (λ1 > 0 e λ2 < 0);
(c) Espiral (λ1,2 = +α ± βi). São os três casos de pontos instáveis de sistemas
lineares bidimensionais.
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1.2. SISTEMAS DINÂMICOS LINEARES NO R2 17

(a)

(b)

(c)

Figura 1.2: (a) Plano de fase: ∆ = 0 e λ1 = λ2 < 0. (b) Plano de fase: ∆ < 0 e
α < 0 ;(c) Plano de fase: ∆ < 0 e α = 0.
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Capı́tulo 2

APLICAÇÕES

Neste capı́tulo estudaremos algumas aplicações de sistemas dinâmicos linea-
res no R2, com o objetivo de fixação dos conteúdos estudados no Capı́tulo 1.

2.1 Sistema dinâmico linear: λ2 < 0 < λ1

Considere o sistema autônomo linear de EDO’s:{
ẋ1(t) = x1 − x2
ẋ2(t) = −4x1 + x2

(2.1)

Resolva-o a partir da contribuição dos seus autovalores e autovetores.

2.1.1 (Re)solução
Trata-se de um sistema dinâmico (autônomo) linear (SDL) que tem um único

ponto crı́tico que é a origem Ẋ = (0, 0) e a sua estabilidade é estudada a partir dos
sinais de seus autovalores λ.

Este sistema (2.1) pode ser escrito sob a forma matricial (1.3)[
ẋ1
ẋ2

]
=
[

1 −1
−4 1

] [
x1
x2

]
em que

A =
[

1 −1
−4 1

]
(2.2)

é a matriz com os coeficientes constantes deste sistema.
A matriz (2.2) é diagonalizável, porque pode ser decomposta nas matrizes:

D =
[

3 0
0 −1

]
, em que λ1 = 3 e λ2 = −1 são os autovalores da matriz A,

19
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20 CAPÍTULO 2. APLICAÇÕES

P =
[

v1 v2
]

=
[

1 1
−2 2

]
, em que v1 =

[
1
−2

]
e v2 =

[
1
2

]
e P−1 =[

1/2 −1/4
1/2 1/4

]
= 1

4

[
2 −1
2 1

]
, são tais que:

A = PDP−1.

Como os autovalores têm sinais contrários, a origem é o ponto de equilı́brio
instável e neste caso denominado de ponto de sela. A Figura 1.1(b) ilustra muito
bem o comportamento das órbitas (trajetórias) na vizinhança deste ponto crı́tico.
As retas no diagrama de fase da mesma figura, estão respectivamente na direção
dos autovetores v1 e v2.

A solução geral do sistema (2.1) sob a forma da exponencial matricial (1.5),
é:

(2.3)

[
x1(t)
x2(t)

]
=
[

1 1
−2 2

] [
e3t 0
0 e−t

] (
1
4

) [ 2 −1
2 1

] [
x0
y0

]

=
(

1
4

) [ 1 1
−2 2

] [
e3t 0
0 e−t

]
︸ ︷︷ ︸

[
2 −1
2 1

] [
x0
y0

]

=
(

1
4

) [ e3t e−t

−2e3t 2e−t
] [

2 −1
2 1

]
︸ ︷︷ ︸

[
x0
y0

]

=
(

1
4

) [ 2e3t + 2e−t −e3t + e−t

−4e3t + 4e−t 2e3t + 2e−t
] [

x0
y0

]
︸ ︷︷ ︸

=
(

1
4

) [ (2e3t + 2e−t)x0 + (−e3t + e−t)y0
(−4e3t + 4e−t)x0 + (2e3t + 2e−t)y0

]

=
(

1
4

) [ (2x0 − y0)e3t + (2x0 + y0)e−t
(−4x0 + 2y0)e3t + (4x0 + 2y0)e−t)

]

=
 (

x0
2 −

y0
4

)
e3t +

(
x0
2 + y0

4

)
e−t(

−x0 + y0
2

)
e3t +

(
x0 + y0

2

)
e−t


=
 (

x0
2 −

y0
4

)
e3t +

(
x0
2 + y0

4

)
e−t

−2
(
x0
2 −

y0
4

)
e3t + 2

(
x0
2 + y0

4

)
e−t


=
[

c1e
3t + c2e

−t

−2c1e
3t + 2c2e

−t

]
.

onde c1 =
(
x0
2 −

y0
4

)
e c2 =

(
x0
2 + y0

4

)
. Portanto, este resultado corresponde a
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iã
o

N
or

te
-M

ac
ap

á
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2.2. ESTABILIDADES DO OSCILADOR HARMÔNICO 21

solução (1.29).

(2.4)

X(t) =
{
x(t) = c1e

3t + c2e
−1t

y(t) = c1
3−1
−1 e

3t + c2
−1−1
−1 e−1t

=
{
x(t) = c1e

3t + c2e
−t

y(t) = c1
2
−1e

3t + c2
−2
−1e

t

=
{
x(t) = c1e

3t + c2e
−t

y(t) = −2c1e
3t + 2c2e

t .

Observe que a solução (2.3) é mais longa e demorada em comparação a solução
(2.4).

Solução em função dos autovetores

Caso o leitor queira deixar a solução X(t) em função dos autovetores, basta
explicitá-lo na solução (2.4), como mostrado a seguir:

X(t) = c1

[
1
−2

]
e3t + c2

[
1
2

]
e−t. (2.5)

Para determinar as constantes c1 e c2, utilizamos as condições inciciais. Supo-
nhamos que x(0) = 0 e y(0) = 4. Substituindo-as nas constantes c1 =

(
0
2 −

4
4

)
=

−1 e c2 =
(

0
2 + 4

4

)
= 1. Agora, substituindo c1 = −1 e c2 = 1 na solução (2.5),

tem-se:

X(t) = −1
[

1
−2

]
e3t + 1

[
1
2

]
e−t. (2.6)

o que resulta em uma solução para o PVI, conforme abaixo:

X(t) =
{
x(t) = −e3t + e−t

y(t) = 2e3t + 2e−t (2.7)

Na seção seguinte vamos analisar qualitativamente o sistema autônomo que
modela o oscilador harmônico simples.

2.2 Estabilidades do oscilador harmônico
De acordo com [1] (1988, p. 343), “[..] a equação de um oscilador harmônico

dada por ”

(2.8)
d2x

dt2
+ b

m

dx

dt
+ k

m
x = 0.
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iã
o

N
or

te
-M

ac
ap

á
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22 CAPÍTULO 2. APLICAÇÕES

onde b é avelocidade escalar e m 6= 0 é a massa do sistema massa-mola, que
caracteriza a imposição de duas forças, uma proporcional ao deslocamento e a
outra proporcional à velocidade da partı́cula (de massa unitária) que se desloca.

Neste exemplo, estamos considerando a massa unitária (m = 1), logo a equação
(2.8) é reescrita conforme a seguir:

(2.9)
d2x

dt2
+ b

dx

dt
+ kx = 0.

Existem três (3) categorias de osciladores harmônicos (OH), a saber: oscilador
harmônico simples (OHS: velocidade nula, b = 0), oscilador harmônico amorte-
cido (OHA: velocidade não nula, b 6= 0) e oscilador harmônico forçado (OHF:
não homogêneo). As duas primeiras categorias são EDO’s de segunda ordem ho-
mogêneas.

Por serem homogêneas, vamos estudar as duas primeiras categorias: a pri-
meira em que a velocidade é nula1 e a segunda, considerando-se a velocidade
positiva2 e considerando a velocidade negativa3.

2.2.1 Velocidade nula: b = 0 (OHS)
Suponhamos que a velocidade seja nula (b = 0), então a equação (2.9) se

reduz a
d2x

dt2
= −kx. (2.10)

Adotaremos k > 0. A equação (2.9) de segunda ordem é equivalente ao sistema

(2.11)
{

dx
dt

= y
dy
dt

= −kx .

Vetor solução

A solução deste sistema (2.11) é obtida conforme a seguir. Pode-se escrever
sob a forma (1.14) e nos ajudar a identificar se ele é linear ou não linear:

(2.12)
[
ẋ
ẏ

]
=
[

0 1
−k 0

] [
x
y

]
1N.A.: A velocidade é nula em um OH quando o corpo encontra-se nos extremos do sistema

massa mola (amplitude máxima positiva ou negativa). A justificativa é que o sistema está mudando
de sentido.

2N.A.: Suponhamos que o perı́odo do OHA seja T = 2π e o sistema massa mola esteja na
posição inicial, −A. No intervalo de ]0, T/2[ a velocidade é positiva e em T/4 é máxima porque
está passando pela origem do sistema.

3N.A.: No intervalo de ]T/2, T [ a velocidade é negativa e em 3T/2 é máxima (porém com
sinal negativo) porque está passando novamente pela origem do sistema.
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óq

ui
o

de
M

at
em

át
ic

a
da

R
eg

iã
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2.2. ESTABILIDADES DO OSCILADOR HARMÔNICO 23

portanto, é linear.
O Θ = 0, Γ = k > 0 e ∆ = −4k < 0; com estes três parâmetros podemos

escrever o polinômio caracterı́stico da matriz A, a partir da equação (1.21):

P (λ) = λ2 + k = 0 (2.13)

cujas raı́zes (autovalores) são:

λ1 = +i
√
k

e
λ2 = −i

√
k

complexas conjugadas, com α = 0 e β =
√
k. Como α = 0 o sistema é estável

e o ponto crı́tico X = (0, 0) é um centro (ver o item 1 da análise qualitativa), e as
soluções X(t) são periódicas.

O vetor solução, é:

X(t) =
{
x(t) = x0 cos(

√
kt) + y0 sin(

√
kt)

y(t) =
√
k(y0 cos(

√
kt) + x0 sin(

√
kt))

onde x0 e y0 são valores iniciais das variáveis de estado para t = 0.

Observação 2.1. Para m 6= 1 > 0, β =
√

k
m

= ω0 é a frequência natural do
sistema.

Retrato de fase

As trajetórias das órbitas são obtidas diretamente da solução ou através da
equação

dx

dy
= − y

kx

cuja integração
kxdx+ ydy = 0

k
∫
xdx+

∫
ydy =

∫
0

k
x2

2 + y2

2 = 0 + C

multiplicando-se por 2:
kx2 + y2 = 2C = c1

kx2

c1
+ y2

c1
= 1
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óq
ui

o
de

M
at

em
át

ic
a

da
R

eg
iã
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24 CAPÍTULO 2. APLICAÇÕES

x2

c1
k

+ y2

c1
= 1

nos dá
x2(√
c1
k

)2 + y2

(√c1)2 = 1 (2.14)

sendo c1 > 0 uma constante arbitrária.
Tais curvas (2.14) são elipses centradas na origem (ver Figuras 2.1(a) e 2.1(c))

ou circunferências concêntricas, se k = 1 (ver Figura 2.1(b)).

(a) (b)

(c)

Figura 2.1: (a) 0 < k < 1: trajetorias elı́pticas no sentido horário, com eixo maior
paralelo ao eixo horizontal; (b) k = 1: circunfrerências concênricas; (c) k > 1:
trajetórias elı́pticas com eixo maior paralelo ao eixo vertical.

Fonte: Do Autor, com o auxı́lio do software Mathematica do Wolfran (2016).
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2.2.2 Velocidade positiva: b > 0
Considerando agora a velocidade positiva no OH (b > 0), a equação (2.8) é

equivalente ao sistema dinâmico

(2.15)
{

dx
dt

= y
dy
dt

= −kx− by

Vetor solução: X(t)

A solução deste sistema (2.15) é análoga a seção anterior. Pode-se escrevê-lo
sob a forma (1.14) o que nos ajuda a identificar se ele é linear ou não linear:

(2.16)
[
ẋ
ẏ

]
=
[

0 1
−k −b

] [
x
y

]

portanto, é linear.
O Θ = −b, Γ = k > 0 e ∆ = b2 − 4k. Com os dois primeiros parâmetros

podemos escrever o polinômio caracterı́stico da matriz A, tendo como base a
equação (1.21):

P (λ) = λ2 + bλ+ k = 0 (2.17)

cujas raı́zes (autovalores) são:

λ1,2 = −b±
√
b2 − 4k

2
Como o discriminante ∆ varia de sinal durante o movimento do OH, logo

temos três subcasos a ser estudados:

1. Se b2 < 4k (a viscosidade é bem pequena) o ∆ < 0, então

λ1 = −b2 +
√
b2 − 4k

2 = −b2 +

√
−(4k − b2)

2 = − b2 + i

√
4k − b2

2
e

λ2 = −b2 −
√
b2 − 4k

2 = −b2 −

√
−(4k − b2)

2 = − b2 − i
√

4k − b2

2

Neste caso, α = − b
2 < 0 e β =

√
4k−b2

2 =
√

4k−b2

4 =
√
k − b2

4 = ω.

Logo, o ponto de equilı́brio X = (0, 0) é assintoticamente estável (ver
Item 2), as soluções são espirais que convergem para a origem quando t
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iã
o

N
or

te
-M

ac
ap

á
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Figura 2.2: Ponto espiral: assintoticamente estável. λ1,2 = −a± ib.
Fonte: Do Autor, com o auxı́lio do software Mathematica do Wolfran (2016).

cresce (ver Figura 2.2). Isto pode ser comprovado se considerarmos o vetor
solução:

X(t) =

 x(t) = e−
b
2 t [A cos(ωt) +B sin(ωt)]

y(t) = e−
b
2 t
[(
Bω − Ab

2

)
cos(ωt)−

(
Aω + b

2B
)

sin(ωt)
]

onde ω =
√
k − b2

4 .

Tomando x(0) = x0 e y(0) = y0 obtemos A = x0 e B = 2y0+cx0
2ω .

Fazendo x0 = R cos(θ) e B = R sin(θ), com 0 ≤ θ ≤ 2π, obtemos:

{
x(t) = Re−

b
2 t[cos(ωt− θ)]

y(t) = Re−
b
2 t[ b2 cos(ωt− θ) + sin(ωt− θ)], 0 ≤ θ ≤ 2π.

(2.18)
que é a equação de uma espiral no plano de fase e lim(x(t), y(t)) = (0, 0).
(ver Figura 2.2).

Observação 2.2. Para m 6= 1 > 0, γ = k
2m é o coeficiente de amorteci-

mento.

2. Se b2 = 4k, o ∆ = 0 então as raı́zes são reais, iguais e negativas (movi-
mento superamortecido), e o vetor solução é do tipo (1.35):{

x(t) = (c1 + c2t)e−ct/2

y(t) = (d1 + d2t)e−ct/2 (2.19)
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2.2. ESTABILIDADES DO OSCILADOR HARMÔNICO 27

Como os dois autovalores são negativos, o limt→∞(x(t), y(t)) = (0, 0),
logo o equilı́brio é assintoticamente estável.

3. Se b2 > 4k, o ∆ > 0 então as raı́zes são reais e desiguais, e o vetor solução
é do tipo (1.33):

(2.20)X(t) =

 x(t) = c1e
(
√

c2−4k−c
2 )t + c2e

−(
√

c2−4k−c
2 )t

y(t) = d1e
(
√

c2−4k−c
2 )t + d2e

−(
√

c2−4k−c
2 )t

Como os dois autovalores são negativos, o limt→∞(x(t), y(t)) = (0, 0),
logo o equilı́brio é instável (ponto de sela).

Retrato de fase

De acordo com [1] (1988, p. 347), para se obter as equações das trajetórias no
plano de fase, é mais simples analisar a equação

dy

dx
= −kx

y
− b.

Desta equação concluı́mos que o coeficiente angular da reta tangente à tra-
jetória do sistema amortecido é obtido ao acrescentarmos −b ao coeficiente angu-
lar do sistema sem amortecimento. Isto favorece o traçado destas trajetórias, com
base nas elipses obidas quando b = 0

2.2.3 Velocidade negativa: b < 0
Considerando agora a velocidade negativa no OHA (b < 0), a equação (2.8) é

equivalente ao sistema dinâmico

(2.21)
{

dx
dt

= y
dy
dt

= −kx+ by

Vetor solução: X(t)

A solução deste sistema (2.21) é análoga a seção anterior. Pode-se escrevê-lo
sob a forma (1.14) o que nos ajuda a identificar se ele é linear ou não linear:

A3 =
[
ẋ
ẏ

]
=
[

0 1
−k b

] [
x
y

]
(2.22)

portanto, também é linear.
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óq

ui
o

de
M

at
em

át
ic

a
da

R
eg

iã
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O Θ = b > 0, Γ = k > 0 e ∆ = b2 − 4k. Com os dois primeiros parâmetros
podemos escrever o polinômio caracterı́stico da matriz A3, tendo como base a
equação (1.21):

P (λ) = λ2 − bλ+ k = 0 (2.23)

cujas raı́zes (autovalores) são:

λ1,2 = b±
√
b2 − 4k
2 .

Como o discriminante ∆ varia de sinal durante o movimento do OH, logo
temos três subcasos a ser estudados:

1. Se b2 < 4k (a viscosidade é bem pequena) o ∆ < 0, então

λ1 = b

2 +
√
b2 − 4k

2 = b

2 +

√
−(4k − b2)

2 = − b2 + i

√
4k − b2

2 .

e

λ2 = b

2 −
√
b2 − 4k

2 = b

2 −

√
−(4k − b2)

2 = b

2 − i
√

4k − b2

2 .

Neste caso, α = b
2 > 0 e β =

√
4k−b2

2 =
√

4k−b2

4 =
√
k − b2

4 = ω.

Logo, o ponto de equilı́brio X = (0, 0) é instável (ver Item ), as soluções
são espirais que divergem para a origem quando t cresce.

Isto pode ser comprovado se considerarmos o vetor solução:

X(t) =

 x(t) = e
b
2 t [A cos(ωt) +B sin(ωt)]

y(t) = e
b
2 t
[(
Bω − Ab

2

)
cos(ωt)−

(
Aω + b

2B
)

sin(ωt)
]

onde ω =
√
k − b2

4 .

Tomando x(0) = x0 e y(0) = y0 obtemos A = x0 e B = 2y0+cx0
2ω .

Fazendo x0 = R cos(θ) e B = R sin(θ), com 0 ≤ θ ≤ 2π, obtemos:

{
x(t) = Re−

b
2 t[cos(ωt− θ)]

y(t) = Re−
b
2 t[ b2 cos(ωt− θ) + sin(ωt− θ)], 0 ≤ θ ≤ 2π.

(2.24)
que é a equação de uma espiral no plano de fase e lim(x(t), y(t)) = (0, 0).
(ver Figura 2.3).
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á

-A
P

-U
N

IF
A

P
-I

V
C

ol
óq
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2.2. ESTABILIDADES DO OSCILADOR HARMÔNICO 29

(a) (b)

(c)

Figura 2.3: (a) 0 < k < 1 e b = 1: ponto espiral (instável); (b) k = 1 e b = 1:
ponto espiral (instável); (c) k > 1 e b = 1: ponto espiral (instável).

Fonte: Do Autor, com o auxı́lio do software Mathematica do Wolfran (2016).

2. Se c2 = 4k, o ∆ = 0 então as raı́zes são reais, iguais e positivas (movimento
superamortecido), e o vetor solução é do tipo (1.35):{

x(t) = (c1 + c2t)e−ct/2

y(t) = (d1 + d2t)e−ct/2 (2.25)

Como os dois autovalores são negativos, o limt→∞(x(t), y(t)) = (0, 0),
logo o equilı́brio é instável (nó).

3. Se b2 > 4k, o ∆ > 0 então as raı́zes são reais e desiguais, e o vetor solução
é do tipo (1.33):

X(t) =

 x(t) = c1e
(
√

b2−4k−b
2 )t + c2e

−(
√

b2−4k−b
2 )t

y(t) = d1e
(
√

b2−4k−b
2 )t + d2e

−(
√

b2−4k−b
2 )t

(2.26)
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á
-A

P
-U

N
IF

A
P

30 CAPÍTULO 2. APLICAÇÕES

Como os dois autovalores tem sinais contrários, logo o ponto de equilı́brio
é instável (ponto de sela).

Retrato de fase

De acordo com [1] (1988, p. 347.), para se obter as equações das trajetórias
no plano de fase, é mais simples analisar a equação

dy

dx
= −kx

y
− b.

Desta equação concluı́mos que o coeficiente angular da reta tangente à tra-
jetória do sistema amortecido é obtido ao acrescentarmos −c ao coeficiente angu-
lar do sistema sem amortecimento. Isto favorece o traçado destas trajetórias, com
base nas elipses obidas quando c = 0.

2.3 Problema da mistura
Em uma indústria, dois tanques se encontram conectados conforme a ilustração

abaixo.

Figura 2.4: Dois tanques conectados com indicação do fluxo da mistura.
Fonte: http://www.dm.ufscar.br/profs/waldeck/sourceforge/pngtest.php

No instante de tempo t = 0, o Tanque 1 contém 10 litros de água pura e o
Tanque 2 contém 20 litros de uma mistura de água com 12 Kg de sal. Água pura
está sendo constantemente bombeada para dentro do Tanque 1 a uma taxa de 10
litros por minuto, as misturas salinas são trocadas entre os dois tanques como na
figura acima, e a mistura escoa do Tanque 2 a uma taxa de 10 litros por minuto.
Encontre a quantidade de sal em cada tanque no instante de tempo t.
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2.3. PROBLEMA DA MISTURA 31

2.3.1 (Re)Solução
Como a quantidade de lı́quido que entra em cada tanque é igual à quantidade

que sai, o volume de mistura em cada tanque permanece constante. Então o Tan-
que 1 contém sempre 10 litros de mistura e o Tanque 2 contém sempre 20 litros
de mistura. Agora sejam:

x(t) = quantidade de sal no Tanque 1 no instante t (2.27)

e
y(t) = quantidade de sal no Tanque 2 no instante t. (2.28)

As taxas de variação instantânea da quantidade de sal em cada tanque são
respectivamente:

ẋ = dx

dt
e ẏ = dy

dt
.

Cada uma dessas taxas deve ser igual à diferença entre a taxa à qual o sal está
entrando menos a taxa à qual o sal está saindo do respectivo tanque.

No Tanque 1, a taxa à qual o sal está entrando é igual a

6 L

min
· y20

kg

L
= 3

10y
kg

min

enquanto que a taxa à qual o sal está saindo é igual a

16 L

min
· x10

kg

L
= 8

5x
kg

min
.

Portanto,

ẋ = 3
10y −

8
5x. (2.29)

No Tanque 2, a taxa à qual o sal está entrando é igual a

16 L

min
· x10

kg

L
= 8

5x
kg

min

enquanto que a taxa à qual o sal está saindo é igual a

(10 + 6) L

min
· y20

kg

L
= 4

5y
kg

min
.

Portanto,

ẏ = 8
5x−

4
5y. (2.30)

Com as equações (2.29) e (2.30) escreve-se o sistema autônomo linear abaixo:{
ẋ = −8

5x+ 3
10y

ẏ = 8
5x−

4
5y

(2.31)
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32 CAPÍTULO 2. APLICAÇÕES

Como foram dados x(0) = 0 Kg e y(0) = 12 Kg, segue que as quantidades
desejadas podem ser obtidas resolvendo-se o PVI.

A matriz de coeficientes deste sistema é:

A =
[
−8

5
3
10

8
5 −4

5

]
(2.32)

Usando os métodos estudados naas seções anteriores, podemos encontrar fa-
cilmente os autovalores dessa matriz. São eles: λ1 = −2

5 e λ2 = −2. Os autove-
tores associados são v1 = (1

4 , 1) e v2 = (−3
4 , 1).

Como temos dois autovetores linearmente independentes, segue que a matriz
A é diagonalizável. Portanto, pelos Teoremas 1.3 e 1.4, a solução geral do sistema
de equações diferenciais Ẋ = Ax é

X = c1v1e
−2t/5 + c2v2e

−2t

ou equivalentemente,[
x(t)
y(t)

]
= c1

[
1
4
1

]
e−2t/5 + c2

[
−3

4
1

]
e−2t

ou equivalente,

X =
{
x(t) = 1

4c1e
−2t/5 − 3

4c2e
−2t

y(t) = 1c1e
−2t/5 + 1c2e

−2t

Substituindo as condições iniciais x(0) = 0 e y(0) = 12 nessas equações
temos: {

1
4c1 − 3

4c2 = 0
c1 + c2 = 12

A solução desse sistema é c1 = 9 e c2 = 3, portanto a solução do PVI é

X =

 x1(t) = 9
4e
− 2

5 t − 9
4e
−2t

x2(t) = 9e− 2
5 t + 3e−2t.

(2.33)

A figura abaixo exibe os gráficos das soluções x(t) e y(t) em função do tempo
no intervalo entre 0 e 14 minutos.

2.3.2 Estabilidade
Analisando as componentes x(t) e y(t) do vetor solução (2.33) quando t →

+∞, o comportamento delas correspondem ao Item 2, da Subseção 1.2.8 e o
ponto crı́tico X̄ = (0, 0) é assintoticamente estável.
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2.3. PROBLEMA DA MISTURA 33

Figura 2.5: Gráfico das funções soluções x(t) e y(t) do sistema (2.31).
Fonte: Do Autor (2016), plotado com o softwwinplot.

Se tomarmos como referência o Teorema 1.5, a estabilidade será obtida a partir
do traço Θ = −12

5 < 0, do determinante Γ = 4
5 > 0 e do discriminante ∆ = 64

25 >

0 da matriz A, concluindo-se que ponto crı́tico X̄ = (0, 0) é assintoticamente
estável.

Neste caso, o ponto crı́tico (ou de estabilidade) também é denominado de nó
atrator (porque os dois autovalores são negativos).

2.3.3 Retrato de fase
A partir dos elementos da matriz A, equação (2.32), podemos desenhar o

comportamento das trajetórias na vizinhança do ponto de equilı́brio X = (0,0),
conforme mostrado na Figura 2.6. Na Subseção 2.3.2, vimos que este ponto de
equilı́brio é assintoticamente estável a partir da análise qualitativa de seus autova-
lores.

Na Figura 2.6 está representado o retrato de fase do sistema (2.31), sendo que
a trajetória das órbitas aproximam-se do ponto de equilı́brio. Os eixos inclinados
estão na direção dos autovetores. Como os autovalores são negativos, as órbitas
tem origem no infinito aproximando-se da origem.
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34 CAPÍTULO 2. APLICAÇÕES

Figura 2.6: Retrato de fase plotado a partir da matriz A (2.32).
Fonte: Do Autor, com o auxı́lio do Mathematica do Wolfram (2016).
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CONCLUSÃO

O estudo sobre sistema dinâmico linear no R2 é inı́cio dos estudos realizados
sobre sistemas dinâmicos no Rn, isto porque a análise qualitativa sobre o ponto
crı́tico e estabilidade bidimensional podem ser expandida para as dimensões mai-
ores que dois (n > 2).

Por exemplo, embora não sejam sistemas dinâmicos lineares, os modelos epi-
demilógicos clássicos são o embrião dos estudos sobre modelagem matemática
em biomatemática (na concepção do autor, biomatemática é a Matemática que es-
tuda a vida). Com a modelagem de sistemas clássicos, um novo paradigma para a
Ciência foi estabelcido, pois com técnicas próprias é possı́vel descrever e estudar
o comportamento ou o dinamismo de doenças epidemiológicas, jogando a luz so-
bre conceitos eruditos e redefinido-os de tal forma que o entrelaçamento cientı́fico
entre biomatemática e modelagem matemática se tornem um só.

Com a evolução dos modelos epidemiológicos, atualmente é possı́vel estudar
o comportamento de epidemias, formas de abrangência e propagação, além de
avaliar formas de controle. Conforme foi apresentado, os modelos se modificam
e buscam abranger de modo mais geral, casos particulares (especı́ficos) que se
constatam em termos de tipos de doenças e se colocam, desta forma, como forte
instrumental de análise de entendimentos e de estudos de ações.

Do mesmo modo, podemos estudar a estabilidade de sistemas dinâmicos de
EDO’s envolvendo problemas de economia, adminstração, fı́sica, quı́mica, biolo-
gia, mercado financeiro entre muitos outros.

Enfim, esperamos que este tema tenha contribuı́do para despertar nos partici-
pantes o interesse em utilizá-lo e abrir novas fronteiras de estudos e pesquisas.
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á
-A

P
-U

N
IF

A
P
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