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Prefacio

Sobre a Estética do Texto'

Escolho comecar este prefacio me justificando pela forma como o texto se apre-
senta; era meu intuito (e acho que o leitor merece) escrever um texto enxuto, con-
ciso e fechado em si. Porém a Historia € senhora e condutora destas notas, como
o leitor deve compreender ao desenrolar das linhas desta se¢do; por isso me isento
da estética do texto e outorgo sua autoria a Histéria. Tudo comeca, como o leitor
verificard no Capitulo 6, com o desenvolvimento do sistema de Navier-Stokes para
o escoamento paralelo levando-nos a um problema de Dirichlet para a Equagao de
Poisson num dominio especial do plano (R?). A principio a resoluciio do problema
é um exercicio 6bvio da teoria de Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDO), ou
se preferir o leitor, do préprio escopo do Calculo; todavia esta resolucdo simpld-
ria ndo instiga os avidos por dificuldades (eles existem!!), pois ela conta com um
“chute"sobre a forma da solu¢do, e embora uma resolucio seja sempre uma reso-
lucdo, por conta “daqueles"— os ditos dvidos — propomos nestas notas um estudo
da teoria que emprega a fungdo de Green para a resolugdo de problemas semelhan-
tes ao nosso. Os principais textos que tratam do estudo introdutério das Equagdes
Diferenciais Parciais (EDP) sdo [12, Valéria] e [6, Djairo] em R2, e [11, Rafael
e Valéria] em R3, sendo que o método de resolucio por fucio de Green é tratado
apenas na referéncia concernente ao R3. O cendrio em tela, nos presenteia com o
encargo de escrever e aplicar o método por funcio de Green para o caso de R2. Af
surge o primeiro defeito estético “o titulo": a principio o tratado nestas notas nada
mais é do que uma breve introdu¢do a conhecida Teoria dos Potenciais. Porém,
em se tratando de um texto para graduandos e principiantes de p6s-graduacao, a tal
Histéria busca um termo coerente com os conteddos de graduagao, e assim, cria-se
a dita “Teoria de Green", visto que o Teorema de Green (ou Teorema da Divergén-
cia) € a principal ferramenta destas notas. Sobre o titulo, acho apropriado, e neste
instante vou roubd-lo da Histdria; sim, o titulo é de minha autoria!

Voltemos a estética do texto. Estd claro na cabeca do leitor que o texto se
desenvolverd no R?. Porém, logo se decepcionard o caro leitor, pois em todo o texto
sd0 poucos 0s momentos em que realmente somos fiéis ao R?. Permita-me o leitor
justificar-me, e olha que ela - a justificativa - € pertinente. O primeiro ponto da

"Esta seciio tem viés poético.
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justificativa € a falta de material robusto sobre os temas de graduacido necessarios
para estas notas, durante sua confeccdo me sentir abandonado pelos atuais livros
didéticos que s@o por vezes, para ndo dizer sempre, incipientes; foi preciso valer-
me dos cldssicos para tomar posse, substancial, dos conteddos. Assim, pergunto-
me: devo manter-me fiel a estética, como desejado pela massa da comunidade, ou
oferecer um suporte para aqueles dvidos pela informacdo consistente? Me desculpe
o leitor estético, pois refugo-me a entregar o que no inicio me pairava a mente,
encharcarei o texto com alguns contetidos, por ora fora de prépésito, mas que num
“perigo", atende-nos. Um segundo ponto importante - e findarei estas descupas
- € que muitas demonstracdes ndo apresentam relevante aumento de dificuldade
quando em dimens@o maior que dois e ndo inclui-las pode insinuar a presenga de
complicadores que ndo existem.

Voltemos ao Assunto Técnico

O Escoamento de Poiseuille consiste do Sistema de Navier-Stokes para fluidos
em “canais retos"infinitos> sob a hipétese de campo velocidade paralelo ao eixo de
simetria do canal e com independéncia da referida dire¢@o.

Sob as hipéteses estabelecidas acima, a equacdo de Navier-Stokes torna-se uma
equacdo de Poisson. Mesmo tendo, a equagdo de Poisson obtida, uma resolucdo
“facil", fornece-nos uma agradavel motivacao para o estudo das teorias basicas que
se ocupam da resolucdo de tais equagdes. Assim, dentre os possiveis caminhos a
se tomar para tratar de nossa equagao (de uma forma mais tedrica), optamos pela
“teoria de Green".

Um ponto importante destas notas - que foi, na secdo acima, comentado de
forma discontraida - é a dimensao do espago onde iremos trabalhar. A principio o
Problema de Poiseuille est4 posto em um dominio de R3, entretanto a natureza das
hipéteses transforma o problema num outro correlato, mas com dominio em R?.
Assim, de certo modo somos levados a introduzir definicdes e elementos matema-
ticos em R3. Desta feita, embora desejdssemos escrever este texto em uma tnica
dimensdo (R?), somos levados a escrevé-lo em dimensdo n = 3, ficando a cargo
do leitor o fato da redugéo a dimensdo n = 2, como uma particularidade do ente
matemadtico. Mais claramente: quando o ente matematico restringir-se ao R? como
subconjunto de R3.

Sobre as defini¢des, resultados e demonstragdes presentes no texto, é razodvel
que apresentemos apenas aquelas que nio fazem parte dos contetidos das discipli-
nas dos cursos de graduacdo. Para a maioria das demonstragdes veja [1].

2No plano: canais; e no espago: cilindros
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Sobre os pré-requisitos, conforme o nivel destas notas, faz-se necessario a te-
oria de Andlise no R". Dai, temos sempre o empasse de quando devemos indicar
precisamente os resultados que estamos usando, visto que em quase todo o tempo
fazemos uso de resultados desta teoria? Como sempre, embora agrade a uns e nao
a outros, tal escolha ficard a cargo do autor; em outras palavras apenas indicaremos
o resultado que estamos aplicando quando julgarmos necessdrio.

Macapd, 07 de novembro de 2016
Gilberlandio Jesus Dias
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Capitulo 1

NOTACOES E RESULTADOS
PRELIMINARES

1.1 Definicoes Basicas

A seguir lembraremos algumas definicdes bdsicas necessdrias para o bom an-
damento do texto. Aqui, devido a generalidade de algumas defini¢cdes, n serd um
natural qualquer. Também pedimos uma aten¢d@o especial a esta secdo, pois algu-
mas das nota¢des empregadas neste texto serdo estabelecidas aqui.

e R” € o espaco euclidiano de dimensdo n € N.
R=RL
x € R™ é denotado por z = (z1,...,2,), 7; ER, Vi=1,...,n.
E importante mencionar que sempre que trabalhamos em R"™, é comum o uso
dos termos elemento, ponto e vetor, para referir-se a um elemento de R";
é claro que cada denominacdo tem um ponto de vista especifico: quando
elemento, estamos olhando R como um conjunto simplesmente; quando
ponto (casos n = 1,2, 3) estamos olhando R" como ambiente geométrico;
por fim, quando vetor estamos olhando R™ como espago vetorial normado.

e Dados z,y € R", a distdncia entre x e y é definida por

1

o —y] = (Zm - y>) |

i=1
A normade x é ||z|]| = ||z —0||.
e Dado xy € R", a bola aberta centrada em xq de raio r > 0 € o subconjunto
B (zo;7r) = {z € R";[|x — zo|| <r}.

Semelhantemente a bola fechada centrada em xq de raio r > 0 é o subcon-
junto
Blagir] = {z € R | — o]l <7}

1
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Adotaremos B, = B(0;7) e B = B;.

e A C R"™ ¢ aberto se dado x(p € A existir r > 0 tal que B(zo;7r) C A.
Naturalmente a bola aberta € um conjunto aberto.

o ' C R"™ ¢ fechado se R™\F € aberto. Naturalmente a bola fechada é um
conjunto fechado.

e SejaY C X C R™ Y é dito aberto em X se existir A C R" aberto tal que
Y = AN X. Y é dito fechado em X se existir F C R" fechado tal que
Y=FnX.

e Dado X C R", a fronteira de X, denotada por X' é definida por ) se
X =R",R"se X = () e para X¢ {0, R"},

{x eR" B(z;e)NX #0 e B(z;e) N(R™X) #0, Ve >0}
e OB = S"! = {x € RY;||z|| = 1} é a esfera unitdria

wy, € a area da esfera unitaria de R™
Wn s

a(n) = = é o volume da esfera unitdria de R™
n

e D C R"™ ¢ conexo se dados A, B C R"™, abertos e disjuntos, entdo
D=(AND)U(BND) = A=0ouB=0.

Seja X C R™, X # (), entdo existe uma colecdo {C\; A € '} de sub-

conjuntos conexos, disjuntos, tais que X = U C). Os conjuntos C'y, sdo
el

chamados componentes conexas de X.

o U C R™ é um dominio se é aberto e conexo.
A fim de sermos mais didaticos e tornarmos o texto localmente idependente,
vamos usar de redundincia em alguns momentos escrevendo “dominio U".

e Um subconjunto X de R" & limitado se existe uma bola que o contém, ou
equivalentemente, se existe M/ > 0 tal que ||z|| < M para todo z € X.

e Um subconjunto K de R" € compacto se é fechado e limitado.
e Uma fungdo f : X C R™ — R € limitada se o conjunto f(X) é limitado.
e 3(X) denotard o conjunto das fun¢des limitadas de X C R™ em R.

e A norma sobre o espaco B(X) é definida por

Ifllsx) = sup{lf(2)|;2 € X}

"Esta notagdo serd usada mais adiante, também, para denotar a curva fronteira orientada.
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e A notagdo a < 1 significa que o niimero real a € positivo e suficientemente
pequeno.

Proposicao 1.1.

(1) Seja X C R"™ aberto (fechado), entdo Y C X é aberto (fechado) em X se,
e somente se, Y ¢ aberto (fechado).

(i) X ¢ conexo se, e somente se, os uinicos subconjuntos de X aberto e fechado
em X sdo o conjunto () e o préprio X.

Prova. Veja [16].

1.2 Curvas Parametrizadas

Defini¢io 1.2. Dado um subconjunto X C R3, uma curva parametrizada (que
aqui denotaremos simplesmente por curva) C é um par (a, X) tal que X é a ima-
gem da aplicagdo continua « : [a,b] — R3. Os pontos a(a) = (x(a),y(a), z(a))
e a(b) = (x(b),y(b), z(b)) sdo denominados, respectivamente, ponto inicial e
ponto final da curva. O conjunto X € chamado fraco da curva. As fungdes
x,y,z : [a,b] — R sdo denominadas fun¢des coordenadas da curva. A curva
C ¢ dita de classe C*, k € N U {0} se cada fungo coordenada z,y, z é C* em
[a, b].

Definicdo 1.3. Uma curva C é dita C'! por partes ou seccionalmente C'*, quando C
é a uniio de um nimero finito de curvas C', Ci,...,C,, onde o ponto inicial de
Ci+1 é o ponto final de C;. Chamaremos de caminho a uma curva C'* por partes.

Definicdo 1.4. Sejam C,C’ curvas com parametrizagdes, respectivamente, ¢ :
[a,b] — R3e B : [c,d] — R3. Se existir um difeomorfismo ¢ : [a,b] — [c,d],
tal que ¢'(t) # 0, Vt de modo que B(t) = a(¢(t)), dizemos que C e C’ sdo
equivalentes € que @ é uma mudanca de parametrizagdo. Se ¢’ > 0 diz-se que C
e C' tém mesmo sentido e costuma-se indicar C' = C; se ¢’ < 0 diz-se que C e C’
tém sentidos contrdrios e costuma se indicar ' = —C.

No que segue, a menos que se mencione o contrario, C € uma curva com para-
metriza¢ao
r : [a,b] — R3

b () = (o(t), y(0), #(1)) (b

Definicoes 1.5.

e Uma curva € dita plana quando “estd contida"em um plano, isto é, o seu
traco estd contido em um plano de R3.
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e Uma curva € dita fechada se seu ponto final coincide com seu ponto inicial,
ou seja, r(b) = r(a).

e Uma curva é simples quando ela ndo se autointersecta em nenhum ponto
entre as extremidades, isto &, se t1, 1o € [a,b), t; # tyentdor(t1) # r(t2)’.

e Um dominio U C R? é dito simplesmente conexo se toda curva simples
fechada em U tem interior contido em U. Intuitivamente, uma regido sim-
plesmente conexa ndo contém “buracos'nem € constituida por dois “peda-
cos"separados (esta ultima afirmacdo significa ser conexa).

e Sejam Cy,...,Cy,, m caminhos fechados simples, satisfazendo as condi-
coes:

1.C;NCj =0, Vi#j;
2. Ascurvas C;, i # 1 estdo situadas no interior de Cy;

3. A curva C; estd no exterior da curva Cj, Vi # j, 4,5 > 1.

O dominio formado pela regifo interior a C; e exterior a C;, Vi > 1, é
denominada dominio multiplamente conexo.

Definiciio 1.6. Dizemos que uma curva fechada simples C, em R?, tem orientacdo
positiva quando a curva € “percorrida"no sentido anti-horario. Assim, se C for dada
por uma fungdo vetorial r(t), a <t < b, entdo aregido U interior a C estd sempre
a esquerda quando o ponto r(t) percorre C' (para uma definicdo mais rigorosa de

orientacdo de curvas planas, veja [1, secdo 11.24]).

1.3 Superficies Parametrizadas

1.3.1 Definicoes

Como na defini¢do de curvas parametrizadas por uma fungéo vetorial r(¢) de
um dnico pardmetro ¢, definiremos uma superficie por uma fungéo vetorial r(u, v)
de dois parametros u e v.

Definiciio 1.7. Dado um subconjunto X C R®, uma superficie parametrizada (que
aqui denotaremos simplesmente por superficie) S é um par (r, X) tal que X é a
imagem da aplica¢do continua

r : D — RS

(u,v) — z(u,v)i+y(u,v)j+ z(u,v)k. (1.2)

Nio confundir com o senso comum de curva, no qual a circunferéncia nunca se intersecta, o que
ndo é verdade para a parametrizagio (cos 2t, sen 2t), t € [0, 27].
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As fungdes x,y, z : D — R sdo denominadas fungdes coordenadas da superficie.
Também ¢é comum representar a superficie apenas por suas funcdes componentes,
isto é, S é o subconjunto de R? cujos pontos satisfazem as equacdes

z=z(u,v), y=ylu,v), z=z2(u,v), (u,v)€D. (1.3)
As equagdes em (1.3) sdo chamadas equacdes paramétricas de S.
Observacoes 1.8.

1. Conforme a defini¢io, uma superficie pode “degenerar"’ em um ponto ou
uma curva. Por exemplo, se as trés fun¢des em (1.3) forem constantes a su-
perficie serd um ponto; e se as fungdes dependederem apenas de uma mesma
varidvel teremos uma curva.

2. Quando a func¢do r € biunivoca, a superficie é dita simples.
Definicao 1.9.

e Uma superficie S é de classe C*, k € NU {0} se z,y, 2z € CF(D).

e S é diferencidvel se r é uma funcio diferenciavel.

E 6bvio que toda superficie C! ¢ diferencidvel.

O primeiro contato que tivemos com superficies, em Matematica, foi como
grifico de uma funcéo de duas varidveis, isto é G(f) = (z,y, f(z,y)), (z,y) €
D. A representagdo parmétrica candnica do grdfico G(f) é

z(u,v) =u, ylu,v)=v, z(u,v)= f(u,v), (u,v)€D.

Além disso, se em (1.3), conseguirmos resolver em duas das trés equagdes, u e v
em funcdo das coordenadas, substituindo na terceira teremos que S serd um grafico
(por exemplo: u = u(z,y), v =v(z,y) e z = z(u,v) = f(z,y)).

O motivo da “nominacdo"da parametrizacio anterior para o grafico, é que a
representacdo de uma superficie parametrizada ndo € inica. Por exemplo, o hemis-
fério superior da esfera de raio 1 tem parametrizacdes

) z=2z, y=y, z=V1-2>-y>, (z,9)€B

(2) z=rcosh, y=rsend, z=+v1—-r2, (r,0) €]0,1] x [0,27].

Observacao 1.10. Novamente volto a refor¢ar que superficie parametrizada é um
par e ndo apenas a imagem, que a partir daqui denotaremos por traco da superficie.
Por exemplo, a superficie abaixo tém mesmo trago que a superficie (2), porém &
diferente:

x=rcosf, y=rsenf, z=+1—r2, (r,0)€]0,1] x [0,4n].

3Superficies que sdo pontos ou curvas de R? sdo ditas superficies degeneradas
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Definicao 1.11. Seja S uma superficie parametrizada dada pela func¢@o vetorial
r: D — R3. Fixado (ug,vo) € D as curvas paramétrica r1(u, vo), r2(uo,v) para
(u,v0), (ug,v) € D s@o denominadas curvas coordenadas da parametrizagcdo r
passando por r(ug, vg).

Definicao 1.12. Sejam S uma superficie diferencidvel e C1,Co as curvas coor-
denadas por Py = r(ug,vp). Definimos os vetores tangentes a C; e Co em P,
respectivamente, por

) 0 0

ry, = a—z(uo, vp)i + a*Z(UOJJO)j + £(“0v vo)k
) d 0

ry, = a—i(uo,vo)i + a*i(uoﬂ)o)j + £(u0>vo)k'

Se r,, X r, ndo é nulo, entdo o ponto Py é dito um ponto regular da superficie.
A superficie S € dita regular (ou lisa, “sem bicos") se todos os seus pontos forem
regulares. Para uma superficie regular o plano tangente € o que contém os vetores
tangentes r,, e Iy, € portanto tem vetor normal r,, X 1.

Observacoes 1.13.

1. A regularidade de um ponto do conjunto X = r(D) depende da parametri-
zagdo r, isto é, um ponto regular na superficie S; = (r1, X), pode ndo ser
regular na superficie So = (ra, X).

2. Se os vetores r,, r,, forem continuos entdo a superficie ndo possui arestas ou
bicos (veja [1]).

3. A condigdo [r, X r,](u,v) # 0 ¥V (u,v) € D implica a ndo existéncia de
degeneragdes locais.

Teorema 1.14. Sejam S uma superficie regular C* e C uma curva regular em S,
isto é, C = r(C'), onde C' é uma curva regular em D. Entdo o vetor r, X r, é
normal a C.

Prova. Veja [1, secdo 12.3].

Defini¢do 1.15. Sejam S, S’ superficies com parametrizagdes, respectivamente,
ri : D; - R3ery : Dy — R3. Se existir um bijecao ct, @ Dy — Dy, tal
que ra(s,t) = ri(p(s,t)), dizemos que S e S’ sdo equivalentes e que ¢ é uma
mudanga de parametrizacdo.

1.3.2 Superficies Orientadas

Seja S uma superficie que admite plano tangente em todos os seus pontos, ex-
ceto nos pontos de fronteira. Assim, em cada ponto existem dois vetores unitarios
normais, ao plano tangente do ponto, n; € ng = —nj. Se for possivel escolher
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um vetor normal unitdrio n em cada ponto (z,y, z) de S, de modo que n varie
continuamente sobre S, entdo S € dita uma superficie orientada, e a escolha de
n fornece a S uma orientacdo. Desta feita, toda superficie orientada possui ape-
nas duas escolhas possiveis para orientag¢do; a orientagdo escolhida ¢ denominada
positiva, ao passo que a outra (ndo escolhida) ¢ denominada negativa.

Exemplos 1.16.

1. Seja S a superficie dada como o grifico da fungdo z = g(z,y), facilmente
obtemos que as orientacdes induzidas sdo dadas pelos vetores normais uni-
tarios 5 9

g. g.
——i-=j+k
ox Gy‘]

e () ()

Comumente adota-se como orientagdo positiva o vetor com componente po-
sitiva na direcdo de k, ou seja, tomamos o sinal positivo no lado direito da
férmula acima, isso corresponde a chamada orientagdo para cima da super-
ficie.

n==+

2. A faixa de Mobius ndo € orientada. Com efeito, para uma verificacio rigo-
rosa sugerimos as referéncias [16] e [3]. Entretanto uma verificacdo geomé-
trica construtiva é muito simples, prazerosa e sobretudo contundente (o lei-
tor pode construir com folha de papel esta “demonstracdo"): sobre a faixa de
MGobius toma-se um vetor normal n num ponto (g, Yo, 20), fora da fronteira,
e efetua-se uma volta completa na faixa usando a orientagdo n; surpreenden-
temente ao retornar ao ponto (o, Yo, 29) teremos a orienta¢do —n e ndo n,
e isto indica que n ndo variou continuamente.

Sobre uma superficie regular orientada S tomamos a orienta¢do do vetor nor-
mal unitério
_ FuXTy (1.4)
[Ty X 1y
Definicdo 1.17. Dada uma regido sélida E de R? (isto é, um conexo limitado
e fechado), chamamos de superficie fechada a fronteira de £. Tomamos como
orientacao positiva aquela para a qual os vetores normais apontam para fora de E,
e 0s vetores normais que apontam para dentro correspondem a orientagdo negativa,
obviamente.

Agora vamos definir a orientagdo positiva para a curva fronteira de uma su-
perficier orientada (curva espacial). Seja S uma superficie orientada, simples e
regular por partes. Sua fronteira (quando existir) € uma unido de curvas fechadas.
A orientagdo positiva n de S € induzida, via parametrizagdo r : D — S da se-
guinte forma: se C; é uma curva fronteira de S, entdo como C; = r(I'y), onde I'y
¢ uma curva fronteira de D orientada positivamente, a orientagdo positiva de C; é
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a conduzida por r, e assim a orientacao positiva n é tomada de modo a satisfazer a
“regra da mao direita", ou seja, apontando o indicador na dire¢do da orientacio de
C e mantendo a superficie S a esquerda, n aponta na direcdo do polegar (tudo com
relacdo a mao direita).



Capitulo 2

O TEOREMA DE GREEN

2.1 Campos Vetoriais

2.1.1 Definicoes

Definiciao 2.1. Um campo vetorial F em R" é uma funcdo F : X C R" — R",
que associa a cada ponto x € X um vetor F(x) de R™.

Como comentado no Preficio, nos deteremos aos cason = 2 en = 3. Assim
usaremos as notagdes x = (z,y) e x = (z,y, z) para os respectivos casos n =
2 en = 3. Os campos vetoriais sdo representados em termos de suas func¢des
componentes, cComo:

n=2: F(z,y) = Plx,y)i+ Q(x,y)j = (P(l’,y),Q(:v,y)) 3
n=3: F(z,y,z) = P(z,y,2)i+ Q(z,y,2)j + R(z,y,2)k = (P,Q, R).

As fungdes componentes sdo também denominadas campos escalares.

Observacgiao 2.2. Note a consondncia com o comentdrio do Preféacio relativo a
dimensdo, um campo F(z,y, z) serd um campo em R? quando R(z,y,2) = O e
P, () forem fungGes apenas de z e y.

Definiciio 2.3. Um campo vetorial é de classe C* se, e somente se, suas fungdes
componentes sio de classe CF.
2.1.2 Operadores Diferenciais

Consideremos o operador diferencial parcial

0 0
v_(al,l""78$n)'

A seguir introduziremos algumas defini¢des que tém suas formas facilmente obti-
das fazendo uso do operador V como se fosse um vetor de R™. O mais impression-
tante é que algumas das regras para vetores sdo também carregadas pelo operador.

9
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Definicdo 2.4. Sejam f : U C R® — R uma fung¢io que possui derivadas
parciaise F : U C R” — R"™ um campo vetorial.

e Denominamos campo vetorial gradiente, ou simplesmente gradiente, da fun-
¢do f ao campo vetorial

gradf =V f = (far,- o, fan)-
o A divergéncia ou divergente de F € a funcéo

" OF;
divF =V .F = 1
iv \% ]Z:‘iﬁmj

e Para o caso n = 2,3, o rotacional do campo F é o “produto vetorial"de V
pelo campo vetorial F, isto é,

rotF =V xF =

R
Q| v
SRS

e Para um campo escalar f, introduzimos o operador composto
. O f
div(Vf)=V- (V) => 5.
= Oz;

Abreviamos A = V2 = V-V, chamado operador de Laplace ou laplaciano,
em razao da célebre equacdo de Lapalace

=1 z

Podemos também aplicar o laplaciano A a um campo vetorial
F = (Fy, ..., F,) em termos de suas compontentes, isto é,

AF = (AF,,...,AF,).

Definicao 2.5. Um campo vetorial F' é dito um campo conservativo se ele for o
gradiente de algum campo escalar, ou seja, se existir uma funcéo f talque F = V f.
Neste caso, f € denominada uma fungdo potencial de F.

A proposi¢do a seguir, de demonstracdo imediata, traz alguma relacdes, bas-
tante conhecidas para vetores, envolvendo os operadores acima.

Proposicao 2.6. Sejam f e F, respectivamente, campos escalar e vetorial. Entdo

() rot (Vf) =V x (Vf) = 0.



2.2. INTEGRAIS DE LINHA 11

(ii) div (rotF) =V - (V xF) =0.
(iii) Se F ¢ conservativo entdo rot F = 0.

Em geral a reciproca do item (iii) nfo é verdadeira, mas com o emprego do Te-
orema de Stokes veremos no Corolario 3.9 que, se F for definido em todo o espaco,
a reciproca vale. Mais precisamente, a reciproca vale para conjuntos convexos de
R” ([1, Teo.10.9]) e, no caso de R?, devido ao Teorema de Green, vale para do-
minios simplesmente conexos (convexo ¢ simplesmente conexo) como veremos no
Teorema 2.18.

2.2 Integrais de Linha

2.2.1 Integrais de Linha de Campos Escalares

Definicao 2.7. Seja f um campo escalar limitado definido sobre uma curva C de
classe C''. Definimos a integral de linha de f sobre C por

b
Lras = [ ra@lr @
b

-/ f(x<t),y(t),z<t))\/<cz>2 " (ZZZ{)Q " (fljfdt,

sempre que a integral existir. Existindo a integral de linha de f sobre C, dizemos
que f € integdvel por linha sobre C.

2.1)

Observacoes 2.8.

1. O valor da integral de linha ndo depende da parametrizacdo da curva ([1,
Teo.10.1] e férmula de mudanca de varidveis).

2. No caso especial em que C' é um segmento de reta unindo os pontos (a,0) e
(b,0), tomamos = como parametro e daf (2.1) fica

x=z, y=0, 2=0, a<x<b;

Desta forma (2.1) nos fornece

/Cfds—/abf(x,O,O)dx—/abf(x)dx,

confirmando que a integral do Calculo I € um caso particular de integral de
linha.

3. Se C for um caminho (C : Cy,...,C,,), temos

/Cde—/leds—l—...+/Cmfds.
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4. Para o caso especial em que f(z,y, z) = 1, temos

b
[as= [ wwla=icl.
C a

onde |C| é o comprimento da curva C.
5. Valem as propriedades fundamentais, como na integral de Riemann.

Definicao 2.9. Seja f um campo escalar limitado definido sobre uma curva C de
classe C''. Definimos as integrais de linha parciais de f sobre C em relagio a um
dos eixos coordenados, como

e = [ 1.0 20020
R @—/f@UW@J@W@ﬁ 2.2
[ 5wy = [ et 0,20)2 0,

sempre que as integrais envolvidas existirem.

Observacoes 2.10.

1. Para simplificar a notag@o (e também para manter a tradi¢@o) escreveremos
/P(x,y,z)dac—i—/ Q(z,vy, z)dy+/ R(z,y,z)dz = / Pdz+Qdy+Rdz.
c c c c

2. Se C for um caminho, as integrais em (2.2) sdo definidas em cada curva C"*,
como no caso das integrais de linha.

3. Diferentemente da integral de linha, a integral parcial depende da parametri-
zacdo, mas apenas do sentido da parametrizagdo ([1, Teo.10.1]), a saber

/Pwy /ny

Como no caso da integral de Riemann, também podemos definir o valor médio
de uma fung¢do sobre uma curva.

Definicdo 2.11. Sejam C uma curva C'! e f uma funcio integravel por linha, defi-
nimos o valor médio de f sobre C por

1
’C|/ngs.

Proposi¢do 2.12. Sejam C um circulo de centro a € R? e raior > 0 e g €
C(Bla;r)). Entdo o valor médio de g sobre C tende para g(a) quando r — 0%,
isto é, )
lim —/ g(z)ds(z) = g(a).
lle—all=r

r—0+ 27r
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Prova. Como g é continua na regido compacta B[a;r], entdo g é uniforme-
mente continua (veja [16]); logo, dado £ > 0 existe § = d(¢) > 0 tal que

r,y € Blasr], |z —yll<d = |g(x) —g(y)| <e.

Dai, para 0 < r < 9, temos

g s =g = gl (ale) = () dste)
< g lo@) gl dste)
< = ds(x) =¢

Assim estd provada a proposicao.

2.2.2 Integrais de Linha de Campos Vetoriais

Definicao 2.13. Seja F um campo vetorial limitado definido sobre um caminho C.
Entéo a integral de linha de F ao longo de C é

/CF-dr _ /GZF(r(t))-r’(t)dt
= /a [P(x,y,2)2'(t) + Q(z,y,2)y (t) + R(z,y,2)2'(t)] dt,

desde que as integrais existam. Resumindo a escrita, escrevemos

b
/F-dr:/ F(r(t))-r’(t)dt:/de+Qdy—|—Rdz. 2.3)
C a C

Observacao 2.14. Aqui, diferentemente da integral de linha de campos escalares,
quando invertemos a orientacdo do caminho trocamos o sinal da integral, isto é,

/ F-dr:—/F~dr
-C C

isto porque o vetor tangente de —C' é o oposto do vetor tangente de C, isto é, —T
¢ o vetor tangente de —C' se T € o vetor tangente de C'.
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2.2.3 Teorema Fundamental das Integrais de Linha

Lembremos do Teorema Fundamental do Calculo (TFC)

/ " Fl@) de = F(b) — Fla)., 2.4)

onde F’ é continua em [a,b]. A equagdo (2.4) também é chamada Teorema da
Variagdo Total: a integral da taxa de variacdo ¢ a variagdo total.

Se considerarmos o vetor gradiente V f, de uma campo escalar f, como uma
espécie de derivada de f, entdo o teorema seguinte pode ser considerado uma ver-
sdo do TFC para integrais de linha.

Teorema 2.15 (Teorema Fundamental da Integral de Linha - TFIL). Seja f um
campo escalar diferencidvel com gradiente V f continuo em um dominio U. Entdo
para quaisquer dois pontos A e B ligados por um caminho C contido em U tem-se

/CVf~dr = £(x(b)) — f(r(a). 2.5)

Observacao 2.16. Observe que paraocason = 1, C = [a,b], Vf = [,
dr = dz,r(a) = aer(b) = b, entdo (2.5) reduz-se a (2.4) com f no lugar de F.

O TFIL diz que podemos calcular a integral de linha de um campo vetorial con-
servativo sabendo apenas o valor de f nas extremidades de C'. Em outros termos
ele diz que a integral de linha de V f € a variagdo total de f.

De uma forma geral, se F for um campo vetorial continuo em um dominio U,

dizemos que a integral de linha / F - dr é independente do caminho se
c

F . -dr = F -dr
C1 C2

para quaisquer caminhos C, Co em U que tenham os mesmos pontos inicial e
final. Com essa terminologia, o TFIL nos garante que as integrais de linha de
campos conservativos sdo independentes do caminho.

O préximo teorema traz a caracterizacdo geral para campos conservativos e
independéncia de caminhos para a integral de linha.

Teorema 2.17. Seja F um campo vetorial continuo em um dominio U. Sdo equi-
valentes:

(i) F ¢ conservativo;

(ii) / F - dr = 0 para todo caminho fechado C em U;
C

(iii) / F - dr é independente do caminho em U.
C
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Teorema 2.18 (Teste para Campos Conservativos em R?). Seja
F(z,y) = P(x,y)i+ Q(x,y)j um campo vetorial em um dominio U C R?, com
P,QeCY(U):

(i) Se F é conservativo entdo

oP 0Q

671/ = % em U
(ii) Se U é simplesmente conexo e

oP 0Q

aiy = % em U,

entdo F é conservativo.

Um critério para determinar se um campo vetorial F em R? é ou ndo conser-
vativo serd dado mais adiante no Corolério 3.9.

2.3 O Teorema de Green

O Teorema de Green relaciona integais de linha com integrais duplas.

Teorema 2.19 (Teorema de Green - TG). Seja C um caminho fechado simples,
orientado positivamente, e seja U a regido delimitada por C. Se P,Q € C*(X),
onde X C R? é um aberto que contém U, entdo

/Cde—dey:/L[(ng—gij) dA. 2.6)

%deJery
C

A notacdo

¢é usada algumas vezes para indicar que a integral de linha € calculada usando-se
a orientacdo positiva da curva fechada C. Outra notacdo para a orienta¢ao positiva
da curva fronteira a U € QU, assim a equagdo no TG fica

L(22-9Yars [ pinan
v\odx Oy U

O TG pode ser olhado como o correspondente do TFC para integrais duplas.
No TFC

/ab F'(z)dz = F(b) — F(a),

temos U = [a,b], OU = {a,b}, como no lado direito a dimengio de AU € zero,
integragdo é entendida como “soma orientada", dai F'(b) — F'(a).
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Corolério 2.20. A equagdo (2.6) é equivalente as equagdes

/Pd:r:— / —dA 2.7)

(2.8)

/Qd _/ 9Q 4. 2.9)

Prova. Tomando ) = 0 e P = 0, respectivamente, em (2.6), obtemos (2.7) e
(2.9), respectivamente. Reciprocamente, somando (2.7) e (2.9) obtemos (2.6).

0

Observacao 2.21. O Teorema de Green vale para dominios multiplamente cone-
xos: Seja C constituida pelas curvas Cy, . . . ,Cp,, de modo que o dominio U multi-
m

plamente conexo tem fronteira OU = U C;, entdlo sob as hipéteses do Teorema de

i=1
Green, tem-se

9Q P

/U(ax_@y> dA:gji (Pd:n+Qdy):?gUde—|—Qdy,

2.3.1 Formas Vetoriais do Teorema de Green

Os operadores div e rot nos permitem escrever o0 TG em uma versio que serd
util futuramente. Considere na regido plana U, sua curva fronteira C e fungdes P e
@ que satisfacam as hip6teses do TG. Entao, podemos considerar o campo vetorial
F = Pi+ Qj. Sua integral de linha é

fF-dr:de:HQdy
C C

e considerando F como um campo em R? com R = 0, temos

i j k
_ |2 9 0 0@, 0P, 0Q, (‘3’@_3}’>
e I T VY. 23 R P e R o Al U )
P Q 0
&
dr 0Oy
Portanto (rot F') - k = (Z)—Q - a—P, e assim o TG na forma vetorial fica
€z Y

%F dr—/ (rotF) -kdA. (2.10)
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A equacdo (2.10) expressa a integral de linha da componente tangencial de F
ao longo de C (lembre que j{ F.dr = ]{ F - Tds) como uma integral dupla da
c

C
componente vertical de rot F' sobre a regido U delimitada por C. Vamos deduzir
agora uma férmula semelhante, envolvendo a componente normal de F. Ora, o
vetor unitdrio normal exterior a C é

dai

%F~nds
C

[ morwa=

a

PPy Q)|
l NORE0] 1’ |t

/a [P(z,9)y' (t) — Q(z,y)z' ()] dt:/cde—Qd:c

g /(mj+ac2)dA:/dideA,
v\0x Oy U

F-nds= divFdA. (2.11)

C U

A equagdo (2.11) também é chamada de Teorema de Green. Esta versdo diz
que a integral de linha da componente normal de F ao longo de C é igual a integral
dupla do divergente de F na regido U delimitada por C.

o

ou seja,
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Capitulo 3

OS TEOREMAS DE STOKES E
DA DIVERGENCIA

3.1 Integrais de Superficie

3.1.1 Integrais de Superficie para Campos Escalares

A integral de superficie é a versdo para superficies da integral de linha sobre
uma curva, ou em outra maneira de ver, € o correspondente da integral de linha
(esta para uma dimensdo) para duas dimensdes. A integral de linha foi definida
mediante uma representacdo paramétrica da curva. Semelhantemente, a integral
de superficie serd definida mediante uma representacio paramétrica da superficie;
assim, teremos que provar que, sob certas condi¢gdes gerais, o valor da interal inde-
pende da parametrizagao.

Definicdio 3.1. Sejam S uma superficie paramétrica diferencidvel' e f um campo
escalar limitado, definido sobre S. A integral de superficie de f sobre S é definida
por

JLf@as = [ s, x4, G0
se a integral dupla do segundo membro existir.
Observacao 3.2. Note a semelhanca com a férmula para a integral de linha
b
| r@yzyds = [ ol a.
a

A seguir temos a invariincia da integral de superficie em relacdo 4 parametri-
7agao.

Teorema 3.3. Sejam S e S’ superficies equivalentes, entéo

/Sf(x,y,z)dS: /S/f(a:,y,z)ds

'A parametrizacio r : D — R é uma funcio diferencisvel

19



20 CAPITULO 3. OS TEOREMAS DE STOKES E DA DIVERGENCIA

Prova. Veja [1, teo.12.2].

Observacao 3.4. Se S é uma superficie regular por partes, ou seja, uma unifio
finita de superficies regulares Sy, . .., S, que se intersectam somente ao longo de
suas fronteiras, entdo a integral de superficie de f sobre S € definida por

V/Sf('rvyvz)dszﬂlf(wayvz)ds_‘_+/‘;‘mf(xay7z)ds

3.1.2 Integrais de Superficie para Campos Vetoriais

Definicao 3.5. Sejam S uma superficie orientada S com vetor normal unitirio n e
F é um campo vetorial limitado definido sobre S, entdo a integral de superficie de

FemSé
/F-dS:/F-ndS.
S S

Essa integral é também chamada fluxo de F através de S.

Em paralvras temos que a integral de superficie de um campo vetorial sobre S é
igual 2 integral de superficie (de campo escalar) da componente do campo vetorial
na dire¢do normal a S.

Agora, de (1.4), da Defini¢do 3.5 e de (3.1), temos

/F‘dS:/F Tu Xt gg /( ruxrv)|ruxrv\dA7
S S ’ru X rv| |ru X rU|

ou seja,
/F-dS:/ F:(r, xry)dA. (3.2)
S D

Observacio 3.6. Compare (3.2) com a expressdo andloga para o cdlculo integral
de linha de campos vetoriais

/CF-dr: /abF(r(t))-r’(t) dt.

3.2 O Teorema de Stokes

O Teorema de Stokes é uma versdo em dimensdo maior do Teorema de Green.
O Teorema de Green relaciona uma integral dupla sobre uma superficie plana com
uma integral de linha em torno da curva fronteira da referida superficie plana. No
Teorema de Stokes a superficie ndo precisara ser plana, assim a integral dupla sera
substituida por uma integral de superficie sobre uma superficie S no espago, ao
passo que a integral de linha serd agora sobre uma curva do espaco que € a curva
fronteira de S.
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Teorema 3.7 (Teorema de Stokes - TS). Seja S uma superficie orientada, simples
e regular por partes, cuja fronteira é formada por uma curva C fechada, simples,
regular por partes, com orientacdo positiva. Seja F um campo vetorial C' em uma
regido aberta de R3 que contém S. Entdo

%F-dr:/rotF-dS.
C S
Como

fF-dr:?{F-Tds e /rotF-dS:/rotF-ndS
C C S S

o Teorema de Stokes assegura que a integral de linha em torno da curva fronteira
de S da componente tangencial do vetor F € igual a integral de superficie da com-
ponente normal do rotacional de F'.

A curva fronteira, orientada positivamente, da superficie orientada S é deno-
tada por 0S5, assim o Teorema de Stokes também € escrito como

/rotF-dS: F.dr. (3.3)
S aS

Existe uma analogia entre o TS, o TG e o TFC. Como anteriormente, existe
uma integral envolvendo, do lado esquerdo da equagdo (3.3), derivadas e, do lado
direito valores de F calculados somente na fronteira de S.

De fato, no caso especial em que a superficie S € plana e pertence ao plano
Xy com orientag@o positiva para cima, o vetor normal unitdrio € k, a integral de
superficie se transforma numa integral dupla, e o TS fica

jl{F-dr:/rotF-dS:/rotF~de.
C S S

Esta é precisamente a forma vetorial do TG dada pela equacéo (2.10). Entdo vemos
que o TG é, na verdade, um caso especial do TS.

Observacao 3.8. Note que como no caso do TFIL em que a integral de linha inde-
pendia da curva, mas sim dependia apenas dos pontos extremos da curva (ou seja,
da fronteira da curva), a férmula (3.3) mostra que a integral de superficie depende
apenas da fronteira da superficie. Assim, para S; e So superficies orientadas com
mesma curva fronteira orientada C e ambas satisfazem as hipéteses do TS, temos

/ rotF-dS:fF-dr:/ rot F -dS.
S1 C Sa

Este fato € util quando a integral sobre uma das superficies for de dificil resolucao,
enquanto que sobre a outra a integral se torne mais facil.

Anteriormente mencionamos que aplicarfamos o Teorema de Stokes para obter
um critério de determinacdo de campos vetoriais em R3. A seguir apresentamos
tal resultado.
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Corolario 3.9. Seja F um campo vetorial C' em R3. Entdo F é conservativo se, e
somente se, rot F = 0; em simbolos, para um campo escalar f sobre R3,

F=Vf <= rotF=0.

Prova. Se F = Vf entfio ¢ ficil constatar que rot F = 0. Reciprocamente,
pelo Teorema 2.17 € suficiente mostrar que f F - dr = 0 para todo caminho

C
fechado C. Sejam C um caminho fechado simples e S uma superficie orientada
cuja fronteira seja C>. Entdo, aplicando o TS obtemos

]{F-dr:/th.dszIG-dszo.
C S S

Para um caminho fechado ndo simples, como ele pode ser dividido em diversos
caminhos simples e as integrais ao longo desses caminhos simples sdo todas 0, e
sendo a integral ao longo do caminho a soma dessas integrais, segue que a integral
ao longo do caminho é 0.

O

Observacao 3.10. A demonstracio acima contém duas afirmacdes de dificil prova:
a existéncia da superficie S com fronteira C € a composicdo do caminho fechado
ndo simples por diversos caminhos fechados simples. Obviamente a escolha pela
apresentacdo desta demonstragdo deve-se a aplicacdo do Teorema de Stokes. To-
davia uma demonstragdo com mais rigor encontra-se em [1].

3.3 O Teorema da Divergéncia

O Teorema da Divergéncia € uma extensio do Teorema de Green para dimen-
sao maior. Na subsecdo2.3.1, escrevemos o TG na versao vetorial

/F-nds:ﬁdivF(x,y)dA, (2.11)
C U

onde C é a curva fronteira, orientada positivamente, da regido do plano U. O
Teorema da Divergéncia estenderd, a identidade acima, para campos vetoriais em
R3, onde em vez da regido plana e de sua curva fronteira, teremos um sélido e sua
superficie fronteira.

Teorema 3.11 (Teorema da Divergéncia - TD). Sejam E uma regido sélida, cuja
fronteira é uma superficie S orientada positivamente, e F um campo vetorial C'*
em uma regido aberta que contém E. Entdo

/F.ds;/F-ndszﬂ divFdV .
S S E

Ysso é sempre possivel, mas sua demonstracio foge ao escopo deste texto
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Observacoes 3.12.
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1. O Teorema da Divergéncia afirma que, sob as condi¢des dadas, o fluxo de F
pela superficie fronteira de E' € igual a integral tripla do divergente de F' em

E.

2. O Teorema da Divergéncia €, as vezes, chamado Teorema de Gauss.

Em

muitos paises da Europa, ele é conhecido como Teorema de Ostrogradski.

3.4 Teoremas do Calculo Vetorial

3.4.1 Alguns Teoremas

Uma conclusdo fica-nos: os principais resultados apresentados aqui sdo ver-

soes em dimensdo maior do
Teorema Fundamental do Cal-
culo. Assim, listamos os teore-
mas (férmulas) a fim de que o
leitor possa visualizar, mais fa-
cilmente, essas semelhancas es-
senciais.

Observe que em cada caso te-
mos, do lado esquerdo, uma in-
tegral de uma “derivada"sobre
uma regido, e do lado direito
temos os valores da funcdo na
fronteira da regido.

Note que das duas representa-
¢cdes para o Teorema de Green,
uma corresponde ao Teorema de
Stokes e a outra ao Teorema da
Divergéncia, quando estendidas.

TFC / " F@)da = F(5) - F(a)

TRIL | [ f-dr = f(x(b) - /(@)
/(rotF) kdA = 7{}; dr

Ta /ddeA j{F nds

TS /SrotF-dS:%CF.dr

D %didevz%F.ds

Sao muitas as identidades integrais importantes no Calculo Vetorial, trés delas
serdo estudadas minuciosamente no proximo capitulo. Agora apresentaremos duas
identidades que relacionam integrais de volume e integrais de superficies, como no
Teorema da Divergéncia. Para um estudo sobre tais identidades veja [2]:

ﬂ Vde:/fds

E S

ﬂthdV:/ands.
E S

(3.4)
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3.4.2 grad, div, rot e Independéncia do Sistema de Coordenadas

O gradiente de um campo escalar f (e também de um campo vetorial F'), o
divergente e o rotacional de um campo vetorial F foram definidos com base num
sistema de coordenadas. Todavia eles sdo propriedades intrinsecas do campo e as-
sim admitem defini¢cdes (férmulas) que independem do sistema de coordenadas.
Uma demonstragdo aberta dessas independéncias de sistema de coordenadas para
os referidos campos pode ser feita usando o Teorema da Divergéncia e as identida-
des em (3.4) (veja [2]). Aqui preferimos seguir os passos de [1] e apresentar, como
aplicacdo dos teoremas da Divergéncia e de Stokes, apenas a prova para o diver-
gente e o rotacional de um campo; isto porque esta argumentacio nos fornecera a
interpretacdo fisica para os referidos campos que, inclusive motiva-lhes os nomes.

Teorema 3.13. Sejam E(t) e S(t) um sdlido e sua fronteira, ambos atendendo as
hipéteses do Teorema da Divergéncia. Seja A um ponto de E(t) tal que E(t) — A,
quando t — 0, e seja F um campo vetorial C' num aberto contendo E(t). Entdo

divF(A) = %_}0 \E( 7 s F-dS. (3.5)

Note que definindo o divergente de um campo vetorial pela equagdo (3.5), ndo
necessitamos de um sistema de coordenadas. Além disso a férmula infere uma
interpretacdo fisica ao divergente, a saber: seja v o campo velocidade de um fluido
com densidade constante p, entdo a vazao de fluido por unidade de drea é o campo
F = pv; desta feita, a integral /S F -ndS do lado direito de (3.5) afere a massa

t

total do fluido passando através (gaz superficie S(¢) no instante ¢ e no sentido da
normal n; assim o quociente em (3.5) representa a massa por unidade de volume
que passa através de S(¢) no instante ¢ no sentido de n. Por fim, quando ¢ — 0
temos a vazao total por unidade de volume que sai de A; por isso, o divergente em
A pode ser interpretado como o coeficiente de variacdo da massa por unidade de
volume, por unidade de tempo, em A (essa é a razdo para o nome divergente). Para
campos F € Cle P € E, se divF(P) > 0 o escoamento total proximo de P é
para fora e P € dito fonte, se divF(P) < 0 o escoamento total préximo de P é
para dentro e P é denominado sorvedouro.

Agora usando o Teorema de Stokes obtemos um resultado andlogo para o rota-
cional.

Teorema 3.14. Sejam E(t), S(t) e A como no Teorema 3.13. Entdo

1
ot = I )] Js ™ T

n-rot F(A) = }g]% ]S 7{ F -dr (3.6)
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Note que em ambas as férmulas acima, temos definido o rotacional sem a pre-
senca de sistema algum de coordenadas. Quanto a interpretacdo fisica do rotaci-
onal, sendo F = v um campo de velocidade de um fluido, a integral de linha em

(3.6) é / v - T ds. Agora, como v - T é a componente da velocidade v na diregéo
C

do vetor T, unitario tangente a curva C, e como o valor de v- T cresce & medida que
a diregdo de v se aproxima da direcdo de T, segue que a integral de linha em (3.6)
mede a tendéncia do fluido mover-se em torno de C e é, por isso, denominada cir-
culagdo de v em torno de C. Portanto o limite em (3.6) representa a circulag@o por
unidade de drea no ponto A; enquanto n - rot F(A) representa a medida do efeito
da rotacdo do fluido em torno do eixo n, isto é, € uma densidade de circulacdo da
velocidade v em torno do eixo n (essa € a razdo para o nome rotacional).
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Capitulo 4

IDENTIDADES DE GREEN

4.1 As Identidades

Neste capitulo vamos nos restringir ao R?, para o tratamento em R3 veja [11].
Do Teorema de Green seguem trés identidades de grande aplicacdo no estudo de
Equagdes Diferenciais Parciais (EDP), denominadas identidades de Green. A se-
guir veremos duas delas.

Teorema 4.1 (12 e 2? Identidades de Green). Sejam U wum dominio onde vale o
Teorema de Green e u,v € C*(U). Entdo

/7(11Au + Vv -Vu)dA = U% ds (1“IG)
T ou On
ou ov
Au —uAv)dA = — —u— 247
/U(v u— ulv)d /8U (Uf)n uan>ds (2°IG)

0
onde n € a derivada direcional na diregdo do vetor unitdrio normal exterior n.
n

Prova. (1°IG): Seja F = vVu. Entio F é um campo C' em U e
V-F =V.(vVu) = Vv- Vu+ vAu. Aplicando o TG vem

/7(vAu+Vv'Vu)dA = 7V-FdAT:G F~nds:/ (vVu -n)ds
U U U U
= va—uds
ou On

Assim provamos a primeira identidade de Green.
(2?1G): Aplicando a (1?IG) para u, v e para v, u, obtemos

/7(1)Au —uAv)dA = /7(1)Au + Vv -Vu)dA — | (uAv + Vu - Vv)dA
U U U
—/ vauds—/ uavds—/ (vau—uav>ds
~ Jou Om ou On Joy\ On  On) '
Assim provamos a segunda identidade e finalizamos a prova do teorema.

27
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O
Corolario 4.2. Sob as hipdteses do Teorema 4.1, se Au = 0 em U, tem-se
/7\Vu|2dA = / u% ds 4.1
U su On
0
/ M igs=0. (4.2)
U On

Prova. Basta fazer v = u na (1?IG) para obter a primeira equacdo e v = 1 na
(2°1G) para obter a segunda equacio.

0

Como aplica¢do de (4.1) temos o teorema de unicidade para a equacgdo de
Poisson.

Teorema 4.3 (Unicidade Poisson). Sejam U como no Teorema 4.1, f € C(U) e
g € C?(0U). Entdo o problema de Dirichlet para a equagdo de Poisson

u e C*U)
Au=f em U 4.3)
U=y em 0OU

tem no mdximo uma solucdo.

Prova. Se u e v sdo solugdes de (4.3), tomamos w = u — v e dai facilmente
vemos que w € solucdo do problema

w e C*U)
Aw=0 em U
w =10 em OU

Assim, aplicando (4.1) para w e sendo w = 0 em U, temos
0
/7|Vw|2dA:/ wllds=0 = Vw=0.
T ou On

Agora, uma vez que U é conexo, w € C?(U) e Vw = 0 em U, temos w constante
em U e como w = 0 em OU segue que w = 0 em U. Portanto v = wem U.

0

Observacio 4.4. A hipétese v € C?(U) é muito forte para a unicidade; ela é
necessdria devido as hipéteses para a aplica¢do da identidade (4.1). Contudo, mais
adiante enfraqueceremos a hipétese (referente a regularidade da solugéo) para

ue CHU)nC(U),

isto &, em (4.3) temos g € C?(0U), mas basta g € C(OU) (veja a Segio 4.2).
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Agora vamos a Terceira Identidade de Green, que é muito importante para a
chamada “teoria do potencial".

Definicdo 4.5 (Funcio Harménica). Uma funcdo u € C?(U) é dita uma fungdo
harménica se for solucdo da equacgao de Laplace

Au=0.
Observacoes 4.6.
1. Aqui U é um dominio, como sabemos.

2. A defini¢do de func@o harmonica varia no que tange a sua regularidade, em
[6] é exigido apenas u € C'(U). Dai, em [6] terd uma prova diferente para
o Principio do Méximo, pois para aplicar as identidades de Green é neces-
saria regularidade C2. Como nosso texto trata de “teoria de Green"ndo hd
outro caminho se nio assumirmos a regularide C? para a definicio de funcdo
harmonica.

Agora vamos obter a Solu¢do Fundamental do Laplaciano. Para esse fim usa-
remos a representacio do Laplaciano em coordenadas polares.

Consideremos as formulas de mudanca de varidveis, entre coordenadas carte-
sianas e coordenadas polares:

r=rcosl, y=rsend; r>0, 0€l0,27).

Fazendo v(r, 0) = u(z,y), facilmente vemos que
1 11
Au ="Ag9)v = vpr + ;vr + ﬁ’l)gg . 4.4)

Defini¢do 4.7. Se v é harmonicae v(r,0) = f(r), entdo v é dita harménica radial.

Teorema 4.8. As funcdes harmonicas radiais em R*{0} sdo
fry=cilnr+ca, ci,cy constantes. 4.5)

Prova. Como f = f(r), entdo fg9 = 0 e dai segue de (4.4) que se f é
harmonica radial entio

1
f'(r)+—f'(r)=0. (4.6)
Consideremos os casos a seguir:
o f/(r)=0 = f(r) = csolugdo de (4.6).

o fI(r)#0 (4——}6) If'(r)] = ;, como [’ é continua segue que

f(r) =clnr +d onde ¢ # 0 e d sdo constantes.

Como no caso do grad, rot e div, também o laplaciano independe do sistema de coordenadas.
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Assim, temos que f; = 1 e fo = Inr sdo solugdes de (4.6) em (0,00) e, uma
vez que elas sdo linearmente independentes segue de [7, Teo.4.5] que a solucdo
geral da EDO (4.6) é dada por (4.5). Reciprocamente, se f é do tipo (4.5) entdo,
obviamente, f é harmonica radial.

O

Notacdo. Usaremos as letras gregas para representar pontos de R?, isto &,
§=(z,y).

Definico 4.9 (Solucio Fundamental). A solucdo fundamental de Au = 0 em R?
¢ a fun¢do
F : RA{0} — R

£ — FO) =y Ml

Observacao 4.10. Para n > 3, a solugdo fundamental de Au = 0 em R™ é a
funcgéo
F : R™{0} — R
1

— F) = ——
Calculando diretamente, € facil ver que se F' € a solugdo fundamental de Au = 0
em R", entdo AF = 0 em R™{0}.
A solugdo fundamental é importante pois a partir dela se constréi outras fungdes
harmoénicas.

€*™,

Seja F a solugdo fundamental de Au = 0 em R?. Para cada ¢ € R?, vamos
adotar a seguinte notagao:

Fe(m)=FE—-mn), n#¢&

Para demonstrar a Terceira Identidade de Green vamos precisar de alguns le-
mas, que apresentaremos a seguir.

Lema 4.11. Sejam R > 0 e g : B[{; R] — R. Se g é limitada e F¢g é integrdvel
em relacdo ao comprimento de arco ao longo de qualquer circulo centrado em &
de raior, 0 <r < R, entdo

lim Fegds=10.
r=0" JoB(&r)

Prova. Como ¢ é limitada, existe M > 0 tal que
lg(x)| < M, Vn € B[S R].

Dai,se 0 < r < R,

_ Inr

/(‘3 s Fegds = /” g_n“:TF(S —mg(n) ds(n) = /” il g(n)ds(n),
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e portanto

M|Inr|
2 Jje—n|=r

/ Fegds| <
OB(&r)

ds(n) = Mr|lnr| =0,

Lema 4.12. Sejam R > 0 e g € C(BI[¢; R]). Entdo

OF¢
li —>gds = .
r—1>%1+ oB(¢;r) On gds =g(¢)

Prova. Denotando ¢ = (a,b) e n = (z,y), temos:

Fel) = 5-In 6 —nll = 5-In /(@ — a) + (y — )

1 z—a T
y_
W = BT

Além disso, se n € OB(&;r)para0 <r < R, || —n| =Te

& _(z-a y-b
" el <||5—n\’u§—n||)’

entao

/ OF¢ 45 = /”5_n||:TVFg(n)-n(n)g(n)dS(n)

B(¢;r) On | ; 5
77 - 77 —
- ' ]
2m /Ilé—nr el ey ot dstn

1
= 5 /g_nrg(n) ds(n)

que € o valor médio de g sobre o circulo de raio . Portanto o resultado segue da
Proposigdo 2.12.

O

Lema 4.13. Dado ¢ € U, seja R > 0 tal que B(§; R) C U. Para cadar € (0, R),

seja U, = UNBI[&; r|. Entdo, para qualquer que seja g € C(U), existe o limite

lim | Fe(n)g(n)dn.

r—0t JU,

prova. Seja

I(r) = - Fe(n)g(n)dn.
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I(r) existe para 0 < r < R, pois Fgg € C(U,). Queremos a existéncia de

lim I(r).

r—0t L

Como g € C(U) e U é compacto, entdo g é limitada, logo existe M > 0 tal que
gl < M, VneU.

Sejam 0 < s < t < R: entdo

M
L Fengmdn| <3 [ il =il dn.
UsUt T Js<||é—nll<t

Para calcular essa tdltima integral, vamos introduzir um sistema de coordenadas
polares centrado em &:

[1(t) = I(s)| =

n=~&+ (rcosf,rsenf), s<r<t, 0<60<2r.

Entao

t 2w t
/ |1n||§—7]md77:/ / llnr\rdrdH:Qﬂ/ r|lnr|dr,
s<||§—nlI<t s JO s

como lim+ (rlnr) = 0, entdo a fungdo 7 In r € limitada perto de zero, isto &, existe
r—0

N > 0tal que
0<r<l = O0<r|/lnr|<N.

Dado € > 0, tome 6§ =

£
AN €T € (0,R), ¥Yn € Né tal que r,, — 0, quando
n — 0o, entdo existe ng € Ntal que m,n > ng = |r, — ry| < d; Dai

M
[I(ry) — I(rm)| < %N27r\rn — | <€

e portanto, pelo critério de Cauchy existe ILm I(ry). Como I(ry,) tem limite para
n—oo
todo r, € (0, R) convergindo a zero, segue que existe lim+ I(r); como querfamos
r—0
demonstrar.
O

Agora estamos preparados para a Terceira Identidade de Green.

Teorema 4.14 (32 Identidades de Green). Sejam U um dominio limitado onde vale
o Teorema de Green e u € C*(U). Entdo, qualquer que seja & € U,
oF, £ ou
= — —Fe—|d Fe(mA dn. 3G
ue) = [ (58 - R ) ds+ [ Fenduyan. (16

Observacoes 4.15.

1. A primeira integral estd bem definida pois se £ € U e n € OU, entdo
F¢(n) estd bem definida e é continuamente diferencidvel em 7, isto é, F¢ €
cl(ou).
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2. A segunda integral é imprépria, pois F¢(n) diverge quando 7 — £, mas tem
sua boa definicdo assegurada pelo Lema 4.13:

| FemAutnydy = tim [ Fetn)Autn) dy.
U U,

r—0+t

Prova. Fixemos £ € U e tomemos R > 0 tal que B(¢; R) C U. Como no Lema
4.13,8¢ 0 < r <, U, = U\B[¢; ], temos 9U, = OU U OB(&;r) e a orientagdo
positiva de U, coincide com a orientacdo positiva de QU e a orientacdo negativa
de OB(&;r), isto é, se n € a normal unitdria exterior a OU, e v é a normal unitaria
exterior a 0B(&;r), ention = —v em dB(&; 7).

Sabemos que AF¢(n) = 0sen € U,, dai aplicando a (2*IG), com v = F,
obtemos

ou 8F§
/UngAu dn = /7 (FeAu — ulAFy) dn —/ (Fgf)n U ds

" 4.7)
ou  OF ou  OF; (
= | (Ferm—u"")ds— Fe o —u—="L) ds.
e ) /aB@;r)(ﬁau W) i

— — 0 0
Como U ¢ compacto e Vu-v € continuo em U, a—u ¢ limitada, e Fga—u ¢ integravel
v v
sobre B(&; ). Logo pelo Lema 4.11
ou

li Fe—ds=0.
ra0t oB(er) SOV i

Ainda, como u é continua em U, pelo Lema 4.12

li —=ds = .
r—1>r(I)1+ aB(g;r)uay s =u(¢)

Por fim, pelo Lema 4.13, como u € c? (U), existe o limite

lim [ FgAudn:LFgAudn.
Ur U

r—0t
Assim, tomando r — 0" em (4.7) obtemos a (3*IG).
U

Observacao 4.16. Em R" tem-se a validade das trés identidades de Green (veja
[11]). As duas primeiras tém provas idénticas ao caso n = 2, apenas uando o Teo-
rema da Divergéncia ao invés do Teorema de Green. Quanto a terceira identidade,
sua prova € um pouco diferente, uma vez que para n > 3 a solugdo fundamental
tem outra forma. Em R3, a Terceira Identidade de Green tem importancia, do ponto
de vista fisico, na teoria do potencial (veja a referéncia indicada por [12]).
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4.2 O Principio do Maximo para Funcoes Harmonicas

Nesta se¢do vamos provar o principio do maximo para fungdes harmonicas e
usé-lo para obter a unicidade do problema de Poisson com menos regularidade.

Para a prova do principio do mdximo vamos usar outra propriedade interessante
de fun¢des harmodnicas que é o teorema do valor médio.

Teorema 4.17 (Teorema do Valor Médio para Fungdes Harmonicas). Sejam A um

a-berto e u harmonica em A. Entdo, quaisquer que sejam & € Aer > 0 com
Blgr] C A
1
u(§) = / uds. (4.8)
9OB(&r)

T 2
prova. Aplicando a (3°IG) a B(&;r), obtemos

aFg 8u)
- ik SR el +/ Fe(mAu(n) d
u(§) /3 e (u oo Lean ) s sie e(m)Au(n) dn

= / uangs—/ Fg@ds.
oB(¢r) On oB(¢r) On

Como na prova do Lema 4.12, se n € OB(&; r) temos

_Wfé—g| _nr  OF 1 1

F _ _
é) 27 27 On () 2r||€ —nl|  27r

Portanto

1 Inr du
_ L ds — 5 — ™
ue) =50 /aB(S;r)u *T o /aB@;r) on"

Agora, como u é harmonica em B(§;r), por (4.2)

/ @ds =0,
oB(&r) On

e assim temos (4.8).

Observacoes 4.18.

1. Note que a férmula do valor médio diferere da Proposi¢dao 2.12, onde 14 o
valor da funcdo € o limite do valor médio sobre o circulo, quando o raio
tende a zero. Aqui, pelo fato da funcio ser harmodnica, temos que o valor
médio é assumido no centro do disco.

2. E importante ressaltar que a reciproca do Teorema do Valor Médio é verda-
deira, isto é: se A é um aberto, u € C?(A) e a férmula (4.8) é vdlida, entdo
u é harménica em A.
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3. A reciproca do Teorema do Valor Médio € usada na Teoria de Fun¢des de
uma Varidvel Complexa para provar a analiticidade de uma fun¢do harmo-
nica.

Teorema 4.19 (Principio do Méximo). Sejam A um aberto e u € C(A) harmonica
em A:

(i) Se A é conexo e u atinge seu mdximo em A, isto é, existe £y € A tal que

u(§) < u(éo), V&€ A;

entdo u é constante em A.

(ii) Se A é limitado entdo o mdximo de u ocorre em DA, isto é,

maxu = maxu.
A OA

Prova. (i) Conforme a hipétese, seja {y € A tal que
(&) = M = max{u(x);z € A}, 4.9)

e consideremos o conjunto S = {¢ € A;u(§) = M}.

Comegamos observando que S # () pois & € S. A seguir vamos mostrar que S
é aberto e fechado em M, o que, mediante a conexidade de A, implica S = A
(Proposicao 1.1):

e S éfechado em A pois S = u (M) (imagem inversa de fechado for fungio
continua).

e Como A é aberto, entdo S é aberto em A se, e somente se, .S € aberto. Assim,
vamos mostrar que S € aberto. Para esse fim, tomemos £ € S arbitrério e
R > 0 de modo que B[{; R] C A e mostremos que B(§; R) C S. Como u
€ harménica em A, pelo TVM temos

M =wu() L/ uds, Vre(0,R). (4.10)
9B(&r)

- 2rr

Suponhamos que B(&; R) ¢ S, entdo existe n € B(&; R) tal que n & S,
logo
u(n) < M =u(f), (4.11)

pela continuidade de u, exite uma vizinhanga V' de n em B(&; R) tal que
u < M em V; Tomando r = ||§ —n|, T' = V N 9oB(§;r) e usando
(4.9), (4.10) e (4.11) vem

. 1 1 1
M (4:10) 7/ udszi/ UdS—f—i/ UdS
2y 0B(&r) 27r OB(&r)\T 2mr Jor

49 M 1
< — / ds + — / uds
271 JoB(gr)~T 27tr Jar

(411 M
< ——/ ds+ — [ ds= M,
27r JoB(&r)~T 27r Jor

o0 que é um absurdo. Portanto B({; R) C S como desejavamos.
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(ii) Como A é compacto, existe max u. Se max u ocorre em um ponto interior,
A A
entdo pelo item (i) u € constante no fecho da componente conexa X que contém

esse ponto, e portanto, como JA N X # () segue que existe & € OA tal que
u(&) = max .
A

0

Observacao 4.20. No item (i) o dominio A pode ser ilimitado daf a continuidade
de u nfo garante a existéncia de maximo, por isso temos a hipétese de existéncia
do méximo em A; ja no item (ii) ndo hd a necessidade da hipdtese de existéncia do
méximo em A, visto que A € limitado e u continua em A.

Obviamente temos o andlogo para o minimo, de tudo que foi comentado para
o maximo. Por simplicidade vamos registrar apenas o Principio do Minimo.

Corolario 4.21 (Principio do Minimo). Vale o mesmo principio acima, apenas
substituindo mdximo por minimo.

Prova. Obviamente v = —u satisfaz todas as hipéteses do Principio do Mé-
ximo. Dai, é fécil ver, que aplicando-se o Principio do Médximo a v obtemos o
Principio do Minimo para u.

0

Agora findaremos este capitulo provando a unicidade do problema de Poisson,
como prometido.

Teorema 4.22. Sejam U um dominio limitado, f € C(U) e g € C(0U). Entdo
existe no mdximo uma solugdo para o problema

ue C*(U)NC(U)
Au=f emU 4.12)
u=gqg emoU

Prova. Sejam u,v solugdes do problema (4.12) e w = u — v. Entdo w €
C()NCU), Aw=Au—-Av=f—f=0emUew=u—v=g—g=0
em OU. Como w é harmdnica em U, U ¢é limitado e w € C(U) entdo w atinge seu
maximo e seu minimo em AU, o que implica w = 0 em U e, consequentemente

u = v, findando a prova do teorema.
O

Observacao 4.23. Comentamos anteriormente que uma regido de “facil"trato seria
o semiplano. Contudo, como o semiplano € ilimitado, a principio ndo podemos
aplicar o Principio do Maximo se ndo tivermos a hipétese de existéncia do maximo.
Entretanto, isto é contornado por uma versdo mais forte do Principio do Méaximo
onde substituimos a hipdtese de maximo em A por maximo local em A, este € o
chamdo Principio do Mdximo Forte.



Capitulo 5

A FUNCAO DE GREEN

Neste capitulo, diferentemente do anterior, vamos considerar n > 2; assim
estaremos admitindo a validade dos resultados do capitulo anterior para n > 2.
O motivo desta escolha é que os pontos abordados neste capitulo ndo apresentam
diferencas significativas entre os casos n = 2 e n > 2.

5.1 Definicao

Para motivar a introducio da funcdo de Green consideremos o problema no
dominio limitado U onde vale o Teorema de Green. Suponha que o problema

u € C?*(U)
Au=f em U 5.1
u=g em OU

para f € C(U) e g € C(OU) tem uma solugdo. Pela Terceira Identidade de Green
a solucdo é dada para x € U por

_ Ou

u(ﬂ:)z/UF(f’? —y)f(y) dy+ 8U<96)F(x ~Y) on,

n (y)F(x — y)) ds(y). (5.2)
Y

Esta representacdo da solucdo tem o incoveniente de ndo expressa-la explici-

. u o N ..
tamente, pois o termo —— ndo é um dado do problema (devido a unicidade de

On,
. . ou .

solucdo garantida pelo Teorema 4.22, obviamente In. € determinado pelos da-
ny

dos f e g). Assim é preciso uma representacdo alternativa para a solugdo, onde

aparecam apenas os dados f e g. A ideia é entéio substituir F'(x — y) por uma

fungdo G(z,y) com propriedades semelhantes as de F' mas, tal que G(z,y) = 0

. . u ~

para (z,y) € U x QU pois assim o termo contendo —— n@o ocorre na relagdo que
ny

corresponde a Terceira Identidade de Green.

37
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Para realizar tal plano introduzimos para cada x fixo em U uma funcdo corre-
¢do H, = H,(y) = H(x,y) solugdo do problema de valor de fronteira

H, € C*(U)nC(U)
AyHy(y) =0 em U (5.3)
H,(y) =F(z—y) em oU

Pelo Teorema 4.22 vemos que existe no maximo uma fun¢do H, para o problema
acima.
Aplicando a Segunda Identidade de Green obtemos

[aatias = [ (00 5 ) - st ) sty
Y v (5.4)
- F@—yy?‘@rwwwngx—yﬁdaw.

ou n, n,

Conduzido por essa explanacdo vamos definir, por enquanto, a fungdo de Green
para dominios limitados. Contudo veremos no decorrer deste capitulo que também
se tem a funcdo de Green para um dominio ilimitado.

Definicao 5.1 (Funcdo de Green). A funcdo de Green para um dominio limitado
com fronteira C'! é a funcio

G(z,y) = —F(x —y) + Hy(y), V(z,y) €U xU (x #£vy).

Assim, segue da (3*IG) e de (5.4) que para x € U

u@) = [ Gpduwydy+ [ wg @y)dsy), 69
U ou Ony

0G
onde — (z,y) = V,G(z,y) - n(y) é a derivada normal exterior de GG em relagdo

On, 5

.. u ~ ~
a varidvel y. Note que o termo I ndo aparece em (5.5): a fungdo corre¢do H,

n
Y
foi introduzida justamente para esse fim.
Agora voltando ao problema introdutério desta se¢do, combinando a equagdo

(5.2) e (5.4) (com f = Aue g = ul,,) obtemos

oG
- g(y)afny(:c, y)ds(y), (5.6)

u@) = [ Gl f@)dy+
isto é, u € totalmente expressa em funcio dos dados f e g.
Observacoes 5.2.

1. A integral sobre U em (5.5) existe no mesmo sentido que a integral corres-
pondente na (3*IG), uma vez que a fungdo y € U — H,(y) para z fixo, é
continua.
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2. Se u é harmonica entdo (5.5) fica

oG
u(z) = /E)U ua—ny(ac,y) ds(y), VxeU. (5.7)

A equacdo (5.7) € conhecida como a férmula de Poisson em U, e o termo

——— é chamado o niicleo de Poisson de U.

On,
3. O motivo da limitacdo de U € simplesmente para aplicarmos a (3?1G).

A partir de agora U denotard um dominio regular, isto é, um dominio limitado
com fronteira de classe C2.

A primeira propriedade a apresentarmos € a simetria da fun¢do de Green, isto
¢ G(z,y) = G(y, 7).

Teorema 5.3 (Simetria). Seja U um dominio regular. Entdo
G(z,y) = G(y,x), Y(z,y) eUxU, z#y.
Prova. Como x # y, por defini¢do de GG, tomemos € > 0 tal que
Blz;e]UB[y;e] CU e Blx;e] N Bly;e] =10.
Tomemos ainda, em U, = (B[z;¢] U Bly;€]),
u(z) =G(z,z) = H(z,z) — F(z,2) e v(z)=G(y,z).

Agora aplicando a (2°1G), e observando que Au = Av = 0, vem

ov ou
—/ (uAv — vAu) = /BUE <u6n - U@n) ds

€

ov ou
= ua—n — v5'n> ds
» fle. oG (5.8)
H [ 6 ) -Gl a) 5 w2 ds(e)
e[ O
o |66 5 .9 -0 9 52| as(z) = A4 B
Vamos analisar separadamente A. e B:.
0G 0G

= [ e -GS )] dse)

_ /6 Hz(z)ﬁfy (2) ds(z)
B(z;e) n

oy - z % z)ds(z
_/‘93(43;6) H:C(Z)aaFl:l(Z) ds(2) /83(z;€) Fel )88[-1[1 (2) ds(2)
—Y(2)ds(z) — = () ds(z
" Jone) Hy(2) 55 (2) ds(2) + 0B (wc) Fy(z) 7 ~(2) ds(2)

OF, .
_ /{9 . Fy(2) 52 (2) ds(=) = 3 I
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Vamos calcular o limite de cada I;.

r—z
L| = / H,(2)V,H,(z) - —ds(z)
’ ! OB(z;¢) ( y( Hw - ZH (
< |He(2)] [V2Hy(2)| ds(2) .
OB(ze)

Como H,, H, € C*(U) e Blx;¢] C U temos que
|He(2)| [V2Hy(2)| < Cay . V2 € 0B(x5e),
onde C,, € uma constante; daf a inequagdo acima conduz a

e—07F

|| < Cmy/ ds =21Crye — 0.
OB (z;¢)

Em destaque escrevemos

n =% o. (5.9)
Analogamente tem-se
I =% 0. (5.10)
Agora vamos ao [s.
x—z
B = ‘— Ly BV - T ()

IN

|He(2)| [V2Fy(2)] ds(2) .
OB(z;¢)

Como y ¢ Blz;¢|, tem-se F,, € C°°(B]z;¢]) e portanto existe c,, constante tal
que
|He(2)| [V2Fy(2)] < ¢y, V2 € 0B(z;¢),

e como na obteng¢do de (5.9), temos

I, =% 0. (5.11)

Agora vamos a

0H,
I3 =— / Fo(2)—=2(2)ds(z).
5= e B2 () ds(2)
. ) oH, .
Pelo argumento aplicado na obtengdo de (5.11), temos n continua e limitada
n
H,

em Blz; ] e como F), é continuaem 0B(x; ) temos F), integravel em relagido

ao comprimento de arco; Logo, segue do Lema 4.11 que

I, =% 0. (5.12)
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O mesmo argumento se aplica a I, e assim

L =% o. (5.13)
Ainda, pelo mesmo argumento, segue do Lema 4.12 que

e—0t

I Hy(x)=H(y,x). (5.14)
Agora F, € C*®(Blx;¢e]) e H, € C*(U), dai como nos raciocinios anteriores
segue que

I 2% 0. (5.15)
Pelo mesmo argumento usado na obtengdo de (5.14), vem

e—0F

Iy — —Fy(z)=-F(y,z) = —F(z,y). (5.16)

Assim, de (5.9) — (5.16) temos

8
lim A = lim > I; = H(y,z) — F(y,z) = G(y, ). (5.17)

e—0t e—0t 4
=1

Um raciocinio andlogo mostra que

lim B, = —-G(z,vy). (5.18)

e—0t

Com isto, tomando o limite ¢ — 0" em (5.8), segue de (5.17) e (5.18) que

G(y,z) — G(z,y) = 0 econsequentemente G(y,x) = G(x,y).

Observacoes 5.4.

1. Por defini¢@o, a fungdo G(x, y) ¢ harmdnica na 22 varidvel e se anula quando
esta pertence a fronteira QU. A propriedade de simetria, provada acima,
mostra que estas afirmacdes também sdo verdadeiras para a 12 varidvel.

2. E importante ter uma sequéncia légica dos resultados estabelecidos até aqui,
pois é comum o equivoco de achar que ja estd resolvido o problema (5.1)
para U limitado, entretanto os resultados obtidos até aqui foram assim: se
o problema admite solugdo, entdo a solugdo tem a forma (5.6). Assim a
resolucdo de um problema particular requer a obten¢do da fung¢do de Green
G(z,y) para o dominio particular U, e o teste se a férmula é solugdo do
problema.
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3. Referente a observagdo do item anterior temos que em [5] determina-se as
funcdes de Green da bola e do semiespaco (este dltimo inclusive € ilimitado)
e depois prova que (5.6) é solu¢do do problema (5.1) para f = 0. Jd em
[11] prova-se a existéncia de solu¢do para (5.1) com U um aberto qualquer
de R? com a condiciio de fronteira nula (u| U = 0).

4. Para o tratamento de [11] necessita-se da teoria de integracdo de Lebesgue,
0 que ndo € o proposito destas notas, por isso vamos seguir [5], até porque o
n0sso propodsito é o problema para o disco (n = 2, Problema (6.10)).

5.2 Funcao de Green para a Bola Unitaria
Para construir a fun¢do de Green da bola unitdria B, definimos o simétrico de

um ponto, diferente de 0, em relacio a esfera unitdria OB = S™~!, como segue.

Definiciio 5.5. Dado = € R,,~{0}, o ponto

x
]2

z

é chamado o ponto simétrico de x com respeito 2 S"~!. A aplicagio x + & é a
inversdo completa em relacdo a S™ .

Usaremos a aplicacdo inversdo em relacdo 2 S”~! para construir a funcio de
Green da bola unitaria.

Fixemos = € B. Lembremos que para a construg¢do da fungcdo de Green deve-
mos obter a fungéo correcdo H,(y) = H(x,y) solu¢do do problema

AH,=0 emB
Hy(y) = F(z —y) emdB,

e assim a funcdo de Green serd

Naturalmente a ideia € “inverter a singularidade"de = € B para & ¢ B.
Assuma por um momento n > 3. Dai a aplica¢do y — F(y — ) é harménica
para y # 7 e portanto y > ||z||> " F(y — %), © # 0 é harmdnica para y # 7.
Assim
Hy(y) = F(llzll(y — 2))

¢ harmonica em B se x # 0. Além disso, se y € IB e x # 0 entdo

e (- o) (v o)

2y-x 1 9
— ol (ol = T3 + ) = (el ~ 2y 41
ol * i) = )

€T
y_
]2

lzllly — 21> = =]

= o -yl
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Assim ([|z]||ly — 2])~) = ||z — y[|="~? , y € IB. Portanto
Hy(y) =F(y—=x), y€IB.

O mesmo argumento se aplica naturalmente ao caso n = 2 (exercicio para o leitor).
Agora estamos prontos para definir a fun¢do de Green para o caso n > 2.

Defini¢ao 5.6 (Funcdo de Green para a Bola Unitdria). A fungdo de Green para a
bola unitdria é

G(z,y) = F(y —x) = F(|lz[|(y = 2)) , (z,y € B\0}, 2 #y).  (5.19)

Suponhamos que u seja solucdo do problema

Au=0 emB
{ u=g emOJB. (5.20)
Entdo segue de (5.6) que
oG
ule) =~ | g() G (@) dS(). 521
0B n
Vamos determinar g—G (z,9).
n
De (5.19) temos
oG OF 0 -
3y, DY) =5 W) - ayiF(HxH(y — 1))
Mas
OF gy = LMz
O wn Ty =2l
e =a) = 3|5 o (1 (= )
F(llxz|(y—2)) = — Ulz||(y —
5o F(lell(y -~ 2) ;[azﬁ” Iy >>] 5 (Jlal W
]|y —
- _ -1 || H
= Il Pl =) =l e
2 i
_||$H Yi — Xy

wnlly — 2|

Poranto, como n = y segue que

oG
G Zyz anZyz[ yi — i) — yil|=|? +wz}

z‘ ||y
_ —1 lyll* — H%'HZ _ ;1 1 [
wn Ny =z wn fly =
Portanto (5.21) fica
1- vaH2/ 9(y)
u(x) = dS(y) . (5.22)
R N e
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Observacao 5.7 (Bola Arbitraria). Para o caso da bola B, de centro na origem e
raio 7 > 0, o problema (5.20) fica

{AuzO em B, (5.23)

u=gyg em OB, .

Dai @(x) = u(rz) é solugdo de (5.20) com g(z) = g(rx) em vez de g(z).
Com efeito, se u é solugdo de (5.23), entdo

Ayi(z) = r?[Au)(rz) =0

u(y) =u(ry) =0, pois ry € 0B, & y € IB.

Assim de (5.22) temos

i) = LI I 60) v e,
wn  Jom |y — x|

Passando para u e g temos para z = rx € B,,,

EE
o _1_ 2 g(ry)
u) = @)= — /E)B e as()

—
*
~

¢ 2=z g(y)  dS()
s /.

W2 y o oz||" ol

T r

7"2— 2 2 /
|2 /8 9(y) 450y

war Jos, Iy — 2]
as(y’
(%): mudanga de varidvel v/ = ry = dS(y) = rn(yl) , B+ B,.

Escrevendo nas varidveis x e y, como de hébito, temos que se u € solugdo de (5.23)
entao

r’ — Hxll2/ 9(y)
u(z) = — 120 Y 4S(y), zeB,. 5.4
(=) war Jo, |ly — x| (@) ' 629
Note que (5.22) é o caso particular 7 = 1 de (5.24).
A funcido
r?—lzf? 1
K = €B € 0B
(l'ay) Wt ||y—:1:H" (.Z' ry Y 7‘)

é chamada niicleo de Poisson da bola B,

Note que afirmamos que se u é solugdo de (5.23) entdo u é dado por (5.24),
isto €, ndo temos a existéncia da solucdo, ainda. Entretanto o teorema principal
desta secdo nos dard a existéncia, o que serd obtido simplesmente verificando dire-
tamente que u dada por (5.24) é solugdo de (5.23). Antes temos uma proposi¢ao
importante.
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Proposicao 5.8. Para cada x € B, tem-se
/ K(z,y)dy=1. (5.25)
0B,

Prova. Consideremos o problema de Dirichlet

w e C%*(B,)
Aw =0 em B,
w=1 em OB,

Facilmente temos que w = 1 € a tnica solucdo do problema acima, e daf segue de
(5.7) que

oG oG
1 =w(r) = aBrwan(:r,y)dy—/aBTlan(w,y)dy—/8BTK(w,y)dy~

O

Observacao 5.9. A proposicdo acima nos fornece uma grande aplica¢io no calculo
de integrais, mais especificamente, devido & forma de K (x,y), segue que

d
/ Y _ ™ vreB,.
oB, ly =zl r2 —|z]

Para o cason = 2, x = (||z|| cos by, ||| senby), y = (rcosh,rsenh), a integral
acima fica

/2” do 2712 |
o 24 |lz]|2 —2r||z][cos(d — ) 2 — [z

Agora vamos a existéncia de solugdo. Antes observamos que a condi¢cdo de
fronteira serd expressa por

lim wu(z) = g(zp), paracadazxy € IB, .
T € BS

Teorema 5.10 (Férmula de Poisson para a Bola). Seja g € C(9B,) e defina u por
(5.24). Entao

(i) ue C>*(B,)
(ii) Au=0em B,

@iii) lim u(z) = g(xo), para cada xy € OB,..
T € B?

'Esta integral é obviamente resolvivel em um curso de Cdlculo de uma varidvel real.
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r? — |lz? ,
————————, segue que a aplicagio
rwnlly — x|

x+— K(z,y) é C*°(R"{y}), e portanto

Prova. (i) Como K (z,y) =

u(z) = K(z,y)g(y) dy € C(B,).
0B,

(ii) Para cada = € B,, a aplicagdo y — G(x,y) é harmoénica em B,~{z}. Como
G(z,y) = G(y,x), pelo Teorema 5.3, entdo também a aplicagdo = — G(z,y) é
harmonica em B,~{y}, e portanto a aplicagio

T gyci(x,y) = K(z,y)

¢ harmonica em B, paray € 0B,.. Como A, K (z,y) = 0, entdo facilmente temos

Au(z) = - A K(z,y)g(y)dy =0.

(iii) Fixemos z¢ € 0B,.. Como g € C(0B,), dado € > 0 existe 6 > 0 tal que

l9(y) —g(xo)| <e, V |ly =0l <6, y € IB,. (5.26)

)
Dai se ||z — xo|| < 30 T € B, entdo

(5.25)
@)~ ool = | [ Ko dy- [ Kwy)dyg(a

< /8BK<x,y>rg<y>—g<mo>rdy

" (5.27)
= / K(z,y)l9(y) —g(zo)| dy
8BrNB(x0;0)
b Kyl -gleo) dy=T+
OB ~B(x0:3)

Vamos trabalhar cada uma das parcelas acima:

(5.26)

2 62

K(z,y)dy < 6/ K(z,y)dy £. (5.28)
0B,

\/8BrﬂB(I0;5)
0 ~
Para J, temos ||z — x| < 3¢ ly — xol| > 6, entdo

ly — ol

o
ly = @oll < [ly = @[l + l|lz — 2ol <lly =2l + 5 < lly -2l + =

1
= |y =zl > 3lly — 2ol -
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Dai, como g € limitada,

J < 2glls | K (2,y) dy
OB,~B(zp;0)
r? — ||z? dy
= 2lgls— " | T (529)
Twn  JoB,~B(zo:0) |7 — Yl
< 20— lelP)lol | Iy ey
TWn OB, ~B(z0;5) Hy - xOH”

onde a convergéncia acima deve-se a limitagdo da tultima integral. Assim, de
(5.28), (5.29) e (5.27) temos

lu(x) — g(xo)| <2, desde que ||z — zp|| < 1.

Com isto provamos (iii) e findamos a prova do teorema.
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5.3 Funcao de Green para o Semiplano

Nesta se¢do, seguido o rito estabelecido na Observacdo 5.4.2, resolveremos um
problema do tipo (5.1) para o semiespago

R} = {&=(z1,...,70) € R p > 0}

Para esse fim obteremos a fun¢do de Green para o semiespaco. Vale lembrar que
a férmula (5.5) foi obtida para U limitada. Portanto, devemos obter a fungéo de
Green para R’} seguindo as ideias usadas para dominios limitados, e depois provar
a validade da férmula (5.5) para R} no lugar de U.

Vamos definir a fun¢io de Green para o semiespaco observando a simetria do
semiespaco.

Defini¢do 5.11. Dado x € R}, seu simétrico em relagdo a OR"} = R~ ¢ 0 ponto
T=(21,...,Tn_1,—Ty).
Tomamos a fun¢do correcdo, como anteriormente,
Hy(y)=Fly—2)=Fy1 — 21, ,Yn—1— Tn—1,Yn + Tn) , z,y €RY

(aideia foi construir a fungdo correcéo a partir de F', pela reflexdo da singularidade
de z € R’} paraz € R”.)
Note que

H,(y)=F(y-3)=F(y—=), sex€IR" (z=%, v e R" ).

Assim
AyHy(y) =AyF(y—2)=0, VyeRY}.
Dai H, é solugdo do Problema (5.3) para o semiespaco R} .

Definicao 5.12 (Fun¢do de Green para o Semiespaco). A funcdo de Green para o
semiespaco ¢

G($7y>:F(y_x)_H$(y)7 x?Z/ERi? x%y

Observacao 5.13. Alguns autores (veja [11]) definem a fung@o acima com sinal
contrdrio, isto €, G = H — F. A diferenca reside no objetivo: como definimos
acima tem sentido fisico, ao passo que como em [11] tem objetivo de simplificar
os célculos, uma vez que suprimi o sinal negativo ficando com equacdo Au = f
aoinvés de —Au = f.

Agora vamos mostrar a validade da férmula (5.5).

oG oF OF
—(@y) = —W—2)——(y—2)
On On On
Y i Y oF

= — — X1,y Yn — Tp) — = — X1,y Yn +Tpn).
ayn (yl 1 Yn n) ayn (yl 1 Yn n)
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Vamos analisar separadamente os casos para n:

n=2:

1 /0 0
~5 (awln \/(yl —21)? + (y2 — 22)% — Tmln \/(yl —$1)2+(y2+$2)2>
:1(3/2—1‘2 _ y2+9€2>

2r \|ly —=> lly 2>/
n>3:

1 a 2 2_71;2
i N -

[@y—mf+.”+@m+xmﬂJ37

1 n—2 _ n—2 i
= i [ = el 2 — ) + Py = 2+ )
:A(yn_wn _ yn+xn>
wn \lly =zl fly — ("
Assim, para n > 2 temos
—1(y2—$2y2—|—a:2) _5
0G o = e \ly=alP =22
OYn ’ ;1 Yn — Tn _yn+~$n n>3
wp \lly =zl fly — [
-+ yn_xn_yn+xn
wn \lly ==l fly — ||
Dai, se y € OR} (y, = 0) entdo n = —e,, e temos
0G 0G 1 —
Kww) = Gm=—2 gy = L (It ntin)
on OYn wp \ly =™ [ly — 2|
yfo 2(L’n

wnlly — 2|

Suponha agora que u seja solu¢do do problema

Au=0 em R?
{ u=g em OR]. (5.30)
Em conformidade com (5.6) esperamos que u tenha a representagdo
2
u(x) = 2 9) dy. (x €RY) (5.31)

— wn Jory Jlz =yl
Definicao 5.14. A funcio
2x, 1

wn Jlz =yl

K(z,y) = reR}, ye iR}

¢ chamado niicleo de Poisson para R’} e (5.31) é a formula de Poisson.
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Nosso propésito é mostrar que (5.3
feito por etapas.

1) é de fato solugdo de (5.

Proposicio 5.15. Para cada x € R’} tem-se

K(x
OR™

Jy)dy =1.

Prova. Denotemos z = (2/, z,) € R™. Ainda, paray € OR"}

temos y = (Yx, - - -, Yn—1,0) = ¢/. Dai

2
/ K(z,y)dy = n/ T
- o Jnr Te =yl

-
OB(z';r)

dy

dSdr
Hﬂ«“ . |2 +22)3

_ 230”//
8B(J:r 7”2+£L'2)%

o 20— 1/
Wn 0

o dr
(T+fv)

Vamos proceder separadamente paran = 2en > 3.

n=2:
/OO dr 1 /00 dr (» 1 /00 dt
o (r2+23) 3o <r>2 a3 o 142
— +1
x
1 o3
= —arctgt| = .
X9 0 2.%'2

.. r
(*): usamos a mudanga de varidvel t = —.
In

Agora paran = 2 temos wy, = 27, w,—1 = 2, dai

2wn—1

Wn

_day 2w

2T T

Portanto, de (5.33) — (5.35) segue (5.32) paran = 2.

n > 3:

00 n—2 *
/ Tiﬂdr *)
0o (r2+az2)2

(*x): usamos a mudanga de varidvel ¢ =

:cﬁ_l/oo =2 ] (2)$Z—1/gtgn_20 sec29d
0o (t2+1)2 0 sec™ ¢

) 6=z / *sen™ 20 df.
0

ZCCZ_I/g( tgh \" 2
o \secl

tg 6.

Agora, vimos no curso basico de Célculo que

/2 1-3-5-...-(n—
n par : / sen""20 df = 35 (n=3)=
0 2.4-...-(n—2) 2
/2 2.4 (n—
n impar : / sen"_29d9—3_5 EZ_;;
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30). Isto serd

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.37)

(5.38)
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Assim, substituindo (5.37) ou (5.38), conforme o caso par ou impar, em (5.36) e
depois em (5.33) obtemos (5.32) paran > 3.

g

Agora vamos ao nosso propdsito, mencionado acima. Avisamos ao leitor que
devido ao curto tempo de preparacdo destas notas vamos ser repetitivos na demons-
tracdo do teorema a seguir, no que tange aos mesmos argumentos empregados no
teorema correlato para a bola. Também aqui, analogamente ao caso da bola, a
condicdo de fronteira serd expressa por

zlirriou(x) = g(xo), paracadazg € OR' .

z € R

Teorema 5.16 (Férmula de Poisson para o Semiespaco). Seja
g € C(R* 1) N B(R"1) e defina u por (5.31). Entdo

() u € C=(R%) N B(RY)
(ii) Au=0emR"

(iii) zlgrr;ﬂu(x) = g(xo), para cada xy € OR'}.
z € R}

Prova. (i) u € B(R"}): segue de (5.32) que

IU(HE)IS/ (K (z,y)llg9(y)| dy < ||g||3<aR¢)/ K(z,y) dy = ||gllorn) <oo.
OR™ OR™Y
u € C®(R%): Aaplicagdo = — K(x,y), x # y é C, daf é ficil verificar (fica
como exercicio para o leitor) que u € C°°(R’}). Assim completamos a prova do
item (1).

(ii) Para cada x € R", a aplicagdo y — G(x,y) é harmonica em R"~{z}. Como
G(z,y) = G(y, ) (isto segue da forma de G e ndo do Teorema 5.3, uma vez que
R? ¢ ilimitado) entdo também a aplicacdo x — G(z,y) é harmonica em R"~{y}.
Assim a aplicacio

s £<w,y> — K(z,y)

¢ harmonica em R’} para y € JR’. Como A K (x,y) = 0, entdo facilmente
temos

Au(z) = [ A:K(@,y)g(y)dy =0.
+

(iii) Fixemos zo € OR"}. Como g € C(JR'! ), dado ¢ > 0 existe 0 > 0 tal que

l9(y) — g(zo)| <e, Y |ly—wmo|* <6, ye€dRY. (5.39)

Conforme a defini¢io de continuidade (veja [16]), esta norma é do R™, contudo pelo fato de
OR" = R"™ !, fatalmente ela reduz-se 2 norma de R" .
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J
Dai se ||z — zg|| < =, = € R, entdo

2
u(e) = g(ao)] | [ Kl@pow)dy— [ K(y)dyglao)
+ +
< | K@ylgl) - glo)ldy
IRY (5.40)
- K (2,9)lg(y) — g(0)] dy
8]R’jrﬂB(zo;6)

K(z,y)g(y)—g(zo)| dy=T+J .
ORINB(w0;0)

Vamos trabalhar cada uma das parcelas acima:

(5.39) (5.32)
I < 5/ K(x,y)dyga/ K(z,y)dy ="¢. (5.41)
ORN NB(z036) Rn—1
5 ~
Para J, temos ||z — xo|| < 5 lly — zo|| > 6, entdo
5 |y — o
ly = @oll < lly = @[l + llz —2oll <lly =2l + 5 < lly -2l + =——

1
— lly—all > 5lly — woll.

Dai
2x dy
7 < 2lglsony) | Koy dy=2lgls " [ S
2" 2| gl 2y dy Tt '
< - - P E—— — 0,
Wn Rr=1\B(w0:8) ||y — o™

onde a convergéncia acima deve-se a limitacdo da dltima integral. Assim, de
(5.41), (5.42) e (5.40) temos

lu(x) — g(x)| <2, desde que ||z — zp|| < 1.

Com isto provamos (iii) e findamos a prova do teorema.
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5.4 Observacoes

Algumas observagdes sdo necessarias:

1. A férmula (5.24) poderia ser obtida direta, por uma constru¢do da fungio
de Green para a bola B,., em vez de B como fizemos. As mudangas na
construcao seriam elementares, como ilustramos a seguir.

Dado z € B,~{0}, o seu simétrico em relacdo a 9B, é definido por duas
propriedades:

(a) ele esta sobre a reta que passa pela origem e pelo ponto x;
(b) sua distancia da origem € “inversa em relagdo a 9B,.", isto &,
Sl — 2
|z = r=.

Disto temos

’f’zlE

5 -
]
Note que no caso 7 = 1 temos o simétrico como definimos.

Procedendo como no caso da bola unitaria obtemos a fun¢do de Green para
a bola B,

T =

llll

G(x,y)ZF(y—w)—F( (y—fv)> , T,y € BA{0}, z#y. (5.43)

r

2. Nas férmulas da fungdo de Green para a bola de raio r, retiramos a origem.
Entretanto podemos colocar a origem e assim (5.19) e (5.43) sdo vdlidas
paraz,y € B,, x # y, onde naturalmente o tnico sentido de
F(||z[|(y — %)) em z = 0 é como

tim F (2] (y — 7))

3. Vamos determinar o limite acima para r = 1, deixando o caso geral » > 0
como exercicio para o leitor:
n>2:

F([l0ll(y = 0)) = lim F(|lz|(y — %)) = 0.
1 = Pyl

In(1—2z-y+ ||z)?|yl?)-

De fato. Temos F'(||z||(y — Z)) = n . Agora
( T P
N L S v
- 2
El 2 o
_ 1y Nl = 2l (@ - y) + 2]yl
- 2
2 ]
1
2
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Portanto
. U S 201,112} —
lim F(|lz[(y = 7)) = - lim In(1 =2z -y + [|z[[ly[") = 0.

Como requerido.

n>3:

F(l0l(y - 0)) = lim F(all(y - 7)) =

Wn
1

a2y — &2
lzlly/(y — &) - (y — &)

- (- g) - (- )

= VlelPlyl? — 2y -z + 1.

De fato. Temos F(||z||(y — Z)) = Agora

lllly — ]l

. I T S
Dat i o] ly — | = lim /|2yl ~2y v +1 = VI = 1 E
portanto

1 1

lim F —1I)) =1 =
S (lzll(y — 2)) forey wnllzl" 2y — 272 wn

Como requerido.

. Quando introduzimos a fun¢do de Green, estdvamos olhando para um pro-

blema especifico, onde o dominio era limitado; em seguida definimos a fun-
¢ao de Green para o semiespaco, que ¢ um dominio ilimitado; ficando assim,
6bvio que a funcdo de Green ndo se restringe a dominios limitados. Assim
introduzimos a definicdo geral para uma funcio de Green.

(Funcdo de Green) A funcdo de Green G(x) para o operador —A num do-
minio U no ponto xy € U é uma fungio G : U — R satisfazendo:

(i) G € C*(U~{z0});
(i) AG(z) =0, Vo e U{zo};
(i) G| =0;
oUu
(iv) A fungdo Hy,(x) = G(x) — F(x — x¢) estd definida em U e é solugdo
do problema

H,, € C*(U)
AHy () =0, Yz elU.

Note a troca do sinal na parcela referente a F'(z — x() desta defini¢do de G
com respeito a que empregamos anteriormente.
Notagdo: G(z) = G(xo, x).



Capitulo 6

ESCOAMENTO DE
POISEUILLE

6.1 Sistema de Navier-Stokes com Lei de Poténcia

O escoamento de um fluido viscoso estaciondrio incompressivel com lei de

7

poténcia em um dominio {2 C R"™ é modelado pelo sistema

d1v{|D )WPED v} = 0(v-Vv)+VP em
0 em ) (6.1)
0 em O0f),

< <
[l

onde v é o campo de velocidade e P € a funcéo pressdo do fluido, D(v) é o gra-

ov; 0
diente simétrico (isto é, D;;(v) = 3 (aUZ + av]) para v = (v1,...,Up)) €
Zj xI;

v-Vv = E UZ -V é o termo convectivo.

O escoamento ¢é classificado segundo o valor de p

p = 2: Fluidos Newtonianos (ex. dgua, 6leo) O sistema (6.1) torna-se o Sis-
tema de Stokes (0 = 0) e Navier-Stokes (0 = 1)

vVAv = §(v-Vv)+VP em
Vv = 0 em {)
v = 0 em Of).

55
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De fato, como p = 2 entdo |D(v)[P~? = 1 e dai
e 0 dv;  0v; B

=9 W)= () (axﬁaxz)
8<8vi+8v1)+8(8vi+602>+ +8(8v1 +8vn>}_
Ox1 \O0x1 Oux; Oxg \Oxo Ox; 0xy, \O0x, Ox; -

@+ 9%, n 0%v; . 0?0y n N @+ 0%y, B

0z?  Omz; 0x%  Omow; 0x2  Oxpx; )|

9 v 1 0 <& Ov;

A ) J =-1A 7 —Z

Vi +Zax]8xz 2 v +6xijz::18xj

l:AVi +

=7
<
—
b

N~ NI~ N~ N
—

1
—(V-v)| = ZAv
8:1:1- ( ) 2 ’
pois V - v = (. Note ainda que, para descarregar as notagdes, nas contas acima o
1 representa todas as entrada, ou seja, o termo u; representa o vetor cuja i-ésima
entrada é u; (isto é, u; = (u;); = u); Daf a dltima igualdade.

Observacao 6.1. a constante v > 0 € a viscosidade que substitui o termo constante
ID(v)[P™% = 1 e absorve a fragio 1/2 resultante nos calculos acima. Todavia
para facilitar os cdlculos na resolucdo da equacdo acima, tomaremos v = 1, sem
prejuizos de generalidade.

p < 2: shear-thinning (ou plastico e pseudo-plastico, Ex. muitos polimeros e
solugdes).
p > 2: shear-thickening (ou dilatante, Ex. barro e cimento).

Para o estudo do sistema (6.1) no caso p = 2 veja [10].

Para o caso p # 2: Se § = 1, (6.1) é dito sistema de Navier-Stokes com Lei de
Poténcia; se § = 0, (6.1) é dito sistema de Stokes com Lei de Poténcia.

Maiores informagdes sobre o desenvolvimento do sistema (6.1) podem ser en-
contradas em varios papers sobre fluidos ndo Newtonianos, como por exemplo,
Ladyzhenskaya [13, 14], Marusic-Paloka [18, 19], Ruzicka [20] e Frehse, Malek
e Steinhauer em [8, 9]. O estudo deste tipo de escoamento em dominios limitados
pode ser encontrado em Lions [17], Ruzicka [20] e Frehse, Malek e Steinhauer em
[8, 9]. Em dominios ilimitados s@o poucas as referéncias, citamos Marusic-Paloka
[18, 19] e Dias e Santos em [4].

Recordando os conceitos em Mecanica dos Fluidos, um fluido é incompressivel
quando sua densidade € constante. A equacdo que caracteriza a incompressibili-
dade do fluido é a equagdo (6.17), isto &,

V-v=0.

7z

Ainda, o fluxo, do fluido, atravessando a fronteira de um dominio U C R", é

definida por
d) = / v-n,
U
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onde n € a normal exterior a U. Segue do Teorema da Divergéncia que para fluidos
incompressiveis a vazdo € nula. Com efeito

¢ = V-ndS:/diVVdV:/OdV:O. (6.2)
ouU U U

Em [10] e [18] estuda-se o sistema (6.1) (no primeiro para p = 2 e no segundo
para p > 2) para um dominio 2 C R™, n = 2,3 de classe C'*°, do seguinte tipo

m
Q= U QZ )
i=0
onde 29 é um dominio limitado de R", enquanto €);, ¢ = 1,...,m, em pos-

siveis diferentes sistemas de coordenadas cartesianas, sdo canais infinitos retos,
isto é, com secdo transversal 3; limitada. Em simbolos, existem constantes c;,
1 =1,...,mtais que

() = {(2',xn) €RY; ||2'|| < ¢y @ =t}
Qi ={z=(a",2,) eRY; |2/|| < i, xp >0}

Adotemos as seguintes notagdes referentes ao conjunto €2. Para s > r > 0:

Qir = {.%‘ € Qy; ’an’ < T'}

Qir,s = Qis\ﬁir

Q: = Qi\ﬁir = {x e Qy; |£Cn‘ > 7’}
Qr == Q0 U Qir

i=1_

Qo = Q0.

Definimos o fluxo através de cada se¢do transversal ¥;(t) como

¢z<t) - /Ei(t) v

onde n é a normal a ¥;(¢) apontando na dire¢do infinita dos canais (n = e, no
sistema de coordenadas de cada canal).

Num escoamento incompressivel sem acdo de forcas externas temos que o
fluxo em cada canal € constante e a soma dos fluxos nos canais € nula, como vere-
mos no lema a seguir.

Lema 6.2. Se o escoamento é incompressivel e sem a agdo de forgas externas, isto
é V‘ag = 0, entdo

@) ¢it)=¢i, Vt>0
(i) D ¢i=0.
i=1
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Prova. (i) Tomando U = Q. 5, s > r > 0 em (6.2) e observando que
n = —nem %;(r) en = nem %;(s), temos

0 = / v-ndS
8Qir,5

_ / v~ndS+/ v~ndS+/ v - (=n)dS = ¢i(s) — i(r)
8;,..NOR Si(s) 5i(r)

= ¢i(r) :/2i(r)v'ndS:/Ei(s)v'ndS:qbi(s).

(ii) Agora tomando U = 2, em (6.2) temos

O:/ v-ndS = v-ndS + /V-ndS: i .
oQ, 9Q,-NOSY ; i ;¢

0

Observacao 6.3. Note que se {2 possuir apenas dois canais, mesmo que 0s raios
dos canais sejam diferentes, os fluxos atravessando as se¢des transversais sao sem-
pre iguais em médulo e com sentidos contrarios.

Nos artigos citados acima obtem-se solugdo para o sistema (6.1) sob a hipdtese
da solugdo convergir no “final dos canais"para a solugdo de (6.1) onde 2 é apenas
um canal. Esta solu¢do é chamada solugao paralela e serd determinada, para p = 2,
nas proximas segoes.

6.2 Solucoes paralelas
Consideremos {2 um canal reto, isto é
Q={zeR"z=(2,z,), [|[Z| <r} =X xR, (6.3)
onde ¥ = B, é a bola de raio r > 0 de R* 1.

Defini¢do 6.4. Solugdes do sistema (6.1) do tipo v(z) = v(z')e,, onde Q é do
tipo (6.3) e v : ¥ — R, sdo denominadas solugdes paralelas.

Lema 6.5. Se u = u(x2)e, entdo

i V-u =0
(i) u-Vu = 0.

Prova. (i) E imediata, pois u= (0, ...,0,u(z1,...,z,_1)) implica

0
V-u=V- (O,...,O,U(:cl,...,xn_l)):aTU(xl,...,xn_l):O.



6.3. O PROBLEMA DE POISEUILLE 59
(i) Sejaw = u - Vu. Como

u=(0,...,0,u(x1,...,2p-1)) = uj(z):{ u(z’)

entao
n 0 | £ n
a y ]
wj:Zuiawiu]':{ u(q:’)iu(:p’):() Ci=n.

Portanto w = 0.

Pelo lema acima vimos que para determinar uma solugdo paralela para o sis-
tema (6.1), é suficietne resolver o problema de valor de fronteira para a equacgio
de Stokes com lei de poténcia, isto é, (6.11) e (6.13) com § = 0.

Na préxima se¢do resolveremos o problema acima, denominado Problema de
Poiseuille, para p = 2. Para o caso p > 2 veja [18].

6.3 O Problema de Poiseuille

Nesta sec¢@o resolveremos o sistema (6.1) para p = 2 e 2 dado por (6.3). Sob
as referidas hipéteses e a consideragdo final na Observagdo 6.1, o sistema (6.1) fica

Av = VP em £
V-v = 0 em () (6.4)
v = 0 em Of).

Resolveremos o seguinte problema:

Problema de Poiseuille. Seja €2 dado por (6.3). Dado um ntimero arbitrario ¢,
existe uma solugdo paralela (vo, Py) para o sistema (6.4), com fluxo ¢, isto é,

/vwn:¢. 6.5)
>

Devemos buscar uma solugéo da forma vo(z) = vo(2')e,. Assim a equagdo
(6.41) fica

3
|

182110
Avy = (0,...,0,Azvp(z1,...,2n-1)) = {0,...,0, .
+ Oz;

- (6% 6%) Z
o 0x1’ 0z )’

donde obtemos

0Py 0Py
L = ... = =0
8.231 Oxn,l

al‘n = Z W(‘Tl, e ,ﬂfnf]_) .
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De (6.61) temos que a pressdo é uma fung@o apenas de x,,, isto é, Py = Po(zy,).
Agora, como o lado direito de (6.62) s6 depende de 2’ e o lado esquerdo apenas de
Ty, temos que ambos sdo constantes, isto &,

-1
@:—C:TLZ%({E/) — PO:—CII?TL
Oy, — Oz} Apvp(x') = —c.
Portanto, a solucdo (vg, Py) deve satisfazer ao sistema

vo(z) = vo(2)e,

Po = —cxy,
Apvg(x') = —c ©.7)
vo=0 em 0X.

Observacio 6.6. Note que o fluxo ¢ da hipétese ndo figura no sistema (6.7). Acon-
tece que ele esta implicito na constante ¢, como serd visto na Se¢do 6.6, onde
serd obtida uma correspondéncia biunivoca entre ¢ e ¢. Desta feita, dado ¢ € R,
(vo,Po) € solugdo de (6.4), (6.5) se, e somente se, (vg, Py) é solugdo de (6.7).

6.4 Solucao de Poiseuille para n = 2

Paraocason = 2temos = (—7,7) x R = {(z,y) € R?; —r < z < r}. Dai
o sistema (6.7) fica

Vo (a:) = Ug(x)eg

Po = —cy
o) = — ©9
vo(—=r) =v(r) =0,
cuja solucdo é trivial, como vemos abaixo: De (6.83)
vy(x)=—c = vi(z)=-cx+k = uvlx)= —%SL'Q + k1z + ko
agora de (6.84)
€ 2
UO(—r) = ——7r°— ki17”+ ]452 =0
2 cr?
— kl =0ce kQ = 7 .
vo(r) = —%"2 +kir+k2=0

Com isto obtemos

Assim provamos o seguinte teorema
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Teorema 6.7. A solugdo do Problema de Poiseuille paran = 2 é

Po(z,y) = —cy

2 2

Conhecida como solugdo de Poiseuille.

6.5 Solucao de Poiseuille paran = 3

Para o caso n = 3 temos

Q=B xR = {(xl,xg,:cg) € R | (w1, 2) | = /23 + 23 < r} |

A resolugéo do sistema (6.7) consiste na resolugéo do sistema

{Avg = —c em B, 6.10)

vg = 0 em 0B,.

Nesta secao apresentaremos duas solugdes em ordem crescente de desenvolvi-
mento da teoria basica de EDPs: Para a primeira solugdo (a mais simples) usaremos
apenas a noc¢do basica de EDOs; Para a segunda aplicaremos o método das solu-
¢oes radiais. Depois aplicaremos a func¢do de Green do disco unitério junto com a
solugdo de (6.10) para determinar o valor da integral para = # 0

[z]lllz = yll
In ————-dy.
/ |l = [y
O ponto principal desta secdo € a prova do seginte teorema.

Teorema 6.8. A solugdo do Problema de Poiseuille para n = 3 (onde escrevemos
(21,29, x3) = (z,23) para x = (x1,x2)) €

Po(x,x3) = —cx3
cr? x||?
/UO(‘T)IB) = (0’07 T 1-— H,,ny
8
c=cpp, cp= e

Conhecida como solugdo de Hagen-Poiseuille.
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6.5.1 Primeira Resolucao (EDO)

Para a primeira resolugdo, devido a simplicidade da equagéo (6.101), que es-
crevemos na forma aberta
(92?}0 621)0

A = — = —
v Ox? * 0x3 <

da vivéncia do Calculo, supomos uma solucdo vy da forma
vo(z1,22) = (121‘% + a1z +a0+b2x§+b1x2 + bg . (6.11)

Dai

Avg = —c = 2(a2+b2):—c = a2+bgz—g.

Em seguida, usando a condicéo de fronteira (6.102), obtemos

vo(r,0) = agr® +a1r +apg+bo=0  (I)
vo(—7,0) = agr? —ayr +ag+byg =0 (II)
vo(0,7) = bar? +bir +ag+bo =0  (I11)
Uo(O,—T):bQTQ—b1T+a0+b0:O (IV)
Dai
(I)—(II) = a1 =0
(IIT)—(IV) = by =
(I)+(II) = ao+bg——a27“2
(IIT)+ (IV) = ap+ by = —bar®,
e assim ,
cr
CLQ—bQ—-Z = ao—i—bo—T.
Portanto
2 2 2
c o cr c 5 cr llz|l
vo =Ty 4‘49”2—4(1 2 )
isto é,
cr’ 2]
=—|1-"—]. 6.12
4 r2 (©.12)

A solugdo (6.12) é conhecida por solugcdo de Hagen-Poiseuille.

6.5.2 Segunda Resolucao (Solucio Radial)

O método empregado na secao anterior contou com uma “aposta’"num tipo de
solucdo para a equagdo (6.101). Felizmente a referida equac@o possui solugdo do
tipo (6.11), como suposto. Todavia ndo é elegante resolver problemas por meio de
tentativas, sem alguma fundamentacdo, de possiveis formas para a solu¢do. Diante
disto, nesta secdo buscaremos razdes pertinentes para a escolha de um dado tipo
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de solugdo (como tratado no problema de Dirichlet para a equag@o de Laplace no
disco (veja [6] e [12])).

Olhando com mais cuidado para o operador Laplaciano A, detectamos uma
propriedade fundamental que € a invariancia por rotagcdes, como veremos no lema
a seguir.

Lema 6.9. Seja u : R™ — R solucdo da equagdo de Laplace
Au=0. (6.13)

Entdo v(x) = u(Ox) também é solugdo de (6.13), onde O é uma transformagdo
ortogonal, ou seja, uma matriz ortogonal.

Prova. Faremos a prova para o caso n = 2, o caso geral € andlogo. Temos

0 b A+ =1
Oz(c d) tal que A+d>=1 1))
ac+bd=0.
Dai, tomando a mudanga de varidveis { § = awi+bry obtemos
n = cx1 + dxg

v(x1, 22) = u(0x) = u(axy + bra, cx1 + dra) = u(€,n)

ov

G = ks + s = au+ cu,

9%

822 QUgeay + Algnte, + CUneley + Clnya,
1

5 = dPuge + ac(ugy +ue) + iy
v

Tx% - 2“66 + bd(ugy + upe) + d2unn )

donde vem
Av = (a2 + 62)u5§ + (ac + bd) (ugy + upe) + (02 + d2)u7777
D (6.13)

= uge(§m) +uny(§,n) = Au 0.

O

A invarifncia por rotagdo do Laplaciano e a geometria de €2 conduzem-nos
a buscar solucdo radial para o problema, isto é, solu¢do que € funcdo apenas da
distanica a origem. Em simbolos,

vo(@1,22) = f(t), t=\/af+a3.
B= {(.21?1,.1‘2) € RQ;t: \/.%'% —1—1'% < 1}

675 I 6t T

— ==, — == t#0.
83:1 t’ 81‘2 t’ 7&0

Assim temos
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Com isto
8’()0 o ot o E ’
8$1 N (t) 8331 N t (t)

821)0_ 0 Ovg 0 (1, _x% " t2—x% ,
T = ae o = e (o) = o+ (SR ) e

82’00

2 t2_ 2
=gl ( tf?) 1.

Dai parat # 0,

Ay = F'(0) + 1 7'(0).

E assim propomos a resolu¢do da EDO
1
@)+ 2f’(t) =—c, t#0. (6.14)

1
Tomando g(t) = f'(t), temos que (6.14) fica ¢'(t) + 2g(t) = —c¢, que é uma EDO

. L - ct )
linear de primeira ordem e tem solugéo g(t) = — B + 71, onde k; é uma constante.
. / ct k‘l
Disto segue que f'(t) = -5 + i consequentemente

ct?
f(t) = _T +k1111t—|—]{72,

onde ko € uma constante. Retornando para x obtemos

_cll=|?

4

u(z) = + ki lnfjz|| + k2, x€ B~{0}. (6.15)

Tomando k1 = 0 em (6.15) eliminamos a descontinuidade em = = 0 e assim
propomos

2
vo——CHZH+k2 (6.16)
como solugdo de Avy = —c, em B,..
Obviamente, jd temos Avg = —c, em B,~{0}, assim devemos provar que

Avp(0) = —c; Mas, isto € imediato de (6.16).
Por fim impomos a condi¢@o de fronteira vy | sp. = 0, donde obtemos

C?"Q C7“2

O=———+ky =— kyg=—.
4+2 2 1

'Rigorosamente, hd diferenca entre o que foi feito aqui e o que foi feito para a obtengdo de
(4.4); 14 foi feita mudanga de varidveis, enquanto aqui ndo. E claro que poderiamos ter aplicado,
diretamente, (4.4) aqui.
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e (| Jall?
w=p e )

e obtemos novamente (6.12).

Portanto

6.5.3 Aplicacao da Solucao para o Calculo de uma Integral

Nas duas resolucdes apresentadas supusemos a forma da solugdo, e efetuamos
célculos elementares para obter a solugdo (6.12). Porém poderiamos seguir a te-
oria de Green e entdo chegariamos a uma integral de dificil resolu¢do; como nas
duas subse¢des anteriores obtivemos a solugdo, entdo segue da teoria que a integral
complicada € igual a solugdo ja obtida, e assim efetuamos o célculo de uma inte-
gral complicada. Isto € o que serd feito nesta sec@o, ou seja, obteremos a integral
complicada para a qual ja temos resposta.

Em nosso caso, para r = 1, temos (6.7) igual a (5.1) parag =0, f = —c e
U = B. Portanto, uma candidata a solugéo do nosso problema ¢ dada por (5.6)

w(e) = —c [ Gla.y)dy.

onde G(z,y) é a fungdo de Green para o disco dada por (5.19) e pela Observacdo
5.4.2. A fungdo de Green para o disco unitario é

Glaw) = Fla=v) = F (el (v 1) ) = Pl =) - F(m—”w”y)

Igdl

_ 2 -
- L <ln||93y||ln||x’x‘|y||> _ 1y el =yl
2w

] 2r o — [Pyl

ondexz #0ex #y, z,y € B;eparax =0, z # y, y € B temos da Observacao
3 da Se¢do 5.4 que G(0,y) = F(y) = In|y||.

Para o caso de r > 0 arbitrario, temos € B, e entdo fazemos x = ry, y € B
e tomamos u(x) = u(ry) = v(y), daf facilmenmte obtemos

Ay(y) = r?*Ayu(z) = —r?c

U‘OB :u‘aBT =0.

Desta feita, resolvemos o problema em B e depois obtemos a solu¢do para B,

tomando . .
u(z) =u (rr> =v <7") .

Precisamos entdo obter para x € B

2
9 rc |z[/l|lz — vl
- Glz,y)d :—7/1 Nl = vil g,
vlz) =r C/B (@, y) dy 27 JB on— ||3:H2y|| Y
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ou seja, precisamos calcular a integral

[ lllle =l 617
&= Tl

Ora, a integral (6.17) é de dificil resolug@o. Todavia conhecemos a solugéo do
problema (6.7), daf pelo teorema de unicidade de solu¢do mais a caracterizagéo da
solugdo via fungdo de Green temos de (5.6) que

1 |||z — yl|
S 1 7
u(z) 277/3 e = 22y

¢ a tnica solucdo do problema

Au = 1 em B
v = 0 em 0B,

1
que ja sabemos ser 1 (1 - ||x||2) Assim obtemos

lz[/[lz — vl T 2
o = g =3 (1)
6.6 A Constante de Poiseuille

De inicio vé-se uma informacdo implicita na férmula da solu¢do do Problema
de Poiseuille, que é a presenga do fluxo ¢°. Note que nas férmulas da solucio
abaixo (omitindo os indices):

cr T

n=2 , volz,y) = <02<1_7“2

cr’ l]]?
—3 — (0,02 (1-
n , vo(z,3) <, -~ 3

ndo figura explicitamente o fluxo ¢. O que acontece € que a constante ¢ presente
nas férmulas das solugdes € funcio explicita de ¢. Isto é o que propomos mostrar
nesta se¢do, mais especificamente mostraremos que ¢ = ¢, ¢, onde

¢p = ¢p(3,n) = ¢p(r,n) é denominada constante de Poiseuille.

Proposicao 6.10. Existe uma correspondéncia biunivoca entre a constante c, pre-
sente nas solucdes acima, e o fluxo ¢. Mais precisamente, existe uma constante
positiva ¢, = c,(X,n) tal que

c=cpo. (6.18)

20 fluxo ¢ ndo aparece na férmula da solugdo
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Prova. Primeiro observamos que se v satisfaz (6.7) entéo

1, = /|V3V0|2:/ |V2U0|2=/VU0'VUOZ—/ (Avg) vg
T s > >
( =’ C vy = P,
s

\Vo

isto €,
|V0|i2 =c¢.

Assim, como |v0|%72 = f(c,r, x), temos que realmente ¢ compde a solugdo. Com
isto mostramos que ¢ estd implicita na solugdo v(. Resta agora a relagdo (6.18).

. . . ~ ~ . V
Um descuido poderia nos levar, devido a equagdo acima, a tomar ¢, = | 2))1’2 e
assim terfamos (6.18), todavia |vo|; 2 € fungdo de ¢, ao passo que ¢, ndo 0 é. A
solucd@o deste empasse passa pela linearidade da equagdo (6.73):
A;E/UO = —C <= Am’w =-1,
onde
2 2
r x
Y= =  w=cy,
2 2

r kd

T ( - 2) , n=3
com v independente de c. Agora

]2 2 21012 _ ¢
cp=volio=cplia =Yl = c=—3
i
Portanto
1
=12
Y1 2
g

Para finalizar essa questdo da constante de Poiseuille, vamos determind-la para
os casos n = 2, 3.

Proposicao 6.11. Para um canal de raio r temos as constantes de Poiseuille:
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Prova. Para n = 2 temos

T er? x2 cr? a3 cr? r
= dr = —(1— —= |dz = — - — = — - —
¢ /Zvo x /0 5 ( T2> T= <x 3T2> 5 (r 3)

r3 73

= gcz §Cp¢.

Portanto

Para n = 3 temos

cr? |z|? v (e 42
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