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Prefacio

A ideia por traz desta proposta € introduzir topicos de matemdtica que vém
sendo objeto de pesquisas na atualidade, porém, com pré-requisitos que nio vao
além de um conhecimento bdsico em demostragdes matematicas formais e de al-
guma exposicao a disciplinas em nivel de graduacdo como, por exemplo, Aritmé-
tica Elementar e Algebra Abstrata [18], [10], [8] e [7]. Para este fim, a Teoria dos
Grafos e sua generalizagdo, a Teoria dos Hipergrafos, prestam-se muito bem. Por
um lado, tem-se que a maioria de seus topicos sdo de natureza elementar e, por
outro, observamos que tais topicos tém sido frequentemente revitalizados pelos
problemas decorrentes dos avangos tecnolégicos, fornecendo assim novos focos de
pesquisa [14].

Da interacio dessas teorias com a Algebra Abstracta e a Teoria Elementar dos
Nimeros, nasce a possibilidade de criar novos conceitos e conectar ideias conhe-
cidas a outras novas.

Para desenvolver este minicurso no espirito explicitado acima, os autores tém
escolhido artigos escritos dentro do marco da Teoria dos Grafos de Arestas Rotu-
ladas com Sinais, ou simplesmente, Sigrafos (Signed Graphs) [22]. Um sigrafo é
um grafo no qual suas arestas estdo rotuladas com sinal positivo 4+ ou negativo —.
No6s consideraremos grafos cujo conjunto de vértices é o Zy, o anel dos inteiros
mdédulo n. O conjunto de arestas, bem como seus sinais, determinam-se de acordo
com a propriedade que cada vértice tem enquanto elemento desse anel, [21].



Capitulo 1

Nocoes de Algebra Abstrata

Neste capitulo, reunimos alguns fatos basicos da Algebra Abstrata que se fardo
necessdrios para a compreensio dos temas desenvolvidos nos capitulos seguintes.
Alguns resultados encontram-se apenas enunciados, sem demonstracao, deixados
como exercicio para o leitor. Para um estudo mais detalhado neste assunto reco-
mendamos [7], [18], [8] e [10].

1.1 Relacoes de equivaléncia e particoes

Definicao 1.1.1. /2] Uma familia enumerdvel é uma colecdo enumerdvel de ob-
Jjetos iguais ou diferentes.

Definicao 1.1.2. Seja R uma relacdo definida num conjunto A. Dizemos que R
é uma relagdo de equivaléncia em A quando, para quaisquer x,y,z € A, as
seguintes propriedades sdo satisfeitas:

1. xRz (Reflexiva),
2. TRy & yRzx (Simétrica),
3. [tRy e yRz] = xRz (Transitiva).

Definicao 1.1.3. Uma classe de equivaléncia do elemento x € A com respeito a
relacdo ~ ¢é o conjunto
[z] ={a € A;a ~ x}.

Definicdo 1.1.4. O conjunto formado por todas as classes de equivaléncia [x], com
x € A, é chamado conjunto quociente de A pela relacdo de equivaléncia ~ . Para
denotar tal conjunto, utilizaremos a seguinte nota¢do:

A/ =A{[x];x € A}.

Proposicao 1.1.5. Seja ~ uma relagdo de equivaléncia em um conjunto A e sejam
x,y € A. Entdo,
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L [z]=[yl e z~y

3. U [z] = A
€A
Demonstragdo. 1. Suponha que [z] = [y], vamos mostrar que = ~ y. Temos
que
z € [z]=[yl = v €y

=z ~y.
Suponha que x ~ y, vamos mostrar que [z] = [y]. Mostraremos que

[2] C [y] (1.1)
e

[y] C [=]. (1.2)

Seja a € [x], vamos mostrar que a € [y]. Temos
aczx]=a~zx

e, temos por hipétese que x ~ y. Como ~ é uma relagdo de equivaléncia,
temos que
a~y=acly|

Isso mostra (1.1). Para mostrar (1.2),
a€y=a~y
Como z ~ y, por simetria vale que y ~ x. Assim,

(a~yey~z)=>a~cz

= a € [z]
obtendo (1.2). Logo, obtemos a igualdade [z] = [y], provando o primeiro
item.
2. Suponha que
[z]N[y] # 2

e sejaa € [z] N [y]. Entdo,
a€lz]eac |y
=[a~zean~y]
= [zr~aean~y]
=T ~Y.

Pelo item (1), segue que [z] = [y].
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3. Mostraremos que

Ac ulal (1.3)

Seja x € A qualquer. Vamos mostrar que x € UA [z].
HAS

re A=z e ]

=ze U [x],
€A

mostrando que A C U [z]. Por outro lado, dado @ € U [z], entdo existe
€A €A

xp € Atal que
a € lro] ={a€A;a~uz}

=a € A,
mostrando que
A. 1.4
ng [x] C (1.4)

De (1.3) e (1.4), vem que UA[SL'] = A e a proposi¢do estd provada.
xe
O

Definicao 1.1.6. (Particd@o) Uma parti¢do de um conjunto A é uma colecdo de sub-
conjuntos ndo vazios e disjuntos de A cuja unido é igual a A. Mais explicitamente,
dizemos que uma coleg¢do P C P (A) é uma particdo do conjunto A quando forem
satisfeitas as seguintes condicdes:

(i) Paratodos By, By € P, com By # Bs, tem-se que B1 N\ By = &;
(ii) BLéPB = A

Proposicao 1.1.7. Seja A um conjunto. Dada uma particdo P do conjunto A existe
uma tinica relagcdo de equivaléncia ~ sobre A, tal que

Al =P.
Demonstracdo. defina sobre A a seguinte relagdo:
r,y€ Ajx~y< dBeP,z,y€B.

A relagdo é reflexiva pois, dado = € A temos pela condicdo (ii) da definicdo 1.1.6
que x € BUPB . Logo, existe B € P tal que x € B, mostrando que
€

x ~x,Vr € A

Para ver que a relagdo € simétrica, sejam dados =,y € A tais que z ~ y. Entdo,
existe B € Ptal que z,y € B. Assim, y ~ x, mostrando a simetria. Mostraremos
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agora a transitividade da relacdo. Sejam dados x,y,z € A arbitrarios. Suponha
que x ~ y ey ~ z. Entdo, existem By, By € P tais que

{ x7y€B1

—y € B1N Bs.
Y,z € By Yy 1 2

Segue da condi¢do (i) da definicdo o 1.1.6 que B; = Bs. Pondo B = B; = By,
obtemos que =, 2 € B, com B € P. Dai, vem que z ~ z. Falta mostrar a igualdade
A/ =P.

Por defini¢do, temos que
Al ={la];z € A},

Seja dado C' € A/.. Existe z € A tal que
C=[z]={yeAy~ua}.

Comozx € A = BUPB, existe B = B, € Ptal que x € B,. Afirmamos que
€
C = B, € P. De fato,

yeB, = y,x€ B,,comB, eP

= Y~T
= y € [z] =C.
Por outro lado,
yeC=[z] = Yy~

= dB' ePyy,x € B

Como = € B,, segue que B, N B’ # &, com B,, B’ € P. Entdo, segue da
condigdo (i) da defini¢do 1.1.6 que y € B’ = B,, donde vem que C = B, €
P. Reciprocamente, seja C € P. Existe x € C, para algum z € A (pois C é
subconjunto ndo vazio de A). Mostraremos que C' = [z] € A/... De fato,

yelC = yxeC,comCeP

= Yy~
= y € [x].
Por outro lado,
y € lz] = y~x

= dBe€P;y,z € B.

Como x € C, segue que x € BN C onde B,C € P. Novamente pela condi¢ao
(i) da defini¢do 1.1.6, y € B = C, mostrando que C' = [z] € A/.. Portanto,
concluimos que

A/ =P.

Prova da Unicidade: Suponhamos que existem duas relacdes de equivaléncia R
e Ro sobre A tais que
A/R1 =P=A/Rs.
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Mostraremos que
Ri = Ro.

Basta mostrar que
yRix & yRox,

para todos x,y € A. De fato, sejam dados x,y € A quaisquer e, ponha
Ei={z¢€ A;2R1z} e By = {z € A;2Rax}.

Entdo, F1 € A/R1e Es € A/Ra. Segue da hipétese que E1, Fs € P e, como
x € N Eg, segue que £/ = E5. Assim,

yRix < y€ FE =F,
= yRox

para todos z,y € A. Concluimos que
R1=Ra.
O

Podemos entdo enunciar agora o Teorema Fundamental das Classes de Equi-
valéncia

Teorema 1.1.8. Seja A um conjunto ndo vazio.

(1) Se ~ define uma relacdo de equivaléncia sobre A entdo o conjunto quociente
Al = {leliz € A}
das classes de equivaléncia de ~ forma uma particdo de A.

(2) Se P é uma particdo de A entdo, existe uma unica relacdo de equivaléncia
~ sobre A cujas classes de equivaléncias sdo exatamente os elementos da

particdo P. Isto é,
Al =P

Demonstracdo. E consequéncia imediata das proposi¢es 1.1.5e 1.1.7. O

1.2 Teoria dos niimeros: pré-requisitos

Nesta sec¢do nos limitamos a apontar alguns fatos da teoria dos ndmeros que se
fardo presentes nas demonstragdes das propriedades dos grafos unitdrios de Cayley.
Seguiremos o livro de Milies e Pitta Coelho [19].

Sejam a e b inteiros ambos ndo nulos. Denotemos por D(a, b) o conjunto de
todos os divisores comuns de a e b.

Exercicio 1.2.1. Mostre que D(a,b) possui um elemento mdximo.
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Defini¢do 1.2.2. O elemento mdximo do conjunto D(a,b) é chamado mdximo di-
visor comum de a e b e denota-se por mdc(a,b), ou simplesmente (a,b). Isto

2

e,
mdc(a,b) = mazD(a,b).

Definicao 1.2.3. Dizemos que dois inteiros a e b sdo relativamente primos se
mdc(a,b) = 1.
Exercicio 1.2.4. Sejam a e b inteiros. Mostre que
1. Sealbe (b,c) =1, entdo (a,c) = 1;
2. (a,c) = (b,c) = 1 se, e somente se, (ab,c) = 1.

Definicdo 1.2.5. Para cada inteiro n > 1, indicaremos por ¢(n) o nimero de
inteiros positivos menores ou iguais a n que sdo relativamente primos com n. A
Sfuncdo assim definida chama-se fung¢do ¢ de Euler.

Teorema 1.2.6. Se n > 2 é um inteiro cuja fatoracdo em primos é
n=pi'ps?...ps* onde p1 <ps < ...<ps

entdo,
1 1 1
¢(n) =n(l - 171)(1 - ij)m(l - ]75)-

1.3 Nocoes elementares da teoria dos grupos

1.3.1 Primeiras definicoes e exemplos

Definicao 1.3.1. Seja g um conjunto ndo vazio. Um grupo é um par ordenado
(g, %), onde * é uma operacdo bindria definida sobre g, tais que as seguintes pro-
priedades sdo satisfeitas:

1. Paratodos x,y,z € Atem-se xx(yx*z)= (r*xy)*z (Associativa);
2. Existee € gtalque x+e=-exx, paratodox € g (ldentidade de g);

3. Paratodo x € g existe v’ € gtal que xxx' =e=2a'xx (Existéncia
do elemento inverso).

Se o grupo g verifica a propriedade comutativa:
THY=Y*xT

para todos x,y € g, entdo g é chamado grupo comutativo. Um grupo possuindo
um ndmero finito de elementos é chamado finito e, caso contrario, infinito.

Exemplo 1.3.2. Seja A um conjunto ndo vazio e seja S4 o conjunto de todas as
fungées bijetoras de A em A. Temos que (Sa,0) é um grupo, onde o denota a
composicdo de funcdes, e é denominado grupo das permutagdes do conjunto A.
No caso especial em que A = {1,2,...,n}, Sa é denotado por S,,.
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1.3.2 Resultados basicos sobre grupos

Proposicao 1.3.3. Seja (g, *) um grupo, entdo o elemento identidade é inico.
Exercicio 1.3.4. Prove a proposicdo 1.3.3.
Proposicao 1.3.5. Em um grupo (g, *) :

axr=axy=cr=1y

rxb=y*xb=>z=uy.

Isto ¢, vale a lei do corte.

Demonstragdo.
axz=axy=dx*(axz)=ad*(axvy).

Pela associatividade,
(' *a)*x = (a' *a)*y.
Finalmente, pela existéncia do elemento identidade,

T=e*xT=e*xy=71.

O
Exercicio 1.3.6. Demonstre a segunda propriedade da Proposicdo 1.3.5.
Corolario 1.3.7. Em um grupo (g, *) cada elemento tem um tinico inverso.
Demonstracdo. Suponha que para a € g,
axT =egeaxy=eg Entdo, axr =ax*y.
O resultado segue ao aplicar a Proposi¢do 1.3.5. O

Para a € g denotaremos seu inverso por a !,

Coroldrio 1.3.8. Para a € g, tem-se que (a=1)™! = a.
Demonstracdo. Segue ao aplicar a Proposicdo 1.3.5 (lei do corte) a seguinte equa-
¢do:

atx(aHl=e=a"l%a

Coroldrio 1.3.9. Para todos a,b € g, tem-se que (a xb)~t =b"Lxa~t.



8 CAPITULO 1. NOCOES DE ALGEBRA ABSTRATA

Proposic¢io 1.3.10. Em um grupo (g, *) fixe o elemento a € g e defina a seguinte
Sfungdo em g,
fa(z) = axx, paratodo x € g.

Entdo, f, é bijetora.

Demonstracdo. A injetividade resulta da contrapositiva da primeira propriedade
da Proposigio 1.3.5. Dado z € g, pondo z = (a~! * 2) € g, obtemos que

fa@) = fala™ x2) =ax (a7t x2)=(axa Nxz=exz =2z,
mostrando que f, é bijetora. O

Exercicio 1.3.11. Mostre que a conclusdo da Proposicdo 1.3.10 é verdadeira tam-
bém para f, definida por

fa(z) = x * a, paratodo x € g.

Definicdo 1.3.12. Seja g = {g1,92,...,94} um grupo finito com g1 = eq. A
tabela do grupo g é a matriz de ordem d x d cuja entrada i, j é o elemento g; * g;
do grupo g.

Cada linha da tabela representa os valores que a fungio f,(x) = a * x assume.
Similarmente, cada coluna representa os valores que a fungdo f,(x) = z * a as-
sume. Sendo f, bijetora, cada elemento do grupo aparece em cada linha (coluna)
uma Unica vez.

Exemplo 1.3.13. Determine todos os grupos de trés elementos. (Adaptacdo de
[20]). Seja a o elemento neutro. Entdo a primeira linha e a primeira coluna da
tabela podem ser prenchidas como aparecem nas tabelas da esquerda e do centro.
Agora, notemos que b x b é diferente de b pois, do contrdrio, b apareceria duas
vezes nessa linha. Assim bxb = a ou bxb = c. Da mesma maneira b c é diferente
decedeb, logobx*c= a. Portanto, b x b = c.

Na ultima linha, na intersecdo com a peniiltima coluna da tabela do meio,
vemos que SO falta colocar a e, na intersec¢do da tiltima linha com a tiltima coluna,
b. A tabela segue agora completa.

x| al|b x|alb x a|b|c
alalb alal|b alal|b|c
bl|b b|b|c b|b|c|a
clc clc clc|a|b

Exercicio 1.3.14. Mostre que S,, tem n! elementos.

Exercicio 1.3.15. Mostre que S,, é ndo abeliano paran > 3.
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Defini¢do 1.3.16. Seja (g, *) um grupo. Um subconjuto B de g é dito um conjunto
de geradores para o grupo g se para todo g € g, existem hy, ho, . .., hy elementos
de B tais que g = hi' x hg? % -+ * hi", onde a; € {1, —1}.

Definicdo 1.3.17. Um grupo (G, ) é dito ciclico, se G =< h >= {h',i € Z}, for
someh € G,onde ht = hxhx...xh.
~——

i—vezes

1.4 Subgrupos

Definicao 1.4.1. Seja (g, *) um grupo e by C g. Se b for um grupo com a operagdo
*, dizemos que by é subgrupo de g.

Proposicio 1.4.2. Seja (g, *) um grupo e b C g, onde b # 0. b é um subgrupo de
g se, e somente se,

1. axb €W, paratodos a,b € b,
2. a~' € b, para todo a € b.
Proposicao 1.4.3. Se b é um subconjunto finito ndo vazio de um grupo g e se
axbeb,
para todos a,b € Y entdo, b é um subgrupo de g.
Definicao 1.4.4. Para qualquer N < g e qualquer g € g o conjunto
gN ={g#*n|ne N}
é chamado de classe lateral a esquerda de N em g e, analogamente,
Ng={nxg|ne N}
é chamado de classe lateral a direita de N em g.
Definicao 1.4.5. Seja H um subgrupo de g, o normalizador de H em g € o conjunto
No(H)={g€g:9Hg ' = H}.

Definicio 1.4.6. Um subgrupo H de g é normal em g, se gHg~' = H, para todo

g € g. Utilizaremos a notacdo H < g para indicar que H é subgrupo normal de g.

Teorema 1.4.7. Se A e B sdo subgrupos de um grupo g, o conjunto
AB :={ab;a € Aebe B}

é um subgrupo de g se, e somente se, AB = BA.
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Corolario 1.4.8. Se A e B sdo subgrupos de g e A < Ny(B), entdo AB é um
subgrupo de g. Em particular, se B < g, entdo AB < g, para todo A < g.
Defini¢do 1.4.9. (1) Uma aplicagdo ¢ de um grupo (g1, *) em um grupo (ga, *) é
dita um homomorfismo se,
P(axb) = p(a) x ¢(b),
para todos a,b € g.

(2) Dois grupos g e g* sdo ditos isomorfos se existe um homomorfismo bijetor de
gem g

(3) Se ¢ é um homomorfismo de g1 em ga, o niicleo (ou kernel) de ¢ é definido por

Ker(¢) ={z € g1: ¢(z) = e2},
onde ey denota o elemento neutro de go.
O seguinte conceito de acio de grupos foi principalmente explorado em [7].

Defini¢do 1.4.10. Uma agdo de um grupo (g, ) sobre um conjunto A é uma apli-
cagdo de g X A em A (denotamos g * a, para todo g € g e a € A) que satisfaz as
seguintes propriedades:

(1) g1 *(g2*a) = (g1 xg2) xa, paratodos g1,g92 € g, a € A;
2) 1xa=a, paratodoa € A.

Exercicio 1.4.11. Seja (g,-) um grupo qualquer e seja A = g. Mostre que a
aplicagdo definida por gxa = a-g~' para todos g,a € g é uma agdo (a esquerda)
do grupo g sobre si mesmo.

Exercicio 1.4.12. Seja (g,-) um grupo qualquer e seja A = g. Mostre que se g
ndo é abeliano (isto é, ndo comutativo) entdo a aplicagdo definida por gxa = a-g
para todos g, a € g ndo é uma acdo (a esquerda) do grupo g sobre si mesmo.

Exercicio 1.4.13. Seja (g, *) um grupo e seja A um conjunto que recebe a a¢do
* de g. Para cada g € g fixo se obtém uma aplicagdo o4 : A — A definida por
o4(a) = g * a. Mostre que

1. Para cada g € g fixo, a aplicagdo o4 é uma permutagdo (isto €, uma bijecdo)
de A;

2. A aplicagdo de g em S 4 definida por g — o4 é um homomorfismo (chamado
a representacdo via permutagoes associada a acd@o). Reciprocamente,

3. Dado um homomorfismo qualquer ¢ : g — S, definamos g * a = ¢(g)(a).
Mostre que * é uma agdo do grupo g sobre A.
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Observacao 1.4.14. Alternativamente, pelo dito nos itens (2) e (3) do Exercicio
1.4.13, um homomorfismo de g em S5 sempre pode ser definido via uma acdo de g
sobre A e, reciprocamente, uma agdo de um grupo g sobre um conjunto A sempre
pode ser definida via um homomorfismo de g em S 4.

Exercicio 1.4.15. Seja H um grupo agindo (com agdo *) sobre um conjunto A.
Provar que a relagdo ~ definida sobre A por

a~b se, e somente se, a=hxb paraalgumh € H

é uma relagdo de equivaléncia.

Pelo Teorema Fundamental das Classes de Equivaléncia 1.1.8, a relagcdo do
Exercicio 1.4.15 nos fornece uma parti¢do do conjunto A. Cada elemento [a] desta
particdo (ou, equivalentemente, classe de equivaléncia de a com respeito a relacio
~) é chamada uma érbita de a sob a a¢do de H, a qual denotaremos por O(a).

Definicdo 1.4.16. Seja (g, ) um grupo agindo (com agdo x) sobre um conjunto A
ndo vazio. Diz-se que a acdo * é transitiva se A possui uma tinica érbita.

Proposicao 1.4.17. Seja (g, -) um grupo agindo (com agdo %) sobre um conjunto A
ndo vazio. A agdo * € transitiva se, e somente se, dados quaisquer dois elementos
a,b € A existe g € G tal que a = g x b.

Demonstragdo. Suponha que * € transitiva e sejam dados a, b € A. Entdo O(a) =
O(b) e, portanto, a € O(b). Por defingdo, existe g € g tal que a = g x b. Recipro-

camente, dada uma classe O(a) C A a hipétese nos garante que b ~ a para todo
b € A. Portanto A = O(a), mostrando que a agdo * € transitiva. O

Definicdo 1.4.18. Seja (g, ) um grupo agindo (com agdo x) sobre um conjunto A
e fixe um elemento a € A. O estabilizador de a em g é o conjunto

go={g9€g:g*xa=a}
Isto é, g, € o conjunto dos elementos de g que fixam a.
Exercicio 1.4.19. Prove que g, é um subgrupo de g.
Definicao 1.4.20. Uma acdo de um grupo g sobre um conjunto A é dita semirre-
gular se g, = {e}, paratodo a € A. Ou, equivalentemente, a identidade € o tinico

elemento de g que fixa todos os pontos de A.

Definicao 1.4.21. Uma agdo de um grupo g sobre um conjunto A é dita regular se
ela for transitiva e semirregular.
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1.5 Nocoes elementares da teoria de anéis

Definicdo 1.5.1. Um anel (A, + ,-) é um conjunto ndo vazio A munido de duas
operacdes bindrias internas, denotadas por + e -, chamadas respectivamente soma
e multiplicacdo, que verificam os seguintes axiomas:

1. (A,+) é um grupo abeliano;
2. Amultiplicacdo - é associativa: a-(b-c) = (a-b)-¢ para todos a,b,c € A;

3. (a) Paratodo x,y,z € Atem-se x-(y+z)=2x-y+y-z (distributiva
a esquerda);

(b) Paratodo x,y,z € Atem-se (y+z)-x=y-x+ 2z, (distributiva
a direita);

4. Existe um elemento identidade em A (denotado por 1) tal que

a-1=1-a=a paratodoa € A.

5. Oanel (A, +,-) é dito comutativo se a multiplicagdo for comutativa.

Definicao 1.5.2. Um elemento x € A chama-se invertivel se existe um elemento
yeAtalquex -y=y-x = 1.

E comum denotar o conjunto dos elementos invertiveis de um Anel A por A*.
O seguinte resultado serd de utilidade mais adiante e deixaremos ao leitor a tarefa
de sua demonstragao.

Proposicao 1.5.3. A* é um grupo multiplicativo.
Exercicio 1.5.4. Seja (A, +,-) um anel, entdo para todos a,b € A vale
l1.a-0=0-a=0;
2.a-(=b)=(—a)-b=—(a-b);
3. (—a)-(=b)=ua-b;
4. (-1)-a=—a;
5. (-1)-(-1) =1
Exercicio 1.5.5. Prove a proposicdo 1.5.3

Exemplo 1.5.6. (1) O anel dos inteiros (Z, +, -) é um exemplo de anel comuta-
tivo onde 1 e —1 sdo seus tinicos elementos invertiveis. Assim, (Z*, -) é o
grupo dos elementos invertiveis do anel (Z, +, -);
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(2) Seja n um inteiro positivo fixo. Definimos
a=0b (modn) se esomentese, n|(a—Db).

Esta relacdo, chamada congruéncia modulo n, define uma relacdo de equi-
valéncia no conjunto Z. Pelo Teorema Fundamental das Relagées de Equi-
valéncia 1.1.8, o conjunto 7. é particionado em n classes de equivaléncia.
Sobre o conjunto destas classes, denotada por Z,, = { [0] ,[1],...,[n — 1] },
vamos definir uma operagdo de soma da seguinte maneira:

[z] + [y] = [2],

onde z é o resto da divisdo de x+y por n. E também definimos uma operagdo
de multiplicacdo de modo andlogo:

onde z é o resto da divisdo de x - y por n. Deixamos como exercicio mostrar
que (Zy,+,-) é um anel comutativo.

Os exercicios seguintes serdo amplamente utilizados em demonstracdes de va-
rios resultados ao longo do texto. Para maiores detalhes, recomendamos [18], [10]
e [8].

Exercicio 1.5.7. Sejam a,n € Z,n > 0. Entdo existe b € Z com ab = 1
(mod n) se, e somente se, mdc(a,n) = 1 (Isto é, os elementos [a], 0 < a <mn,
invertiveis no anel (Zy, +, -) sdo aqueles tais que mdc(a,n) = 1).

Exercicio 1.5.8. Sejan € N, n > 2. Seja m € N. Mostre que [m| gera o grupo
(Z, +) se, e somente se, [m| é um elemento invertivel do anel (Zy,,+,-).

Exercicio 1.5.9. Considere o anel (Z,,+, -) dos inteiros médulo n, e sejan = p*

uma poténcia de um primo p. Entdo, um elemento x € (Zy,,+,-) € invertivel se, e
somente se, x ndo é miltiplo de p.

Demonstracdo. Se x é miiltiplo de p, digamos z = kp, entdo, mdc(x,n) > p >
1. Pelo Exercicio 1.5.7, x ndo ¢é invertivel em Z,,. Reciprocamente, se x nao é
muiltiplo de p entdo, a decomposicao de x em fatores primos

T =P1"""Pm>

onde m > 1 é&um naturale p; < --- < p,, sdo primos, deve ser tal que p; # p, para
todoi = 1,...,n. Logo, se d € um divisor comum de x e n, entdo d = 1. Caso
contrario, d teria duas decomposi¢des distintas em fatores primos, contrariando o
Teorema Fundamental da Aritmética. Novamente, pelo Exercicio 1.5.7, segue que
x € invertivel em Z,,. OJ
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Capitulo 2

O grafo unitario de Cayley

Neste capitulo iniciamos com as defini¢des e propriedades bésicas da Teoria
dos Grafos com o intuito de apresentar o grafo unitario de Cayley sobre o anel Z,,
dos inteiros médulo n. A terminologia e notagdo utilizada diferem na literatura
existente e aproveitamos aqui a oportunidade para estabelecer como nossa aquela
que é mais frequentemente utilizada. No decorrer deste trabalho, faremos apenas
uso dos grafos simples, assim ndo discutiremos grafos mais gerais como aqueles
que contemplam lacos, arestas paralelas e orientacdes entre as arestas. O conteido
deste capitulo estd baseado nos seguintes livros muito conhecidos: Graph and Di-
graphs [5] e Graph Theory [11].

2.1 Grafos: breve introducao

2.1.1 Terminologia basica

Definicao 2.1.1. Um grafo (simples) é um par G = (V, E) onde V é um conjunto
ndo vazio de objetos chamados vértices e E é um conjunto (possivelmente vazio)
de objetos chamados arestas. Cada aresta (elemento de E) é um subconjunto com
dois vértices de V. O conjunto de vértices de G ¢é denotado por V (G), quando
quisermos explicitar o grafo com vértices. Similarmente, o conjunto de arestas
denota-se E(QG).

Se a = {u,v} é uma aresta de um grafo G, entdo u e v sdo ditos vértices
adjacentes (ou, que u é adjacente a v) enquanto que u e a sdo ditos incidentes.
Ainda mais, se aj e as sdo arestas distintas de G incidentes com um vértice comum,
entdo a; e ap sdo chamadas arestas adjacentes. E conveniente daqui em diante
denotar uma aresta por uv ao inves de {u, v}.

A cardinalidade do conjunto de vértices de um grafo GG é chamada ordem de G
e denotada por n(G) ou, mais simplesmente, por n, quando se entende de maneira
clara qual € o grafo em consideragcdo. Analogamente, a cardinalidade do conjunto
de arestas de um grafo G € chamado tamanho de G e é denotado frequentemente
por m(G) (ou m, por simplicidade). Um (n, m)-grafo tem, portanto, ordem n e
tamanho m.

15
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E habitual definir, ou descrever, um grafo por meio de um diagrama no qual
cada vértice é representado por um ponto e cada aresta e = uv é representada por
um segmento de linha ou curva que une os pontos correspondentes a u € v.

O grau de um vértice v, denotado por d(v), é o nimero de arestas de G inci-
dentes com v. Diremos que um vértice v € V() é par (impar) se o nimero de
arestas incidentes a v for par (impar). Um vértice de grau zero em G é chamado
isolado e um vértice de grau um, terminal. O grau minimo de GG € o menor grau
dentre todos os vértices de G e é denotado por 6(G). O grau maximo ¢é definido
similarmente e é denotado por A(G).

Figura 2.1: Representacdo de um grafo. As letras representam os vértices e as
arestas estio representadas pelas linhas entre as letras.

Figura 2.2: O grafo de Petersen.

a
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Exemplo 2.1.2. Designado em homenagem ao matemdtico Danes Julis Petersen
por grafo de Petersen, esta estrutura combinatoria possui 10 vértices e 15 arestas,
como podemos observar na figura 2.2. Este grafo aparece como contra-exemplo
a diversas conjecturas importantes em diferentes temas da teoria dos grafos [2].
Um fato que ilustra a importancia desta configuracdo é o livro [13], inteiramente
dedicado a ele .

Um grafo G' com conjunto de vértices V(G) = {v1,...,v,} e conjunto de
arestas F/(G) = {e1,ez...,e,} pode ser representado por meio de matrizes. Uma
matriz A(G) = [a;;] quadrada de ordem n é chamada matriz de adjacéncia de G
de GG quando

0 — 1, sevv; € E(G);
v 0, S€ ViVj € E(G)

Assim, a matriz de adjacéncia de um grafo G € uma matriz simétrica com zeros
na diagonal principal. Uma outra matriz € a matriz quadrada de ordem n chamada
matriz de incidéncia B(G) = [b;;], onde

b 1, sew; e e; sdo incidentes;
] 0, -caso contrario.

2.1.2 Entendendo a estrutura de um grafo
Percurso, cadeia e caminho

Para entender a estrutura de um grafo, imaginemos primeiramente que em
nosso grafo podemos tomar um percurso continuo, primeiro caminhando através
da aresta e, depois pela aresta es e assim por diante. Ou seja, o ponto terminal de
e; € o ponto inicial de e; ;. Temos vérias maneiras de realizar este percurso, por
exemplo, poderiamos repetir uma aresta ou visitar duas vezes um mesmo vértice.

Definicao 2.1.3. Um percurso (ou, passeio) é uma sequéncia alternante de vérti-
ces e arestas Ti,€2,%9,€3,...,Tp_1, €L, T iniciando e terminando com vértices
tais que e; = x;_1x;, para cada 1 < © < k + 1. O percurso serd fechado se
x1 = xk. Uma cadeia (ou, trilha) é um percurso sem repeticdo de arestas e, um
caminho, é um percurso sem repeticio de arestas e vértices. E comum denotar
um percurso iniciando no vértice x| e terminando no vertice xj por 1 — Ty, OU
ainda, ignorando as arestas, como r1xs . ..T_12k. Para um caminho, utilizare-
mos a notagdo Py, z,.

Definicao 2.1.4. Um caminho em um grafo G é dito hamiltoniano se passar por
todos os vértices de G.

Definicao 2.1.5. Um ciclo é uma sequéncia de vértices e arestas
T1,€2,22,€3;...,Lk—1,Ck, Tk

tal que
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1. k>3;
2. x1x2...Xp_1 € um caminho;
3. xp = x1.

Definicao 2.1.6. Uma corda em um ciclo é uma aresta que conecta dois vertices
ndo consecutivos.

Definicao 2.1.7. Um ciclo em um grafo G é dito hamiltoniano se x1xs ...x;_1 €
um caminho hamiltoniano.

Dois grafos frequentemente compartilham a mesma estrutura, diferentes so-
mente na maneira em que seus vértice e arestas sdo rotulados ou pela maneira em
que foram desenhados. Para fazer esta ideia mais precisa introduzimos o conceito
de isomorfismo.

Isomorfismo de grafos

Definicao 2.1.8. Um grafo G| = (V4, E1) é isomorfo a um grafo Go = (Va, Es)
se existe uma funcdo
¢:Vi—=Vo

tais que
1. ¢ é bijetora;
2. Paratodos v,w € V1, {v,w} € Ej se, e somente se, {p(v), p(w)} € Es.

Nesse caso, escrevemos G, = G4 e dizemos que Gy é isomorfo a G5 (ou, que G1
e Go sdo isomorfos). Uma outra alternativa é dizer que existe uma bijecdo ¢ de
V(G1) sobre V (G2) que preserva a adjacéncia; isto é vw € E(G1) se, e somente

se, p(v)p(w) € E(G2).

E ficil ver que ser "isomorfo a" é uma relacio de equivaléncia em grafos; por-
tanto, esta relacdo particiona a colecdo de todos os grafos em classes de equiva-
léncia de tal maneira que dois grafos sdo ndo isomorfos se, e somente se, eles
pertencem a diferentes classes de equivaléncia.

Como ¢ ¢ bijetora, G e G2 tém a mesma ordem. Como vértices adjacentes
de GG1 sdo levados a vértices adjacentes em G5 e vértices ndo adjacentes de G sdo
levados a vértices ndo adjacentes em G2, os grafos G1 e G tém o mesmo tamanho.
Uma vez que cada vértice v em G e seu vértice imagem devem ter 0 mesmo grau
em seus respectivos grafos, os graus de vértices de (G} sdo exatamente os graus dos
vértices de GG (contando multiciplicidades). Assim, temos o seguinte teorema,

Exemplo 2.1.9. Se modificamos as linhas representando arestas da figura 2.3 ob-
temos a representagdo mais conhecida do grafo de Petersen.

Teorema 2.1.10. Sejam G e G4 dois grafos isomorfos, entdo eles compartilham
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Figura 2.3: Grafos de Petersen isomorfos.

1. O mesmo niimero de vértices, ou seja, a mesma ordem,
2. O memo niimero de arestas, ou seja, o mesmo tamanho;
3. A mesma sequéncia de graus.

Apesar dessas condicdes serem necessdrias para que G e G2 sejam isomorfos,
elas ndo sdo suficientes. A seguir, um contra-exemplo ao teorema 2.1.10.

Exemplo 2.1.11. Seja G1 = (V1, E1) com' Vi = {a,b,c,d,e, f} e

Ey = {ab,bc,ac,cd,de,df } e, seja Gy = (Vi, E2) com Va = {z,y,w,z,s,t} e
Ey = {zy, 2w, zz, zw, zy, st}. Notemos que eles tém a mesma ordem, o mesmo
tamanho e compartilham a mesma sequéncia de graus: 2,2,3,3,1,1. No entanto,
eles ndo sdo isomorfos como se observa na figura 2.4. O grafo em 2.4-(b) mostra
uma aresta solta, o que ndo acontece em 2.4-(a).

Definicio 2.1.12. Um grafo G1 = (V1, E) é aresta-isomorfo a um grafo Go =
(Va, E2) se existe uma fungdo
¢: E1— Fy
tais que
1. ¢ é bijetora;
2. Paratodos e,f € Ej tem-se que eNf # ) se, e somente se, p(e)Nop(£) # P.
Proposicao 2.1.13. Se GG é isomorfo a G entdo eles sdo também aresta-isomorfos.

Demonstracdo. Primeiro definimos ¢, : Ey — FE» assim: dada uma aresta e =

{z,y} ponha-se ¢(e) = {¢(z),$(y)}. Sendo ¢ um isomorfismo, {¢(x), H(y)}
¢ uma aresta de F». Sendo G5 um grafo simples s6 temos essa aresta conectando
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Figura 2.4: Grafos ndo isomorfos.

a h

X vV
C
z w
d

e £ Ty
(a) ()

o(z) a ¢(y) e, portanto, ¢, é bem definida. Deixamos como exercicio mostrar que
¢ € injetora e sobrejetora. O fato de que {z1,y1} e {2, y2} sdo adjacentes em
G se, e somente se, {p(x1), d(y1)} e {p(x2), #(y2)} sdo adjacentes em G segue
da definicdo de ¢. O

Definicao 2.1.14. Sejam G1 = (V1, E1) e Go = (Va, E3) grafos ndo vazios nos
quais existe um isomorfismo ¢ : Vi — Vo. O isomorfismo induzido por ¢ é aquele
aresta-isomorfismo ¢, definido por

e={v,w} = ¢ale) = {¢(v), p(w)}

A figura 2.5 ilustra o fato de que em geral dois grafos podem ser aresta-
isomorfos porém ndo isomorfos.

Figura 2.5: Grafos aresta-isomorfos porém ndo isomorfos.

(a) (b)
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2.1.3 Subgrafos

Frequentemente um grafo sob estudo estd contido dentro de um grafo maior.
Consideremos agora vdrias instancias disto.

Definicao 2.1.15. Um grafo H é um subgrafo de um grafo G se V(H) C V(G) e
E(H) C E(G), neste caso também dizemos que G é um supergrafo de H.

Definicao 2.1.16. Sejam H e G grafos. Diz-se que H é um subgrafo abrangente
deGse HC GeV(H)=V(G).

Entre os mais importantes subgrafos que iremos encontrar estdo os subgrafos
induzidos.

Definicao 2.1.17. Se U é um subconjunto ndo vazio de V (G), entdo o subgrafo
[U] de G induzido por U é o grafo onde V([U]) = U e E([U]) = {{a,b} €
EG):acUbelU}.

Definicao 2.1.18. Um subgrafo H de G é chamado induzido por vértices (ou,
simplementes, induzido) se H = [U | para algum subconjunto U de V (Q).

Sev € V(G) e |V(G)| > 2, entdo G — v denota o subgrafo induzido pelo
conjunto V(G) — {v}. Em geral, se V' C V(G), [V(G) — V'] é denotado por
G-V

Definicdo 2.1.19. Se X ¢é um subconjunto ndo vazio de E(G), o subgrafo [X]
induzido por X é o grafo cujos vértices de GG sdo incidentes com pelo menos uma
aresta de X e cujo conjunto de arestas é X.

Definicao 2.1.20. Um subgrafo H de G é chamado induzido por arestas se H =
[X] para algum subconjunto X de E(G).

Se e € E(G), entdo G — e € o subgrafo com conjunto de vértices V(G) e
conjunto de arestas E(G) — {e}.

Se u e v sdo vértices ndo adjacentes de um grafo GG, entdo GG +f, onde f = ww,
denota o grafo com conjunto de vértices V (G) e conjunto de arestas E(G) U {f},
claramente G C G + f.

Existem certas classes de grafos que aparecem com tanta frequéncia que mere-
cem atenc¢do especial e, em algums casos, notagcdo especial. Descreveremos agora
0s mais proeminentes destes.

Definicdo 2.1.21. 1. [9] Um poligono (ou, grafo ciclo) (C,,) é um grafo com
n vértices formado por apenas um ciclo passando por todos os vértices.

2. Um grafo G é regular de grau r se d(v) = r, para todo vértice v de G. Tal
grafo é chamado r-regular.

(a) Um grafo é completo se cada par de seus vértices sdo adjacentes. Um
(n, m)-grafo completo é um grafo regular de grau n — 1. Denotamos
este grafo po K,



22 CAPITULO 2. O GRAFO UNITARIO DE CAYLEY

Figura 2.6: Subgrafos do grafo G.

(a) Grafo G (b) Subgrafo Abrangente (c) Subgrafo Induzido

(b) Um grafo ciibico é um grafo 3-regular.
(c) Um grafo par é um grafo regular de grau par.
3. O complementar G de um grafo G é o grafo cujo conjunto de vértices V (G)
é tal que dois vértices sdo adjacentes em G se, e somente se, estes vértices

sdo ndo adjacentes em G. Daqui em diante, se G é um (n, m)-grafo, entdo
G é um (n,m)-grafo.

4. O grafo linha de um grafo G, denotado por L(G), é definido como:

e, e € E(L(G)), se, e somente se, e = {a,b},anb # .
O grafo linha representa a adjacéncia entre as arestas do grafo G.

Figura 2.7: O grafo completo K, o grafo linha de K5 e o grafo de Petersen.

12

Exercicio 2.1.22. Prove que o grafo completo K, possui n(n2_1) arestas.
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Exemplo 2.1.23. Consideremos o grafo completo Ky (veja exemplo na figura 2.7-
(a)). Para obter o seu grafo linha, lembremos que uma aresta {a,b} de K5 é um
vértice em L(K35) o qual denotaremos por ab (veja exemplo na figura 2.7-(b)).
Agora, vértices ab e cd sdo adjacentes se, e somente se, {a,b} N {c,d} = {t},
onde t € {a,b,c,d}. A figura com linhas pontilhadas é o complentar do grafo
linha de K5 que, como se pode ver, é o grafo de Petersen.

Um grafo G é k-partido, se é possivel fazer uma parti¢do do conjunto V (G)
consistindo de k subconjuntos Vi, Va, ..., Vj tal que todo elemento de F(G) une
um vértice de V; a um vértice de V;, i # j (veja exemplo na figura 2.8-(a)).
Note que um grafo finito simples de r vértices pode ser considerado como grafo
r-partido, onde os distintos conjuntos V; sdo os r conjuntos unitdrios contendo um
vértice. Quando cada vértice de um grafo k-partido une um vértice de V; a cada
vértice de Vj, 7 # j, entdo diz-se que o grafo € k-partido completo. Neste caso te-
mos uma notacao especial: Se Vp, Vo, ..., Vj tem, respectivamente, p1, p2, . . ., Dk
elementos, escrevemos K, ,, . p, ou K(p1,p2,...,px) (veja exemplo na figura
2.8-(b)). O grafo completo de n-vértices, o qual foi definido em 2.1.21, é um caso
particular. Quando k£ = 2, temos o conhecido grafo bipartido, isto €, quando
V(G) pode ser particionado em dois subconjuntos disjuntos V; e V5 tais que toda
aresta em E(G) une um vértice de V; com um vértice de V5.

Um clique € um subconjunto de V' (G) no qual cada par de vértices € adjacente.
Assim, um clique é um subconjunto de vértices S C V(G) tal que o subgrafo
H = [S] de G ¢é isomorfo ao grafo completo K|g).

Definicao 2.1.24. Seja um grafo G = (V, E). Um subconjunto I de V, é dito um
conjunto independente de G se cada par de seus vértices ndo sdo adjacentes.

Observacao 2.1.25. [9] Alguns autores denotam o conjunto de todos os conjuntos
independentes de vértices do grafo G como S(G). A nogdo de conjunto inde-

pendente é maximal e pode ser expressa pelo pardmetro o, chamado niimero de
estabilidade, oy = max{|I|: I € S(G)}.

Figura 2.8: (a) Grafo 3-partido com conjuntos Vi = {a,b,c,d}, Vo = {h,g,k} e
Vs = {m,n,e, f,i,7}; (b) grafo bipartido completo, K5 3; (c) uma estrela.
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Proposicao 2.1.26. Seja G um grafo. A soma dos graus dos vértices é igual ao
dobro do niimero de arestas. Isto é,

> da(v) =2[E(G)].

veV(Q)
O seguinte teorema € utilizado mais adiante.

Teorema 2.1.27. Um grafo G é bipartido se, e somente se, G ndo possui ciclos de
comprimento impar.

O teorema 2.1.27 possui a seguinte variacao:

Corolario 2.1.28. Um grafo G é bipartido se, e somente se, ndo contém um per-
curso fechado de comprimento impar.

2.2 Automorfismos de grafos

Seja V' um conjunto ndo vazio. O conjunto de todas as permutacdes de V
(confira com o Exemplo 1.3.2) também ¢é denotado por Sym(V') ou, Sym(n),
quando |V| = n. Lembremos que Sym(V') é um grupo com a composi¢do de
fungdes. Seja G = (V, E') um grafo simples e finito e suponha a existéncia de um
isomorfismo ¢ de G em G, entdo ¢ é uma permutacido dos elementos de V' que
preserva a adjacéncia. Neste caso, dizemos que ¢ é um automorfismo do grafo
G. O conjunto de todos os automorfismos de G' é um subgrupo de Sym(V'), o qual
¢ denotado por Aut(G).

Observacdo 2.2.1. Note que o homomorfismo ¢ : Aut(G) — Sym(V') definido
por ¢(f) = f éuma acdo do grupo dos automorfismos do grafo G sobre o conjunto
dos vértices do grafo (confira com a Observacdo 1.4.14).

Exemplo 2.2.2. 1. Seja G o grafo completo K,,. Entdo, Aut(K,) = Sym(n).
De fato, seja ¢ uma permutagdo de V', temos que mostrar que ¢ € Aut(K,).
So temos que mostrar que se uv € E(K,), entdo ¢(u)p(v) € E(Ky).
Sendo ¢ uma bijecdo de V em 'V, segue que ¢(u) e ¢(v) estdo em V. Logo
o(u)p(v) é uma aresta de K, pois este grafo é completo.

2. Seja G o grafo ciclo (Cy,). Entdo, Aut(Cy,) = Day,.
> da(v) =2|E(G)].

veV(Q)
De fato, suponha que o grafo ciclo corresponda a sequéncia
vi€ei1v2€e .. .V_1€eLVk,

com v, = vy. Seja ¢ : V. — V a fungdo definida por ¢(v;) = viy1, 1 <
v; <k —1, ¢(vg) = v1. Para ver que ¢ é um automorfismo, basta mostrar
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que se e conecta o vértice u com o vértice v entdo ¢(u)p(v) é uma aresta
de G. Devemos ter que u e v sdo vértices consecutivos, digamos, u = v; e
v = v;11. Note que, por definicdo, p(u) = v;y1 e ¢(v) = viyo. Assim, €11
é uma aresta do grafo ciclo (Cy,) conectando ¢(u) a ¢(v). Note que ¢ é
uma rotagdo. Considere agora a fungdo 7 definida por w(v1) = v1, w(vg) =
Up, T(v3) = vp—1. Pode-se mostrar que esta funcdo é um automorfismo.
Lembremos que gen{¢, 7w} = Day,. Assim D, C Aut(C),). Ora, é fdcil ver
que qualquer automorfismo de (C.,) sé pode ser uma composi¢do de uma
rotacdo com uma reflexdo.

3. Seja G o grafo determinado pelo caminho P,. Entdo Aut(P,) é um grupo
de cardinalidade 2.

Proposicao 2.2.3. Seja G um grafo simples. Entdo, Aut(G) = Aut(G).

O conjunto de todos os automorfismos induzidos do grafo G' € um subgrupo,
denotado por Aut(G)*, do grupo de permutagdes das arestas de G, S(E(G)).

Proposicao 2.2.4. Seja G um grafo simples. Entdo, Aut(G)* = Aut(L(Q)).

Teorema 2.2.5. Seja G um grafo conexo com |V (G)| > 3. Entdo Aut(G)* =
Aut(Q) se, e somente se G ndo é K4 ou K4 — v ou o grafo formado pela unido de
(C3) com Ky tal que |V ((C3)) NV (K2)| =1

Definicao 2.2.6. Um grafo G ¢ transitivo pelo vértice se para cada par de vértices
vew, existe p € Aut(G) tal que ¢(v) = w.

Observacio 2.2.7. Note que a defini¢do 2.2.6 estd nos dizendo que Aut(G) atua
transitivamente sobre V (G).

2.3 Grafos de Cayley

Os grafos de Cayley apareceram com o intuito de dar uma representacio gréfica
a grupos abstratos e, assim, poder estudar suas estruturas. Os grafos de Cayley
tém aplicagdes em vdarios ramos da Engenharia. Por exemplo, os grafos de Cayley
obtidos ao usar grupos de permutacdes sdo importantes na Engenharia Elétrica e na
Engenharia da Computacdo, pois a simetria é fundamental em todos os desenhos
de redes desses grafos. Em especial, os gerados por um produto de dois ciclos
disjuntos, possuem todas as propriedades de simetria conhecidas.

Um especial tipo de grafo de Cayley é central neste curso e, para entender
os temas apresentados nos capitulos seguintes, apresentaremos seus aspectos mais
relevantes.

Defini¢ao 2.3.1. Seja (g,-) um grupo, e seja B um subconjunto de g tal que a
identidade do grupo 14 ¢ B . Suponha que B~1 = {b=! : b € B} = B. O grafo
de Cayley X' := Cay(g, B) é um grafo ndo orientado possuindo o conjunto de
vértices V(X') = g e o conjunto de arestas E(X') = {ab:a-b~' € B, a,b € g}.
Chama-se B o conjunto conector.
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Exercicio 2.3.2. X' = Cay(g, B) é um grafo | B|-regular.

Exemplo 2.3.3. Seja g = Zg, B = {1,2,4,5}, entdo X' = Cay(Z¢, B) é o grafo
mostrado na seguinte figura.

Figura 2.9: Grafo de Cayley: g = Zg, B = {1,2,4,5}

2.3.1 Propriedades gerais

Proposicio 2.3.4. A fungdo o4 definida no Exercicio 1.4.13 e com agdo definida
no Exercicio 1.4.11, onde g é um elemento fixo de g, é um automorfismo de X'.

Demonstragdo. Pelo item 1 do Exercicio 1.4.13, basta provar que o, preserva ad-
jacéncia, isto é

awecEX)Ysa-b'eBs(a-gl) (g-b1)eB
Sag ) (b-gh) "t eBeaa)a,b) e B(X).

Teorema 2.3.5. O grafo de Cayley X' = Cay(g, B) é transitivo pelo vértice.

Demonstracdo. Sejam v e w dois vértices de X’. Pela Proposi¢do 2.3.4 obtemos
que 0,,-1., € Aut(X"). Logo,

Op-1,0) =v-(w-0) T =v- v w=w,
mostrando assim que X’ € transitivo pelo vértice. O

O grafo de Petersen é um grafo transitivo pelo vértice, porém nao é um grafo
de Cayley. Para ver isto, note que pela proposi¢cdo 2.2.4 e logo pela proposicio
2.2.5 o grafo linha de K verifica Aut(L(K5)) = Aut(K5)* = Aut(Ks). No
exemplo 2.2.2 vimos que Aut(K5) = Ss. Assim, Aut(L(K5)) = Ss. Por outro
lado, o exemplo 2.1.23 mostra que L(K5) é o grafo de Petersen. Finalmente, pela
proposicao 2.2.3 concluese que o grupo dos automorfismos do grafo de Petersen é
S5 0 qual é um grupo transitivo.




2.3. GRAFOS DE CAYLEY 27

Teorema 2.3.6. X' = Cay(g, B) é conexo se, e somente se, B é um conjunto
gerador de g.

Demonstrag¢do. Faremos a prova numa s6 dire¢do. Suponha que X' = Cay(g, B)
é conexo , temos que mostrar que gen(B) = g. Assim, dado g € g arbitré-

rio, vamos exibir um nudmero finito de elementos hq, ho, ..., h; de B tais que
g = hihy ... hy. Por hipétese, existe um caminho em X’ que une 15 com g L
Sejam vy, ve, . .., vy os vértices de V (X') tais que lgv1vs .. .vkg_l. Entio, exis-

tem hy, ho, ... h; em B tais que

1g’U1 = h1
b

—1

1}11}2 = h2,
—1

VU3~ = hg,
= .y

vpg = hy.

Multiplicando os termos membro a membro, obtemos

g = (1gv7 Y (v1vg ) (vavs ) ... (vrg) = hihg ... ha,

como querfamos. 0

Teorema 2.3.7. Aut(X') contém um subgrupo regular isomorfo a g.

Demonstragdo. O conjunto H = {0, € Aut(X') : g € g} é um subgrupo de
Aut(X'") (veja Exercicio 2.3.8). Se o4(v) = v, entdo

Logo, a identidade de H é o unico elemento que fixa v, para qualquer v em V (X'),
mostrando que a a¢do de H sobre V(X') é semirregular. Por outro lado a 6rbita
de qualquer elemento v € V(X') é o préprio V(X'), assim esta agdo € transitiva.
Segue que H é um subgrupo regular de Aut(X’). Finalmente, é facil provar que a
aplicagdo definida por o4 — g € um isomorfismo de H em g. O

Exercicio 2.3.8. Prove que H é um subgrupo isomorfo a g.

Teorema 2.3.9. Seja G um grafo tal que Aut(G) contenha um subgrupo H que
atua regularmente sobre V(QG), entdo G = Cay(H, S) para algum conjunto co-
nector S.
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2.3.2 Grafos unitarios de Cayley

Definicdo 2.3.10. Para n > 1, seja (Zn,+,-) o anel dos inteiros médulo n. O
grafo unitdrio de Cayley X,, é o grafo tendo como conjunto de vértices V (X,,) =
Zy, e, se Uy, denota o grupo multiplicativo dos elementos invertiveis do anel 7,
entdo dois vértices a,b € Z,, sdo adjacentes se, e somente se, a — b € U,,.

A primeira observacdo a ser feita é notar que X,, é realmente um grafo de
Cayley. De fato, basta aplicar a Defini¢do 2.3.1 com (g,-) = (Zn,+) € B = Uy,
uma vez que U,, contém todos os seus inversos aditivos.

Lembremos que U, é o conjunto dos inteiros relativamente primos a n. Assim,
a cardinalidade de U,, é ¢(n), onde ¢ é a fun¢éo de Euler. Além disso, os vértices
a e b sdo adjacentes se, e somente se, mdc(a — b,n) = 1.

Sendo U,, um conjunto de geradores, segue da Proposicio 2.3.6 e do Exercicio
2.3.2 que X,, = Cay(Zy, Uy,) é conexo e ¢(n)-regular. Estes fatos sdo resumidos
na seguinte proposicao:

Proposicdo 2.3.11. O grafo unitdrio de Cayley X,, = Cay(Zy,U,) é um grafo de
Cayley conexo e ¢(n)-regular.

o ~ _ (;S n
Proposicio 2.3.12. |E(X,,)| = n%

Demonstra¢do. Como X,, é ¢(n)-regular, segue da Proposi¢do 2.1.26 que

20E(Xy)l = ) dx,(v)= ) ¢(n)=ng(n).

veEV (Xy) veV(Xn)
O

Coroldario 2.3.13. Se n = p, um niimero primo, entdo X, = K, o grafo completo
de n vértices.

Demonstra¢do. Se n = p entdo, usando o Teorema 1.2.6, temos que ¢(n) =
p—1. [

Proposicao 2.3.14. X, é multipartido com py conjuntos, onde

iy, Q9

n=pi'py*...p5*,  com p1 <py<...<ps,
é a fatoragdo de n em primos.
Demonstracdo. Para cada 0 < ¢ < p; definimos o seguinte conjunto bipartido
Ai={zxeV(X,):x=i (mod p1)}.

Estes sdo conjuntos de vértices independentes, pois x € A; implica z — i = kp1,
para algum inteiro k. Logo, mdc(z —i,n) # 1 e, portanto, x — i & U,,. Dai, dados
dois vértices =,y € A; tem-se que z — y ¢ U,, isto é, x e y ndo sdo adjacentes.
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Além disso, os conjuntos A; sdo classes de equivaléncia da relacio de congruéncia
mod p;. Assim,

AjUA;U...U Ap1—1 = V(Xn)

Até aqui temos mostrado que nosso grafo multipartido poderia ter p; subconjuntos
ou menos, pois pode ocorrer o caso em que vértices na classe A; ndo sejam adja-

centes com os vértices de outra classe. Por outro lado, o conjunto {0, 1,...,p; —1}
é um clique de p; elementos, mostrando que o nimero de conjuntos do grafo mul-
tipartito € p; ou maior. Segue que este nimero deve ser p . O

Corolario 2.3.15. Seja n = p® com p primo e o > 2. Entdo, X, € p-partido onde
os conjuntos partes sdo as classes de equivaléncia mod p. Além disso, estas
classes sdo conjuntos maximais de vértices independentes.

O seguinte resultado € devido a [6]. A prova que fornecemos ¢ devida a [17].
Proposicao 2.3.16. [17] Se n é par entdo X,, é um grafo bipartido.

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.1.27, basta mostrar que X,, ndo tem ciclo impar.
Para ver isto, seja (i1,42,...,%,41) um ciclo em X,,. Entdo, i1i9, ..., ;i1 sdo
arestas em X, de modo que i; — i541 € U, paral < s < r — 1. Sendo n
par, is — is41 € ¢ — 21 devem ser ambos impares (caso contrdrio, ndo seriam
invertiveis), para 1 < s < r — 1. Isto €, um dos i, e 1511 € impar e o outro € par
paral < s < r — 1e, o mesmo é vélido para ¢; e i,. Portanto, i1,1%2,...,%,1%1
alterna a paridade. Isto mostra que uma metade de {i1,i2,...,i,} sdo pares e, a
outra metade, sdo fmpares. Segue que o ciclo dado é um ciclo par e, do Teorema
2.1.27 vem que o grafo € bipartido. O

Teorema 2.3.17. [17] Para cada v € U, o ciclo C} = (0,u,2u,...,nu=20) é
de Hamilton em X,,.

Demonstracdo. Seja u € U,. Entdo, 0 < u < ne (u,n) = 1 implica que u &
um gerador do grupo (Z,, +). Em consequéncia, 0, u, 2u, ..., (n — 1)u sdo todos
distintos e { u, 2u, ..., nu } = Z,. Para1 < r < n temos que
(r4+1Du—ru=ué€cU,.
Assim, para cada r tal que 1 < r < n temos que
{(r+ Du,ru} € E(X,).

Consequentemente, X,, contém o ciclo de Hamilton C}. O

Corolario 2.3.18. Para cada v € U,, o subgrafo de X,, determinado por C}' é
igual ao subgrafo de X, determinado por C;'~".
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Demonstragdo. Note que no grupo (Z,,, +), nt = 0, para cada ¢ inteiro. Dai, para
qualquer r, 0 < r < n,

(n—r)s=ns—rs=0—rs=rn—rs=r(n—s).
Assim, o ciclo
Cy =(0,u,2u,...,nu=0)

é reverso de

Cr " =(0,n—u,2(n—u),...,(n—1)(n —s),0).

n

O

¢()

Teorema 2.3.19. [17] Paran > 3, X,, tem uma decomposicdo em ciclos de

Hamiltom de arestas disjuntas.

Demonstragdo. Sejan > 3 um inteiro. Mostraremos primeiro que s # n — s, para
todo s € U,.

Caso1: s = 1. Nestecason —s > 2. Logo,n —s > 1 = s.

Caso 2: s # 1. Suponhamos que fosse s = n — s. Logo, n = 2s e

med(s,n) = med(s,2s) = s # 1.

Isto é um absurdo pois, por hipétese, n — s = s € U, e, portanto, mde(n —s,n) =
1. Em todo caso, tem-se s # n — s, para todo s € U,,. Isto indica que U, pode ser
particionado em ¢( ) pares de ndmeros distintos {s, n — s}. Pelo Corolario 2.3.18,
os ciclos de Hamllton C, e C'7% correspondentes a cada par sdo 0S mesmos.
Assim, 0s ( ) distintos pares produzem ¢( ) ciclos de Hamiltom. Falta mostrar
que estes 01clos sdo, dois a dois, arestas d1SJuntas.

Sejam s,t € U,,comt # s e t # (n— s). Mostremos que os ciclos de
Hamilton C e C; sdo arestas disjuntas. Notemos que os ciclos de Hamilton Cs e
C; tem a seguinte forma:

Cs=1(0,s,28,...,(n—1)s,ns =0) e C;=(0,t,2t,...,(n—1)t,nt =0).
Por contradi¢do, suponhamos que existe uma aresta { it, (¢ + 1)¢ } em C} tal que
{it, G+ D)t} ={js, (j + )s}toud{it, (i + 1)t} = {k(n—3),(k+1)(n—s)},
paraalgum 0 < j <n—1oul <k <n — 1. Entlo,
{it,(i+d)t} ={js, (j+1)s}
=it = js e ((+Dt=(j+1)s
=t =s,

o qual é uma contradi¢do. Similarmente,
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(it, (i + 1)t) = (k(n — s), (k+ 1)(n — 5))

=it =k(n—s) e (t+Dt=(k+1)(n—2s)
=t=n—s,

o qual também € uma contradicao.

Concluimos que os @ distintos pares produzem @ ciclos de Hamiltom

disjuntos pelas arestas. Como cada ciclo de Hamilton tem n arestas, o ndmero
total de arestas contribuidas pelos @ ciclos de Hamilton é n@ que € o nimero

total de arestas em X,,. O
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Capitulo 3

Introducao a Teoria dos
Hipergrafos

3.1 Hipergrafos

Neste capitulo apresentamos as defini¢des e propriedades bésicas da Teoria dos
Hipergrafos.

Defini¢do 3.1.1. SejaV = {v1,va ..., v, } um conjunto finito de objetos chamados
hipervértices e seja £ = {E1, Eo, ..., E,,} uma familia finita de subconjuntos de
V' chamados hiperarestas. O par H = (V,&) é chamado hipergrafo. No que
segue, utilizaremos vértices por hipervértices e arestas por hiperarestas.

1. A ordem e o tamanho de um hipergrafo referem-se, respectivamente, a car-
dinalidade do conjunto de vértices e a cardinalidade do conjunto de arestas.
Usualmente, denota-se por |V | e |E| a ordem e o tamanho de um hipergrafo,
respectivamente.

2. Dois vértices em um hipergrafo sdo ditos adjacentes se existir uma aresta
que os contenham e dizemos que duas arestas sdo adjacentes se sua inter-
se¢do é ndo vazia. Dizemos que um vértice v é incidente a uma aresta E se
v € E. E licito dizer também que E ¢ incidente a v ou que E e v sdo ambos
incidentes.

3. Um vértice ndo incidente a aresta nenhuma de £ é denominado isolado. Dai
que, se E1 UEy U ... UE, =V, diz-se de H um hipergrafo sem vértices
isolados.

4. SeV =0e& =0 H é denominado um hipergrafo vazio.
5.V #0e& =0 H é denominado um hipergrafo trivial.

6. O grau de uma aresta E € £ é sua cardinalidade. Assim, grau(E) = |E|.
Um conjunto unitdrio em £ denomina-se um lago. Assim, lacos sdo arestas
de cardinalidade igual a 1.

33



34 CAPITULO 3. INTRODUCAO A TEORIA DOS HIPERGRAFOS

7. H ¢é um hipergrafo simples se £ for uma familia com a propriedade se-
guinte: se F;, B; € & sdo tais que E; C Fj, entdo i = j. No caso de cada
hiperaresta ter cardinalidade igual a 2, estamos diante de um grafo simples
sem vértices isolados.

8. Um hipergrafo k-uniforme H é um hipergrafo simples no qual cada uma de
suas arestas possui cardinalidade k. Para 0 < r < n = |V, o hipergrafo
completo r-uniforme K| = (V,E) é aquele que possui como conjunto de
arestas a colecdo de todos os subconjuntos de V' de cardinalidade r.

9. Uma estrela H(v) com centro em v € a familia de hiperarestas (Ej)jcy
contendo v (figura 2.8 item c).

10. Dada uma estrela H(v) = (Ej)jcg, 0 grau de v é d(v) = |J|. No entanto,
para um lago {v} o grau d(v) = 2 (pois, o inicio e o final do lago terminam
no vértice v).

11. O nmiimero A(H) = max{d(v) : v € V'} chama-se o grau mdximo de um
hipergrafo.

3.2 Representacoes de um hipergrafo

3.2.1 Representacio pictorica

Um hipergrafo € representado graficamente limitando os vértices de uma aresta
de cardinalidade maior que 2 por uma curva fechada. Se a cardinalidade for igual a
2, o par de hipervértices se conecta por uma linha reta ou curva, da mesma maneira
como em grafos ordindrios. Se uma hiperaresta ¢ um conjunto unitdrio, ela se
representa colocando um lago junto ao vértice. No exemplo seguinte apresentamos
um hipergrafo junto com sua representagdo pictdrica.

Exemplo 3.2.1. Seja o hipergrafo H = (V, E), onde V = {a,b,c,d,e, f,g,h,j, k,
p,t,m} e E é formado pelos subconjuntos E1 = {a,c, f,h,p,t,m}, Ea = {h,t,m,
g,k,b}, B3 = {d,b,j},Eqs = {d,g},E5s = {e,j} e Es = {a}. A representacdo
pictorica deste hipergrafo é dada na figura 3.1.

3.2.2 Representacao matricial

Seja H = (V, £) um hipergrafo, V = {vi,ve,..., v}, € = {E1,Es, ..., E, }.
A matriz com n linhas (representando os vértices) e m colunas (representando as
arestas) de H é chamada matriz de incidéncia /(H) de H. Suas entradas (i, j)
estdo definidas da seguinte maneira:

1, sew;e E; sdo incidentes;
;i = .
K 0, caso contrario.
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Figura 3.1: Representacao pictérica de um hipergrafo

Exemplo 3.2.2. A seguinte matriz representa o hipergrafo do exemplo 3.2.1.

3.2.3 Representacao bipartida de um hipergrafo

_ =, OO0, O, OO O

—_ = O, O, OOOOFO

OO OO R OO OO OO

DO DD DD OO OO OOO

DO OO R OO OO OO

ol eNeoleoNeoNeoloBeoBeoloNeoNell
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Definicdo 3.2.3. Seja H = (V, &) um hipergrafo. Define-se a representacdo bi-
partida de H como sendo o grafo B(H) = (V U &; E) com conjunto de vértices
V U & e conjunto de arestas E definido do seguinte modo: um vértice v € V é
adjacente a outro vértice E € £ em B(H ) se, e somente se, o Vértice v € incidente

aaresta E em H.

Note que B(H) é um grafo bipartido (com particdo V' e £ de seus vértices).

Defini¢do 3.2.4. Seja H = (V,E) um hipergrafo. Se € = P(V'), entdo H chama-

se completo.
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Figura 3.2: Representacdo bipartida de um hipergrafo

Definicao 3.2.5. Seja H = (V, E) um hipergrafo e seja dado um subconjunto ndo
vazio S C V. Orango de S, denotado por r(S), é o nimero

r(S) = max{|SNE;|; E; € £}.

Defini¢ao 3.2.6. Seja H = (V,E) um hipergrafo e seja V' um subconjunto de V.
O conjunto de arestas parciais induzido por V' em H é

EIZ{EiﬂV/;é(Z):EiES}.

Defini¢iio 3.2.7. Seja H = (V,&) um hipergrafo e seja V' um subconjunto de
V. Chama-se hipergrafo induzido H(V') de H por V' o hipergrafo H(V') =
(V',E"), onde

E/Z{EiﬂVI#QIEiEE}.
Noutras palavras, as arestas de H(V') sdo as arestas parciais induzidas pelo con-
junto de vértices V! C V.
Defini¢do 3.2.8. Dado um subconjunto V' C V, o sub-hipergrafo H' de H =
(V,E) € o hipergrafo

H = (V' F),

onde E' é uma colegio qualquer de subconjuntos de V'. Note que, em particular,

um hipergrafo induzido é um sub-hipergrafo.

Defini¢do 3.2.9. O hipergrafo H = (V, E) chama-se bipartido se existir uma
particdo do conjunto de véritces V' em dois subconjuntos Vi e Vs tal que cada
aresta de tamanho maior ou igual a 2 intersepta V1 e V.

Teorema 3.2.10. Seja H um hipergrafo com conjunto de graus de vértices {ry, ra,
..., Tn} e conjunto de graus (cardinalidades) de arestas {ki, ka, . .., kny}. Entdo,

D= k. 3.1)



3.3. EXEMPLOS DE HIPERGRAFOS 37

Demonstragdo. Seja V. = {v1,va...,v,} o conjunto de hipervértices tais que
d(v;) = r;. Denotemos o fato de que v; € B; pelo par ordenado (v;, Bj). Vamos
contar estes pares de duas maneiras. Usando o fato de que o i-ésimo vértice esta
exatamente sobre 7; blocos, o lado esquerdo de 3.1 conta o nimero de pares. Simi-
larmente, posto que B; contém exatamente k; hipervértices, o lado direito de 3.1
também conta o mesmo nidmero de pares. O

3.3 Exemplos de hipergrafos

Uma fonte de exemplos de hipergrafos é dada por uma estrutura combinatorial
chamada desenho. Um desenho genérico é um par (X, B) onde X = {z1,...,2,}
¢ um conjunto cujos elementos sdo chamados variedades, e B = {Bj,..., B} é
um conjunto cujos elementos sdo chamados blocos. Para tornar uma tal estrutura
interessante, é preciso impor sobre a mesma algumas restricdes. Os exemplos aqui
apresentados foram extraidos de [3].

3.3.1 Sistemas de Steiner

Definicao 3.3.1. Sejam t,k,n inteiros tais que 2 < t < k < n. Um sistema de
Steiner, denotado por S(t,k,n), é um hipergrafo k-uniforme (V,E) com n hiper-
vértices tal que para cada subconjunto T" C 'V, com |T| = t, existe exatamente
uma hiperaresta E € € tal que T C F.

3.3.2 Espacos lineares

Um espago linear é um hipergrafo no qual cada par de vértices distintos estd
contido precisamente em uma hiperaresta. Um hipergrafo contendo somente uma
hiperaresta, sem hipervértices isolados, chama-se um espaco linear trivial.

Planos Projetivos
Definicdo 3.3.2. O plano projetivo finito de rank r é um hipergrafo H = (V, &)
com |V| = 2 — r + 1 hipervértices (pontos) e r*> —r + 1 hiperarestas (retas)
que cumpre 0s seguintes axiomas:

1. Cada ponto pertence a exatamente r retas;

2. C ada reta contém exatamente r pontos;

3. Para cada dois pontos distintos existe uma unica reta que os contém;

4. duas retas distintas possuem exatamente um ponto em comum.
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Exemplo: O plano de Fano

O plano de Fano é um plano projetivo finito de rank 3 o qual € também chamado
o hipergrafo de Fano :

1. O conjunto de vértices é V = {0, 1,2, 3,4, 5,6}
2. O conjunto de hiperarestas ¢ :

& =1{{0,1,3},{1,2,4},{2,3,5},{3,4,6},{4,5,0},{5,6,1},{6,0,2}}

Figura 3.3: O plano de Fano.

A

6

3.4 Ciclos em um hipergrafo

Em um hipergrafo H = (V, ) uma cadeia de comprimento ¢ ¢ definido como

sendo uma sequéncia (z1, E1, z2, Eo, ..., Eq, x44+1) tal que
1. x1,9,...,x4 sdo todos vértices distintos de H;
2. By, By, ..., E,s@o todas arestas distintas de [ ;

3. g, Tk4+1 € Epparak=1,2,...,q.

Se ¢ > 1 e x441 = 71, entdo esta cadeia € chamada ciclo de comprimento g.
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3.5 Isomorfismo de hipergrafos

Definicao 3.5.1. Sejam os hipergrafos H1 = (V1,&1) e Hy = (Va,E2). Suponha

que & = {El,... . EL} e & = {E?,...,E2}. Um isomorfismo entre estes
hipergrafos é uma fungdo bijetora ¢ : Vi — Vs tal que existe uma permutacdo
de {1,...,m} com a propriedade seguinte:

¢(B}) = EZ ;.

Figura 3.4: Isomorfismo de hipergrafos

(a) (b)

Definicdo 3.5.2. Sejam os hipergrafos H1 = (V1,&1) e Hy = (Va,&3). Suponha
que & = {Ei ... EL} e & = {E?,...,E2 ). Um aresta-isomorfismo entre
estes hipergrafos é uma bije¢do ¢ : €| — s tal que |E} ﬂE]l| = |p(E?) ﬂ¢(E3)|

Observacao 3.5.3. Um isomorfismo entre dois hipergrafos induz um aresta-isomorfismo
entre esses hipergrafos.

3.6 Hipergrafos de Cayley

Definicdo 3.6.1. [/6] Seja (g, ) um grupo e seja X uma colegdo de subconjuntos
X1,...,Xqde g—{1g}. O hipergrafo de Cayley X' = CH(g, X ) é uma estrutura
possuindo o conjunto de vértices V(X') = g e o conjunto de arestas E(X') =
{l9,9%x5];9 € 9,%x; € X}, onde uma aresta [g, gx;] é {g} U{g - z;x € x;}.

Exemplo 3.6.2. Seja H = (V, E) o hipergrafo de Cayley CH (g, X) onde g = Zr,
X = {17 3} el = {{Ov L, 3}7 {17 2, 4}’ {2a 3, 5}7 {3’ 4, 6}’ {47 9, O}a {57 6, 1}’ {6, 0, 2}}
Este hipergrafo é o plano de Fano (Figura 3.3).

Exemplo 3.6.3. Seja a € V(X'), e tomemos a funcdo f, definida como em 1.3.10.
Assim, fq é uma permutagéo do conjunto de vértices do hipergrafo de Cayley X'.
Note que f,([g,9%;]) € a aresta {ag} U {(ag)z;x € x;}, pois cumpre a defini¢do
3.6.1. Assim, f, é um automorfismo do X'.
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Teorema 3.6.4. Seja H um hipergrafo. Entdo as seguintes condicdes sdo equiva-
lentes:

1. O hipergrafo H é isomorfo a um hipergrafo de Cayley.

2. O grupo Aut(H) contém um subgrupo que atua regularmente sobre o con-
junto de vértices de H.

Demonstragdo. (1) = (2): Podemos tomar como H o hipergrafo de Cayley
CH (g, X). Note que o conjunto g, = {fq;a € g} é um subgrupo de Aut(H). O
isomorfismo identidade /d de g, em Sy (f7) € uma ago sobre o conjunto de vértices
do hipergrafo de Cayley H. Assim, a acdo € transitiva pelo vértice e semirregular,
logo regular.

(2) = (1): Seja g um subgrupo de Aut(H) que atua regularmente sobre
V(H) = {v1,v2...,v,}. Vamos fazer uma rotulacdo dos vértices do hipergrafo
da seguinte maneira: Tome um vértice, por exemplo vy, € rotule-o com a identidade
eg de g. Para qualquer g € g a imagem (pela ag¢do) deste vértice vq € outro vértice
g(v1) = w. Rotulemos w com g. Sendo a agdo regular, w # v;. Para um vértice
v; existe, pela regularidade da agao, um tnico g; € g tal que g;(v1) = v;. Sejam
[E1], [E2], ..., [Eq4] as orbitas das arestas sob a agdo de g sobre £(H ) (note que
g € g implica que g é um automorfismo do hipergrafo . Além do mais, g induz
um aresta-automorfismo do mesmo hipergrafo. Assim, existe uma permutagao das
arestas de H). Como g atua regularmente sobre V' (H), cada drbita contém pelo
menos uma aresta contendo eg. Sejam El, Eg, .. Ed aquelas arestas. Para qual-
quer i € {1,2,...,d}, sejax; = E;. Entéo, para qualquer E € & existe g € g
e je{l1,2,.. d} tais que g~' E = E;, o que implica E = g(E;) = {g, 9%, }.
Reciprocamente para qualquer j € {1,2,....d} eg € g, {9, gx]} Portanto, o
hipergrafo H € isomorfo ao hipergrafo de Cayley com X = {x;...,%x4}. O

Definiciao 3.6.5. Sejam 7Z,, o anel dos inteiros modulo n e U, o grupo multipli-
cativo de seus elementos invertiveis. Considere X C P(U,) tal que a unido
de seus elementos gera Z,. O hipergrafo unitdrio de Cayley CH((Z,,+), X)
é definido como sendo aquele que possui Z, como seu conjunto de vértices e
{lg,9%] : g € Zyn,x € X} como seu conjunto de hiperarestas, onde |g, gx| =

{9} U{g+z:xe€x}.

Exemplo 3.6.6. Vamos encontrar o hipergrafo unitdrio de Cayley de Z14. Lem-
bremos que seu grupo multiplicativo é U14 = {1,3,5,9,11,13}. Consideremos
X = {{1,3}}. Entdo as hiperarestas sdo calculadas assim:

1. By =1[0,0{1,3}] = {0} U{0+1,0+3} = {0,1,3}
2. By =[1,1{1,3}) = {1} U{1+1,1+3} ={1,2,4}
3. B3 =2,2{1,3}) = {2} U{2+1,2+3} = {2,3,5}
4. By =3,3{1,3}) = {3} U{3+1,3+3} = {3,4,6}
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Es=[4,4{1,3}] = {4} U{4+ 1,4+ 3} = {4,5,7}
Ee = [5,5{1,3}] = {5} U {5+ 1,5+ 3} = {5,6,8}
BEr = [6,6{1,3}] = {6} U{6+1,6+ 3} = {6,7,9}
By = [7,7{1,3}] = {7} U {7+ 1,7+ 3} = {7,8,10}

X 2 N S w

Eo=[8,8{1,3}] = {8} U {8+ 1,8 + 3} = {8,9,11}

10. Eyg=19,9{1,3}] = {9} U{9+ 1,9+ 3} = {9,10,12}

11. Eyy = [10,10{1,3}] = {10} U {10 4+ 1,10 + 3} = {10,11,13}
12. Eyp = [11,11{1,3}] = {11} U {11 4+ 1,11 + 3} = {11,12,0}
13. By =[12,12{1,3}] = {12} U {124 1,12 + 3} = {12,13,1}
14. By = [13,13{1,3}] = {13} U {13 + 1,13 + 3} = {13,0,2}

Figura 3.5: Hipergrafo Unitério de Cayley comn = 14 e X = {{1,3}}.

Teorema 3.6.7. Seja U, o grupo multiplicativo dos elementos invertiveis do anel
L. Os ciclos de Hamiltom C}! (confira nota¢do no Teorema 2.3.17) onde u € U),
sdo hipergrafos unitdrios de Cayley.

Demonstragdo. Consideremos o hipergrafo unitdrio de Cayley H,, = CH (Zn, X)
onde X = {{u}}. Uma aresta deste hipergrafo é da forma

9. 9{u}] = {9} U{g +u} ={g,9 + u}.
Pelo Exercicio 1.5.8 temos que
Vg, 0<g<n-—1, g=ku, paraalgum k € Z,

e o resultado segue. O
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Capitulo 4

Sigrafos (ou grafos de arestas
rotuladas com sinais)

4.1 Sigrafos

A teoria dos sigrafos, assim como a teoria de equilibrio de sigrafos, foi ante-
cipada no ano 1946 por Heider dentro do campo da teoria psicolégica social [4].
Concretamente, Heider propde um modelo baseado num grafo de trés vértices e
trés arestas formando um tridngulo, chamado de unidade cognitiva. Os vértices es-
tdo representados por dois individuos (a e b) e um objeto (¢) através do qual esses
individuos se relacionam. Se o ponto de vista do individuo a com respeito ao ob-
jeto ¢ é favordvel, entdo, essa aresta {a, c} é rotulada com sinal positivo (+), caso
contrério, € rotulada com sinal (-). A mudan¢a no comportamento de um individuo
baseia-se no presuposto teérico de Heider que afirma que um individuo procura
estados de equilibrio em suas relacdes interpessoais. Para entender este presuposto
suponha que o individuo a gosta do objeto ¢ mas ndo gosta do individuo b. Entdo,
para ter equilibrio em nosso tridngulo, é necessdrio que a se relacione com b atra-
vés de uma aresta rotulada com sinal negativo afim de representar esse ponto de
discordancia. Inspirado neste modelo, Frank Harary introduz a defini¢@o de sigrafo
e, com isso, generaliza o modelo de Heider dando uma defini¢@o de equilibrio con-
sistente para, logo em seguida, dar uma caracteriza¢do dos sigrafos equilibrados
apresentando um teorema de estrutura [12] que discutiremos neste capitulo.

Sigrafos aplicam-se também a Fisica: um modelo de Ising é um reticulado
onde cada vértice representa um atomo e cada aresta representa a interagdo entre o
atomo e seus vizinhos. Um Spin Glasses € uma rotulacio das arestas do reticulado
com sinais positivo e negativo. Na drea da Genética, um sigrafo é obtido rotulando
um grafo no qual cada vértice é representado por um gene, uma relacéo inibitoria
entre dois genes € rotulada negativamente e uma relacdo de ativagcdo € rotulada
positivamente.

Definicdo 4.1.1. Um grafo de arestas rotuladas com sinais (+) ou (—), também
chamado sigrafo, é um par S = (S*,0) onde S* = (V, E) é um grafo, chamado

43
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suporte de S , e o é uma funcdo rotuladora de arestas de E, o : E — {+, —}.

Figura 4.1: Todos os sigrafos tendo como suporte o grafo S™.

4 ¢
b
.
Su
el [+
+ b +
.
Sy=(5%0y)

Sy = (8%.03)

Exemplo 4.1.2. Seja o grafo S* com conjunto de vértices V = {a,b,c,d} e con-
Jjunto de aresta E = {{a,b},{b, c},{b,d}}, o qual é suporte para os sigrafos S;,
1=1,...,8, mostrados na Fig. 4.1.

Uma aresta ¢ dita positiva se ela estd rotulada com sinal (4) e, negativa, se
estd rotulada com sinal (—). Denotamos por E* o conjunto de todas as arestas po-
sitivas do sigrafo e, por £, o conjunto de suas arestas negativas. Um caminho no
qual o produto dos sinais de suas arestas é (4) é chamado um caminho positivo.
Um ciclo positivo é definido de maneira similar. Um sigrafo é dito totalmente po-
sitivo se todas as suas arestas forem positivas. Um sigrafo totalmente positivo (ou
totalmente negativo) € dito homogéneo ¢, caso contrario, € chamado heterogéneo.

Definicao 4.1.3. Um sigrafo é dito equilibrado se todos os seus ciclos forem posi-
tivos.

Se G = (V, E) é um grafo denotemos por —G o sigrafo totalmente negativo
correspondente. Isto é, —G = (G, o) onde o(e) = —, paratodo e € E(G).

Proposicao 4.1.4. G = (V, E) é bipartido se, e somente se, —G é equilibrado.

Demonstracdo. Se G € bipartido entdo, pelo Teorema ??, G ndo possui ciclos
fmpares (nimero impar de arestas). Logo, todo ciclo em —G € positivo e, por
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defini¢do, GG é equilibrado. Reciprocamente, se —G ¢ equilibrado, entdo todos os
seus ciclos sdo positivos. Como todas as suas arestas sdo negativas, um ciclo ndo
pode possuir um nimero impar de arestas. Pelo Teorema ??, G € bipartido. O

Figura 4.2: Sigrafo equilibrado

(a) Sigrafo equili-
brado (b) 0125 (c) 2345 (d) 1234 (e) 012345

0 0 0 0 0
sf jlst jlsj jlsf jlsj jl
46 T2 4% T2 4% T2 g« T2 4] 2
“..'.—’ “._'.—’ ‘.\'.—’ ‘.\'.—’ ‘.\'.—’

l l l l )

Na Fig 4.2 mostra-se, no sigrafo heterogéneo cujas arestas pontilhadas estido
rotuladas negativamente, todos os seus ciclos. Note que cada um desses ciclos é
positivo e, portanto, o sigrafo é equilibrado.

Um sigrafo S com conjunto de vértices V(S*) = {v1,...,v,} e conjunto de
arestas F(G) = {e1,ea,...,e,} pode ser representado por meio de matrizes da
seguinte maneira:

Definicdo 4.1.5. Uma matriz A(G) = [ai;| quadrada, de ordem n, é chamada
matriz de adjacencia de S quando

1; se Vv c E(G) e J(Uivj) = +;
Qij = _17 se VU5 S E(G) e O'(’Uﬂ)j) = —;
0, se Uin ¢ E(G)

4.2 O Teorema de Estrutura

Teorema 4.2.1. Um sigrafo completo S é equilibrado se, e somente se, existe uma
parti¢do do conjunto de seus vértices V (S) formada por dois subconjuntos Vi e
Va, possivelmente um deles vazio, tal que se ab € E entdo a e b pertencem ao
mesmo subconjunto da parti¢do e, se ab € E~ entdo a e b pertencem a diferentes
conjuntos da parti¢do.

Demonstragdo. Fixe um vértice vy arbitrario de V' (S) e defina

Vi={weV(S):o(viw)=+}U{v}

Vo ={w e V(S):o(nw)=—}
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Em primeiro lugar mostremos que V' (S) = V3 U Va. Antes disso, note que, por
defini¢do, esta unido é disjunta. Seja v € V(5). Sendo o suporte um grafo com-
pleto, vv; é uma aresta do suporte. Se o(vv1) = + entdo v € Vj e, caso contrdrio,
v € Vo. Em qualquer caso, v € V; UV,. Em segundo lugar, mostremos que se vw
¢ uma aresta tal que o(vw) = +, entdo os vértices v e w pertencem a um mesmo
conjunto da particdo. Ora, se v € V; entdo o(vv;) = +. Como o ciclo vjvw é
positivo, devemos ter o(wwv1) = +, donde vem que w € Vj. Se v € Vs entdo

o(vvy) = —. Como o ciclo vjvw é positivo, devemos ter o(wvy) = —, donde
vem que w € V5. Analogamente, prova-se que o(vw) = — implica que v e w
pertencem a distintos conjuntos da parti¢ao. O

Lema 4.2.2. Seja S um sigrafo equilibrado. Considere um subgrafo S} do suporte
SY, entdo o sigrafo Sy é equilibrado.

Teorema 4.2.3. Um sigrafo é equilibrado se, e somente se, para cada par de vér-
tices distintos v e w, todos os v — w caminhos tém o mesmo sinal.

Demonstragdo. Sejam P = P, ,, e () = @)y, dois caminhos. Se eles ndo com-
partilham arestas e nem vértices, entdo formam um ciclo o qual, por hipétese, é
positivo. Isto implica que tanto P como () tém o mesmo sinal. Se eles compar-
tilham arestas ou vértices, deletemos estas arestas e o que fica € uma colecio de
ciclos, cada um deles positivo. Assim cada um dos subcaminhos t€ém o mesmo
sinal. Colocando as arestas deletadas nos lugares correspondentes, vemos que 0s
caminhos P e () tm o mesmo sinal. ]

Figura 4.3: Particao do conjunto de vértices no Teorema de Estrutura

Teorema 4.2.4. Um sigrafo S ¢ equilibrado se, e somente se, existe uma particdo
do conjunto de seus vértices V (S) formada por dois subconjuntos Vi e Vs, possi-
velmente um deles o conjunto vazio, tal que se ab € E™ entdo a e b pertencem ao
mesmo subconjunto da parti¢do e se ab € E~ entdo a e b pertencem a diferentes
conjuntos da particdo

Demonstracdo. Sem perda de generalidade podemos supor S conexo por cami-
nhos. Suponhamos, primeiramente, que S é um sigrafo equilibrado. Mostraremos
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a existéncia de uma particdo de V'(.S) tal como estabelecida na conclusio do te-
orema. Sejam v e w dois vértices ndo adjacentes em V' (.5). Pelo Teorema 4.2.3,
todos os P, ,, ttm o mesmo sinal. Adicione uma aresta, possuindo o0 mesmo sinal,
conectando os vértices v e w. O ciclo resultante é positivo e o grafo S + vw é
equilibrado. Repita o procedimento com os demais vértices até conseguir um si-
grafo completo e equilibrado S’. Pelo Teorema de Estrutura 4.2.1, o conjunto de
vértices possui uma particio P satisfazendo as condi¢des da hip6tese. Para provar-
mos a reciproca, vamos conectar os vértices ndo adjacentes do sigrafo S até obter
um sigrafo completo e respeitando a parti¢do da hipdtese. Entdo, pelo Teorema
4.2.1, o supergrafo S’ obtido a partir de S é equilibrado. Pelo Lema 4.2.2, S é
equilibrado. 0

Teorema 4.2.5. Seja S um sigrafo no qual cada ciclo sem corda 2.1.6 € positivo.
Entdo, S é equilibrado.

Demonstragdo. A prova € por contradicdo. Suponha que o sigrafo S ndo é equi-
librado, entdo ele possui um ciclo negativo. Seja C' o menor ciclo negativo de S.
Pela hipétese, C' deve possuir uma corda. Pela minimalidade de C, a corda da
origem a dois ciclos necessariamente positivos. Segue que C' é positivo, o que é
absurdo. O

4.3 Sigrafos unitarios de Cayley

Sigrafos cujos suportes sdo grafos unitarios de Cayley aparecem pela primeira
vez em [21]. Nesse artigo, apresenta-se uma caracterizag¢do para a nocao de equili-
brio, a qual abordaremos logo apés a seguinte defini¢do:

Definicdo 4.3.1. O sigrafo unitdrio de Cayley S,, = (S}, o) € o sigrafo onde S} é
o grafo unitdrio de Cayley X,, = Cay(Zy,Uy,) e

o(ab) = +, se acUjoubeUy;
] =, se agU,ebgU,.

Teorema 4.3.2. [21] Se n = p<, onde p é primo, entdo o sigrafo unitdrio de Cayley
Sp = (S¥, o) é totalmente positivo.

Demonstracdo. Se n = p® entdo, pelo Exercicio 1.5.9, os elementos de U,, sdo
precisamente os nimeros menores que 1 ndo multiplos de p. Suponha, por absurdo,
que exista uma aresta negativa ab no grafo X,,. Pela Definicdo 4.3.1, existem
inteiros «, B tais que ¢ = ap e b = [p sdo dois nimeros menores que n €
miultiplos de p. Agora, pela defini¢do de aresta em grafo unitdrio de Cayley, (o —
B)p =a—b € U,. Um absurdo, pois a — b ¢é muiltiplo de p. ]

Teorema 4.3.3. [21] O sigrafo unitdrio de Cayley S, = (S}, o) € equilibrado se,
e somente se, n é par oun = p" para algum primo impar e r um inteiro positivo.
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Demonstracdo. Suponha que a conclusio € falsa. Isto €, n € impar e tem fatores
primos distintos. Assim, seja

n=py'ps?...ps* onde p; < p2 < ...< ps.

Caso 1: Existem primos gémeos p; € p;, para algum par de indices 1 < ¢ < j < s.
Neste caso, p; = p; + 2. Do fato que

(pi+1)—pi=1€U,,

segue que p; € p; + 1 sdo adjacentes em S,*.
Também,
(pi+2)—pi+1=1€U,

Além do mais,
(pi+2)—-pi=2€U,

implica que p; + 2 e p; sdo adjacentes em SY.
Consideremos o ciclo
C:(pi,pi+1,pi+2).

Se p; +1 € Uy, entdo C tem exatamente uma aresta negativa, a saber, p;p;. Por
outra lado, se p; + 1 & U,, entdo as trés aresta do ciclo sdo negativas. Logo, C' é
um ciclo negativo em .S,,. Isto implica que S, ndo € equilibrado.

Caso 2: Nio existem primos p}s gémeos.

Como py + (p1 — 1) — p2 = p1 — 1 € U,, temos que p2 + (p1 — 1) e ps sdo
adjacentes em S)*. Assim consideremos o ciclo de comprimento p; em Sy,

C": (p2,p2+1,p2+2,--  pa+ (p1 — 1), p2).

Desde que p; < po, existe um vértice ap; em C’. Claramente, py € adjacente a
api (pois, ap; — p2 < p1 e U, contém todos os nimeros menores que p1). Agora,
po € adjacente a ap; com uma aresta negativa desde que ps € U, e apy € U,. Isto
implica que, ou ciclo

C: (p21p2 + 17p2 +27 te 7ap17p2)

ou o ciclo

C: (Oéphapl + 1,0[]91 + 27 s, D2, P2 F (pl - 1)704]91)

em S, tem exatamente uma aresta negativa. Assim, C; ou C5 € um ciclo negativo
em S,. Isto implica que .S, ndo é equilibrado.
Prova da reciproca:

Se n = p", entdo, pelo teorema 4.3.2 .S, € totalmente positivo e, portanto,
equilibrado. Se n € par, entdo U,, ndo contém multiplos de 2. Entdo pelo Teorema
2.1.27 S,, é bipartido onde todo ciclo possui um niimero par de arestas. Isto implica
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que todo ciclo em S,, contém seus vértices consecutivos na forma alternada par-
impar ou impar-par. Suponha que e; denota um vértice par, € o; denota um vértice
impar. Assim, sem perda de generalidade, suponha que

C : (61701)627027 Tt 7€m70muel)

€ um ciclo em .S;, com um ndmero par de arestas. Note que e; ¢ U, para todo
i€ {l,...,m}, (pois e; e n ndo sdo primos relativos).

Caso 1: Suponha o; € Uy, paratodo j € {1,...,m }. Entdo, por defini¢do, todas
as arestas em C' sd0 positivas.

Caso 2: Existe vértice o; € U,,, para algum j.

Entdo C contém um par de arestas negativas ejo; € o0jejt1, sempre que o; €
U,. Isto nos diz que as arestas negativas em C, caso existam, sempre aparecerdo
em quantidade par. Como o ciclo C é par, entdo € positivo. Sendo C' arbitrario,
concluimos que S, € equilibrado. O

4.4 Sihipergrafos

Uma maneira natural de estender a defini¢cdo de hipergrafos para sihipergrafos
é simplesmente estender a definicdo dada para sigrafos considerando como suporte
um hipergrafo e, como conjunto de partida da fungdo rotuladora o, o conjunto de
arestas desse hipergrafo. Assim temos:

Definicdo 4.4.1. Um sihipergrafo é um par Sy, = (S}, o) onde S}' é um hipergrafo
H = (V, &), chamado o hipergrafo suporte de Sy, e o : € — {+, —} é uma fungdo
do conjunto de arestas € no conjunto {+, —}, chamada a fungdo rotuladora das
arestas com sinais do sigrafo Sh,.

Uma aresta E C V é positiva se 0(E) = +. Um sihipergrafo € dito totalmente
positivo se todas as suas arestas s3o positivas.

Definicao 4.4.2. Um sihipergrafo unitdrio de Cayley é um par Sh,, = (X,,0)
onde X,, é um hipergrafo unitdrio de Cayley CH(Z,,X) e o é definida como
segue

o(E) = +, se wveU,NE, paraalgumv € E;
| =, se v ¢gU,, paratodov € E.

Teorema 4.4.3. Sh,, = (X,,, o) é totalmente positivo se n é uma poténcia de um
primo impar.

Demonstracdo. Seja p® uma poténcia de um primo impar. Logo, miltiplos de p
ndo sdo elementos de U,, (note também que a reciproca é verdadeira, veja Exercicio
1.5.9). Por defini¢do, X,, = CH(Zy, X), com X C P(U,). Também por defini-
¢do, uma hiperaresta é da forma [g,gx] = {g} U{g+x : 2z € x},onde x € X e
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Figura 4.4: Representacdo Pictdrica de um sihipergrafo

Fig. (a) Fig. {b)

g € Zy. Suponha, por absurdo, que o sihipergafo possui uma hiperaresta negativa
[g, gx]. Entéo, nenhum elemento dessa hiperaresta pertence a U,,. Em particular,
g & U,. Assim, g deve ser multiplo de p, digamos, g = Bp. Pelo mesmo motivo,
existe © € X e « inteiro tais que g + z = ap. Entdo, temos que z = (a — 5)p,
implicando que = ¢ U,,. Isto € um absurdo, pois x C U,.

O

Teorema 4.4.4. Seja H = CH(Zy, X) tal que n = 2, o > 2 e X = {x}, onde
x = {a,b} C Uy. Entdo, H é totalmente positivo.

Demonstragdo. Note que um elemento x € U, se, e somente se, x € impar (confira
no Exercicio 1.5.9). Suponha, por absurdo, que exista uma aresta negativa E =
{g}U{g+a,g+b} ={g,9+a,g+b}. Entdo, g ¢ U, e, portanto, g é par. Logo,
g+a e g+ bsdoambos impares e, portanto, pertencem a U,. Entdo, o(E) = +,
um absurdo. O

Teorema 4.4.5. Seja H = CH(Z,, X) tal que n = p®q®, onde p e q sdo primos
gémeos impares e X = {x}, onde x = {1,2} C U,. Entdo, H é totalmente
positivo.

Teorema 4.4.6. Seja n um niimero impar cuja decomposicdo prima contém pelo
menos dois primos distintos, e seja o sihipergrafo unitdrio de Cayley Sh, =
(Xn,0), onde X,, = C e u € U,. Entdo, Shy, é equilibrado.

Demonstragdo. Relembre que, pelo Teorema 3.6.7, os ciclos de Hamiltom C
(confira notacdo no Teorema 2.3.17) onde u € U, s@o hipergrafos unitdrios de Cay-
ley. Primeiro observe que, efetivamente, existe aresta negativa no ciclo X;,, = C.
De fato, pelo Teorema 4.3.3, o hipergrafo unitario de Cayley X,, ndo é equilibrado.
Assim, existe pelo menos uma aresta negativa no ciclo X,, = C}. Agora, se o
ciclo C} contém uma hiperaresta negativa {u, v} entdo, também contém a hipera-
resta {—u, —v} a qual, por sua vez, é também negativa. Assim o ciclo contém um
ndmero par de arestas negativas, implicando que o ciclo € positivo. O
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e Formas Diferenciais e Aplicacées - M. Perdigdo do Carmo

COLECAO MATEMATICA PARA O ENSINO

e Livro do Professor de Matemdtica na Educagdo Bdsica Volume I Niimeros Naturais - C. Ripoll, L.
Rangel e V. Giraldo

e Livro do Professor de Matemdtica na Educagdo Bdsica Volume Il Niimeros Inteiros - C. Ripoll, L.
Rangel e V. Giraldo
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