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PREFACIO

Essas notas foram elaboradas como material de apoio ao minicurso Alguns
resultados sobre superficies de curvatura média constante no problema de bordo
livre ministrado pelos autores no V Coloquio de Mateméatica da Regiao Nor-
deste realizado entre os dias 07 e 11 de novembro de 2022 na Universidade
Federal da Paraiba.

As superficies de curvatura média constante (CMC) e em particular, super-
ficies minimas, é um tema classico na Matematica e tem atraido a atencao de
diversos pesquisadores ao longo de décadas nas areas da propria Matematica:
EDP, Topologia, Analise Geométrica além da Fisica. Ademais, as superficies
CMC’s de fronteira livre tem despertado o interesse de muitos matemaéticos
nos ultimos anos. Dada a importancia da temética, decidimos escrever estas
notas com a intencao de divulgar alguns resultados da area. Certamente é
apenas uma pequena contribuicao para estimular, principalmente, aos jovens
nesta linda e rica area que envolve problemas relevantes.

Agradecemos ao comité organizador e ao comité cientifico pela oportuni-
dade de participar do evento. Maria Andrade é parcialmente suportada pelo
CNPq processo 403349/2021-4 e FAPITEC/SE/BRASIL. Por fim, agradece-
mos pelo interesse e participacao de todos os inscritos no minicurso.

ARACAJU, SAO JOAO DEL REI, OUTUBRO de 2022

Maria Andrade
Edno Pereira
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CONCEITOS BASICOS DE
GEOMETRIA RIEMANIANNA

Aqui apresentaremos alguns conceitos basicos de geometria Riemanianna
necessarios a apresentacao do minicurso.

1.1. GEOMETRIA DAS SUBVARIEDADES

Seja ¥* de subvariedade de uma variedade Riemanniana (M*+t™ g). Em
cada ponto p de ¥* o espago tangente T, M se decompde como

T,M =T,% @ (T,8)*.

A conexdo Riemanniana de ¥* com respeito a métrica induzida de M*t™
é dada por
VyX = (VyX)T,

em que X, Y €71,X.

Um conceito importante associado & geometria de ¥, induzida pela ge-
ometria de (M*T™ g), é o conceito de segunda forma fundamental dada a
seguir.

Definicdo 1.1. Seja X* uma subvariedade de M™**. A segunda forma fun-
damental de ¥* em M*+™ ¢ uma aplicacdo bilinear simétrica definida como

B(X,Y):= (VxY)t =VyxY - VY.

1
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Em um ponto p € ¥, escolha um vetor normal unitario N € (T7,%)*. Po-
demos entdo definir uma forma bilinear simétrica em Y* da seguinte maneira:

HN(X7 Y) = g(B<X7 Y>7N>
Sendo B uma aplicacao bilinear simétrica, a aplicacao linear
AN : sz — TPE,

chamada de operador forma, definida por g(Ax(X),Y) = g(B(X,Y),N) é
auto adjunta. A equacao de Weingarten relaciona IIy com a derivada covari-
ante de (M**™ g) através da expressdo:

IN(X,Y)=—g(VxN,Y).
Desse modo, concluimos que a aplicacao Ay é dada por
An(X) = —(VxN)".

Observacao 1.2. Como as aplicacoes B, IIy e Ay acima estao univocamente
determinadas, costumamos usar a expressao segunda forma fundamental para
ser referir a qualquer uma delas. Escolhendo um vetor normal unitario N €
(T,%)*, as aplicagoes Ay e Iy sdo chamadas de segunda forma fundamental
de ¥* segundo o vetor normal N. Quando m = 1, existe apenas uma escolha
(a menos de sinal) para N, e assim, escreveremos apenas A e II para denotar
Ay e Il respectivamente.

Seja ¥* uma subvariedade de M**™ e seja {F,..., £} uma base orto-
normal de 7,Y. Definimos o vetor curvatura média de ©* em p da seguinte
maneira,

H=> B(E;,E)
i=1

e 0 quadrado da norma da segunda forma fundamental por,

k
BI* =) |B(E, E)[.

ij=1
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Consideremos agora uma subvariedade ¥* de M**! de codimensdao um. O
traco do tensor II, que é equivalente ao traco da aplicacao linear auto adjunta
A associada, é

n
H :=trago(A) = Z g1,
ij=1
chamado de curvatura média de " em p. Dizemos que ¥* ¢ uma hipersuper-
ficie CMC (ou de curvatura média constante) se H = ¢ para alguma constante
ceR.
O tensor livre de traco definido como

AX,Y)=TI(X,Y) — %g(x, Y),

é chamado de tensor de umbilicidade (ou umbilicalidade) de ¥". Se {F, ..., E, }
¢ uma base ortonormal de 7,%, definimos o quadrado da norma da segunda
forma fundamental por

A =) (B, )P,

ij=1

e de forma semelhante,

AP = 3 A B = (14 - 5

ij=1

Observagao 1.3. Fixe p € X. Se |A|2 (p) = 0, entdo as curvaturas principais de
Y, definidas como sendo os autovalores {ki,...,k,} de A, sdo todas nulas em
p. De forma semelhante, se ‘A}Q (p) =0, entdo k; = % 1 =1,...,n, ou seja, as
curvaturas principais nesse caso sao todas iguais. Se ]A|2 = (0 em X", dizemos
que X" é totalmente geodésica, e se ‘Af = 0, dizemos que X" é totalmente
umbilica.

Seja X € X(M) um campo suave. Definimos o divergente de X sobre %
como uma funcao divy X : ¥ — R dada por

dive X = Z g(inX7 E;),

=1
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em que {£, ..., E,} ¢ uma base ortonormal de 7,%.
Seja f : M — R uma funcao C*°. Definimos o gradiente de f como sendo
um vetor V f € T,M que cumpre

g(Vfv)=v(f) VveT,M.

Sejam Y < M uma imersdo isométrica e f : M — R uma funcdo definida
em M. O gradiente de f restrito a ¥ denotado por V¥ f é dado pela projecao
de VM f sobre T,%. J4 o laplaciano de f restrito a ¥, denotado por Axf, &
definido por

Asf = dive(VZf).

Em termos de um referencial geodésico {Fj, ..., E,} C X(U), em que U é
uma vizinhanca de p em X temos

Asf = Z Ei(Ei(f)).

O hessiano da funcao f restrita a X é definido como um tensor simétrico

(Hesssf(p)) (X,Y) = XY (f) = (VxY)(f),

em que X Y sao campos tangentes a > e V é a conexao riemanniana de X na
métrica induzida pela imersao isométrica. De maneira equivalente podemos
também definir Hessy f da seguinte forma

(Hesss f(p)) (X,Y) = g(VxV7fY).
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ALGUNS PROBLEMAS DE
ESTABILIDADE

2.1. INTRODUCAO

A teoria de superficies minimas originou com Lagrange que em 1762 con-
siderou o problema de encontrar uma superficie de area minima com fronteira
dada por uma curva fechada sem auto intersecoes. Ele encontrou a Equagao
de Euler-Lagrange para o problema, porém nao encontrou nenhuma solugao
além do plano. Em 1776 Jean Baptiste Marie Meusnier descobriu que o cate-
noide e o helicoide satisfazem a equacao encontrada por Lagrange e além disso
nada mais é do que a curvatura média igual a zero. Atualmente sao conhe-
cidas diversas superficies minimas no espaco FEuclidiano. Estudar a teoria de
superficies minimas envolve diversas areas da Matematica: Anélise Complexa,
Equacoes Diferenciais Parciais, Geometria Conforme, Topologia, Calculo das
Variacoes, etc.

Assim como as hipersuperficies minimas, as hipersuperficies com curvatura
média constante, CMC, sao os pontos criticos de um problema variacional,
mais precisamente seja x : M™ — M"! uma imersdo isométrica, é possivel
mostrar que x tem curvatura média constante se, e s6 se, x € um ponto critico
da n-area todas as variagoes com suporte comporte compacto que preservam
o volume.

Dizemos, entdo, que uma imersao = : M"™ — M"*! com curvatura média
constante é estavel se, e sO se, o funcional area, denotado por A(t), satisfaz
A"(0) > 0 para toda variagdo com suporte compacto que preserva volume.
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Dessa forma, surgiu naturalmente a pergunta: quais sao as superficies com-
pactas sem bordo com H = constante? Como o tinico exemplo que se conhecia
até entao era a esfera, ficou conhecida a conjectura de Hopf: a esfera € a inica
superficie imersa em R® com curvatura média constante. Alguns resultados
nesta direcao serao comentados a seguir. H. Hopf, em 1951, provou que se
M tem a topologia da esfera, entdao M é a esfera. Em 1956, Alexandrov, [2]
mostrou que se M é mergulhada em R3, ou seja, ndo tem auto-interseccoes,
entao M também é, neste caso, uma esfera. Em 1984, J. Barbosa e M. do
Carmo [9] provaram o seguinte resultado: Sejam M™ uma variedade compacta
ex : M" — R"™ uma imersao com curvatura média constante. Entio x é
estdvel se, so se, x(M™) € uma esfera. Tal trabalho abriu portas para diversos
problemas interessantes.

Além disso, um interessante e importante problema variacional em Geome-
tria Diferencial é o problema de bordo livre (free boundary) para hipersuperfi-
cies com CMC, que é descrito da seguinte maneira: Dada uma variedade com-
pacta (M"™"!, g) com bordo nao vazio, o problema consiste em encontrar pontos
criticos do funcional &rea entre todas as hipersuperficies compactas ¥ C M
com 0¥ C OM que divide M em dois subconjuntos de volumes prescritos.
Pontos criticos para este problema sao hipersuperficies com CMC ¥ C M tais
que o OM é ortogonal ao longo 0% e eles sao conhecidos como hipersuperficies
com CMC com bordo livre, (ver [28], [33], [31] e [30] entre outros).

2.2. PRELIMINARES

Nesta secao, apresentaremos alguns resultados importantes para o enten-
dimento do minicurso.

Um resultado importante e classico no contexto de superficie é o famoso
Teorema de Gauss Bonnet, em que faz uma bela ligacao entre a geometria e a
topologia, mais precisamente se > é uma superficie com bordo 0%, entao

/KdA+/ kdl = 2mx(3),
¥ ox



ALGUNS RESULTADOS SOBRE SUPERFICIES CMC’Ss NO PROBLEMA DE BORDO LIVRE 7

onde K é a curvatura Gaussiana de X, k é a curvatura geodésica de 0% e x(X)
¢ a caracteristica de Euler de Y.

Teorema 2.1. (Teorema da divergéncia) Seja (M™, g) uma variedade Rieman-
niana orientada e compacta. Se X € um campo vetorial, entao

/ div(X)dM = [ (X, v)ds,
M oM

onde v € o vetor unitdrio normal apontando para fora da fronteira OM. Em
particular,

/ fARdM = —/ (Vf,VhydM + f@ds.
M M o~ OV

2.3. PROBLEMA ISOPERIMETRICO

Um problema bastante conhecido, chamado de problema isoperimétrico,
¢ enunciado da seguinte forma: Dentre todas as superficies fechadas, isto é,
compactas e sem bordo do espaco Euclidiano R? que envolve um dado volume,
qual delas tem a menor area? Naturalmente a questao sugere uma abordagem
de natureza variacional: Caracterizar uma superficie fechada em R? que é
ponto critico do funcional drea para variacoes que preservam o volume dado.

Nesta secao, discutiremos alguns resultados importantes para entao provar-
mos o Teorema de Barbosa-do Carmo 1982 [9]. As demonstracoes de alguns
resultados serdo omitidas, mas poderao ser vistas no livro de Lopez [24].

Defini¢ao 2.2. Uma variacao da imersao z : M — R3 ¢ uma aplicacao diferen-
cidvel X : M x (—¢,¢) — R3 tal que a aplicagdo z; : M — R3, t € (—¢,¢€) dada
por z;(p) = X(p,t) sdo imersoes para todo t € (—e,€), e para t = 0, zo = x.
O campo variacional da variacado {z;} é definido por:

{(p) = %f’t)hZOJ pE M.
Observacao 2.3. Dizemos que uma variacao de x é admissivel se a aplicacao
diferenciavel z(t,-) : M — R3? satisfaz z4(p) = z(p) para todo p € OM.
Suponha M compacta e denote M; := z;(M). Considere os funcionais :
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Alt) = /M dM, (2.1)

1

V(t> = _g /M <Nt,$t> dM,; (2.2)

em que dM; denota o elemento de adrea em M induzido por z; e N; denota o
vetor normal unitario de x;. Desse modo, A(t) representa a area de M; e V (t)
pode ser interpretado como sendo o volume algébrico (ou volume com sinal)
compreendido entre M; e o cone sobre M, com vértice na origem.

Proposicao 2.4 (Primeira variagdo de area). O funcional drea A(t) é dife-
rencidvel em t =0 e

w0 = - [ mwgar+ [ woas (2.3)
M oM
onde v € o vetor co-normal unitdario apontando para fora de M ao longo de
OM e H € a curvatura média da imersao.

Demonstragao. A prova pode ser obtida em Lopez |24] no apéndice A. O

Definigao 2.5. Dizemos que M é uma superficie com curvatura média cons-
tante (CMC) se a fungdo curvatura média H é constante. No caso, em que
H =0 em M, dizemos que M é uma superficie minima.

Exemplo 2.6. O cilindro S = {(z,y,2) € R*2? + y* = r?} e a esfera
S? = {(z,y,2) € R 2? + y? + 22 = r?} sdo superficies com curvatura mé-
dia constante. Ja o plano, catenoide e o helicoide sao superficies minimas.

Como consequéncia da primeira variagao de area obtemos a seguinte carac-
terizagao para superficies minimas:

Teorema 2.7. Seja v : M — R3 uma imersio de uma superficie compacta.
Entao a imersao é minima se, e somente se, A'(0) = 0 para qualquer variagao
admissivel.
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Demonstrag¢ao. Se H = 0, entao segue de (2.3) que A’(0) = 0. Reciprocamente,
seja f € C*(M) uma funcao tal que f > 0 no int(M) e f = 0 em OM.
Considere

z(p) = x(p) + tf(p)H(p)N(p),

a qual é admissivel e £ = fHN. Entao,

0=A0) = / H(N,&)dM = / H2fdM,
M M
como f > 0 no int(M), segue que H =0 em M. O

Ou seja, uma superficie compacta é minima se, e somente se é um ponto
critico do funcional area para qualquer variacao admissivel.

O proximo resultado nos mostra que o funcional volume é diferencidvel em
t=0.

Proposi¢ao 2.8. (Primeira varia¢ao do volume). O funcional volume V(t)
definido em (2.2) € diferencidvel em t = 0 sendo

vio)=- [ (.odu (2.4)
M
Demonstragao. Veja [24], Apéndice A. ]

Dizemos que uma variacdo preserva volume se o funcional V () é constante.
Em particular V'(0) = 0. O proximo teorema fornece uma caracterizagao das
superficies CMC’s como pontos criticos do funcional area para variacoes que
preservam volume.

Teorema 2.9. Seja x : M — R3 uma imersao de uma superficie compacta
M. Entao, M tem curvatura média constante se, e somente se, A'(0) = 0 para
toda variagao admissivel que preserva volume.

Demonstrag¢ao. Veja [24], Teorema 2.1.7. O

A demonstracao do teorema acima é semelhante & demonstragao do Teo-
rema 2.7. Todavia, o fato da curvatura média H nao ser necessariamente nula
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faz com que seja necessario uma condicao adicional sobre a variacao: preservar
volume. Note que func¢ao do integrando em (2.4) aparece na expressao de A’(0)
em (2.3).

Defini¢ao 2.10. Seja M uma superficie compacta e seja  : M — R? uma
imersao CMC. A imersao ¢é dita ser estavel se A”(0) > 0 para toda variagao
admissivel que preserva volume, ou seja

A(0) >0, Vf € F = {f c OOO(M);/ fdA = o}.
M

Proposicao 2.11 (Segunda variagao de area). Seja M uma superficie com-
pacta e seja x : M — R® uma imersao com curvatura média constante H. Se
{z;} € a variagao admissivel preservando volume com f = (N,§), entao

w0 = = [ FAf+loP i (25)
M
onde A € o operador de Laplace-Beltrami em M.

O operador L(f) = Af+|o|*f ¢ chamado de Operador de Jacobi. Se f =0
em OM e como div(fV[f) = fAf+|Vf|? entdao o teorema da divergéncia nos
da:

A'0) = [ (V47 = loP
M
Exemplo 2.12. A esfera redonda, um disco planar ou uma calota esférica sao
estaveis. A prova destes fatos podem ser vistas em [24] nas paginas 22 e 23.

O proximo resultado é fundamental para provar o teorema de Barbosa do
Carmo.

Lema 2.13. 1. Seja x: M — R?® uma imersao com CMC, entdo
A(N,z) = —2H — |B|*(N, z)
2. Seja x - M — R? uma imersao, entdo
Alz]* =4 +4H(N,z).

3. Sex: M — R3 é uma imersao umbilica, M compacta, entio M ¢é a
esfera.

Demonstragao. A prova pode ser obtida em Lopez [24]. ]
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2.4. TEOREMA BARBOSA E DO CARMO

Nesta se¢do, demonstraremos o belo Teorema de Barbosa-do Carmo [9], no

caso de superficies. O caso geral pode ser encontrado com todos os detalhes
em [26] ou [24].

Teorema 2.14 (Barbosa - Do Carmo). A dnica superficie compacta, fechada
sem bordo, CMC, estdvel em R? € a esfera redonda.

Demonstracao. Seja M uma superficie CMC, compacta, estavel em R3. Inici-
almente, vamos encontrar uma funcao teste f, ou seja, fdM = 0. De fato,

M
pelo item 2 do Lema 2.13, temos que f = 14 H(N,z), satisfaz esta propri-
edade, pois basta integrar A|x|? = 4 + 4H(N,z). Por outro lado, integrando
A(N,z) = —2H — |B[*(N, z), temos que

/ (2H + |B|*u) = 0, onde u = (N, ).
M

Usando novamente o Lema 2.13 o item 1, segue que

Ly = A B’ f)dM
FAM = = [ fduf +1BE)

= —/(1+Hu)(—2H2—\BPHu+|B|2(1+Hu))dM
S

= / (2H? — |B*)dM
M
< 0
onde usamos que |B|*> > 2H? e vale a igualdade se, e somente se M é umbilica.

d d?
Como M é estavel, entdo ﬁA(Mt)h:o > 0. Assim, @A(Mt)]tzo =0.0

que implica que, M é umbilica. Pelo Lema 2.13 item 3, temos que M ¢é uma
esfera. O

2.5. ALGUNS RESULTADOS ESTABILIDADE E BORDO LIVRE

Nesta secao, abordaremos alguns resultados que envolvem estabilidade e o
problema de bordo livre.
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Seja M™*! uma variedade Riemanniana com OM # (). Dizemos que uma
hipersuperficie X" C M"™! com 9% # (), ¢ uma imersao propria (ou estéd
propriamente imersa) se > é uma imersao e além disso, int(X) C int(M) e
0% C OM. Nesse contexto, uma variacao admissivel de 3 é uma aplicagao
diferenciavel ¢ : 3 x (—€,€) — M tal que para cada t € (—¢,¢), ¢, : L X {t} —
M ¢é uma imersao propria de 3 em M de modo que ¢(p,0) = p, para todo
p € 3. Paracadat € (—¢,¢) facamos ¥; := ¢(X x {t}) e denote por £ o campo
variacional de ¢, isto &, &(p) = %f(O,p), p € Y. Considere agora os funcionais:

V(t) = /E 4% (2.6)

W(t) = / ©*dM.
[0,t]x %

Isto é, V(t) denota o volume de ¥; na métrica induzida de M e W (t) representa
o volume com sinal compreendido entre ¥; e ¥. Dizemos que ¢ é uma variacao
admissivel que preserva volume se W (t) = W (0) = 0 para todo t. A primeira
formula de variagao para V' e W fornece (veja Proposicao 14 em [3] e Lema
2.1 em [9])

Vo) = [ a9+ [ gwaos) (2.7
W) = /E 4(€, N)ds. (2.8)

em que v denota o vetor normal exterior & 0% e N denota o campo normal
a Y em uma orientagao escolhida.

Definigao 2.15. Uma imersao propria > C M de uma hipersuperficie ¢é dita
ser CMC de fronteira livre em M se a curvatura média H de X é constante e
Y encontra OM ortogonalmente. No caso particular em que H = 0 dizemos
que Y é uma hipersuperficie minima de fronteira livre em M.

As formulas de variagao (2.7), (2.8) acima captam dois conceitos impor-
tantes da hipersuperficie ¥ com respeito & geometria de M: sua curvatura
média, e o angulo de contato entre ¥ e OM. Isso justifica a importancia da
caracterizacao dada a seguir.
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Proposicao 2.16. Uma imersao propria de uma hipersuperficie % C M €
ponto critico do funcional V (t) em (2.6) se, e somente se, é uma hipersuper-
ficie minima de fronteira livre em M. Ademais, se restringirmos ¥ apenas a
variagoes admissiveis que preservam volume, 3 serd ponto critico de V (t) se,
e somente se, € CMC' de fronteira livre em M.

Em 1995, Ros e Vergasta 31| provaram um resultado interessante, entre
outros, que afirma que uma superficie, ¥, compacta, orientavel, estavel com
bordo livre na bola fechada B C R? deve ser um equador planar, uma calota
esférica ou uma superficie de género 1 com no méximo duas componentes no
bordo. Mais precisamente, foi provado o seguinte resultado.

Teorema 2.17 (Ros - Vergasta - 95, |31]). Seja B C R® uma bola fechada.
Se ¥ C B € uma imersao CMC, compacta, orientdvel, estavel com bordo livre.
Entao 0% ¢ mergulhado e tem somente as trés possibilidade

1. X € um disco totalmente geodésico.

2. X € uma calota esférica;

3. X tem género 1 com no mdximo duas componentes no bordo.
Demonstragiao. A demonstragao deste resultado pode ser vista em [31]. O]

Surge entao a seguinte pergunta: Sob as condi¢oes do Teorema de Ros-
Vergasta é possivel eliminar o item 37 Em 2017, este questionamento teve
resposta positiva. Nunes [29], usando um balanceamento modificado do tipo
Hersch, provou que ¥ nao pode ter género 1. Foi provado o seguinte resultado:

Teorema 2.18 (Nunes - 17, [29]). Seja B C R? uma bola fechada. Se ¥ C B
€ uma imersao CMC, compacta, orientdvel, estavel com bordo livre. Entao, X
tem género zero.

Como consequéncia dos teoremas de Ros-Vergasta 2.17 e Nunes 2.18, foi ob-
tida a classificacao completa de superficies imersas compactas, CMC, estaveis
com bordo livre na bola fechada de R3.
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Corolario 2.19 (Nunes - 17, |29]). Os discos totalmente umbilicos sao as
unicas superficies imersas compactas, CMC, estdveis com bordo livre na bola
fechada de R3.

O Corolario 2.19 pode ser visto como um resultado analogo ao Teorema de
Barbosa e do Carmo [9] para superficies imersas, compactas, estaveis, CMC
no espaco Euclidiano.

O Teorema 2.18 é uma consequéncia do resultado mais geral.

Teorema 2.20 (Nunes - 17, [29]). Seja Q C R? um dominio compacto convezo.
Suponha que a sequnda forma fundamental 11°% de OS) satisfaca a sequinte
condi¢cao

kh < IT% < (3/2)kh,

para alguma constante k > 0, onde h denota a métrica induzida em O0S). Se
Y C Q é uma superficie imersa, orientdvel, compacta e estavel com bordo livre,
entao X tem género zero e o 0 tem no mdzrimo duas componentes coneras.

Um dos pontos chaves da demonstragao deste resultado é o seguinte resul-
tado:

Proposigao 2.21 (Nunes - 17, [29]). Seja Q@ C R3® um dominio compacto
convero. Se X C ) € uma superficie imersa, orientdvel, compacta e estdvel
com bordo livre, entao

Q6. 6) = / (V9[> — |AP?)da > 0
>
para toda ¢ tal que ¢ =0 no 0.

Demonstragao. A demonstragao deste resultado pode ser vista em [29]. O

A seguir daremos uma ideia da demonstracao do Teorema 2.20, os detalhes
podem ser vistos em [29].
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Demonstragao. (Ideia da prova do Teorema 2.20) Sabemos por um resultado
de A. Gabard [17] que existe uma aplicagdo conforme ¢ : ¥ — D? de grau
no maximo ¢ + r, onde D? C R? & o disco fechado unitario, g e r denotam o
género de Y e niimero de componentes conexas de 9%. Como D? é conforme-
mente equivalente ao hemisfério S> C R? de raio um, podemos admitir que a
aplicacio ¢ = (1,2, ¢3) 1 ¥ — S7 e usando um difeomorfismo conforme de

S%, podemos supor que
/gpidazo, 1=1,2.
b
Como a imersao é estavel, temos que
/(|Vg0i|2 — |AP¢?)da —/ I17Y(N,N)@?dl >0, parai=1,2. (2.9)
b o%

Visto que p(9X) = 9(S3), seque p3]ss = 0. Portanto, de (2.9), obtemos que

2 2
/ IT%(N, N)dl+2/ |A|2@2da < Z/ IVi|*da.
) =1 /5 i=1 /%

Usando a Proposicao 2.21, tem-se que

[ 1apgda < [ (9o
¥ b

Logo,

/ HBQ(N,N)dH/ |A\2dag/|w|2da. (2.10)
ox P %

Como a energia de Dirichlet é menor do que 47 (g + r), ou seja,

/ \VolPda < 4n(g + 1) (2.11)
5

e desde que |A]* = H? — 2K, onde K ¢ a curvatura Gaussiana de %, de (2.10),
segue

/ IT%Y(N, N)dl + /(H2 —2K)da < 4m(g + 7). (2.12)
ox %
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Usando o Teorema de Gauss-Bonnet e (2.12), temos

/ [[aQ(N,N)dl+/H2da < 47r(g+r)—|—2/Kda
ox P ¥

< dn(g+r)+4n(2—29—7r) — 2/ kydl,
ox

onde ky é a curvatura geodésica de J¥. Logo,

/ [17%(N, N)dl + 2/ kgdl+/H2da < 4r(2 - g). (2.13)
% % s
Como I19%(N,N) > k, entdo a desigualdade (2.13), torna-se
47(2 —g) > / H?%da + 3kL(0Y),
>

onde usamos que k, = 19T, T) > k, onde T denota um vetor tangente
unitario a 3. Usando a hipotese que 11992 > (3/2)kh e o Corolério 5.8 de [34]
o qual fornece

1
—/ H%da + §k;L(82) > 2m, (2.14)
4 Js 2

ocorrendo a igualdade se, e somente se, > é um disco totalmente geodésico ou
uma calota esférica, caso em que a demonstracao estaria completa.
Agora, suponha que a desigualdade em (2.14) ocorra. Dai, usando (2.13),
terfamos que 47(2 — g) > 4m, isto é, g < 1, donde o género de ¥ é zero.
Seguindo as ideias de Ros e Vergasta no Teorema 5 [31], teremos que r < 3.
Logo, Y tem género zero e 0¥ tem no maximo duas componentes conexas. Os
detalhes também podem ser obtidos em [32]. O

Ros e Vergasta [31] estudaram hipersuperficies estaveis, CMC com bordo
livre na bola B C R"*!. Eles provaram, entre outros resultados, o seguinte
Teorema

Teorema 2.22 (Ros-Vergasta|31]). Seja B C R™™, n > 2, uma bola fechada.
Seja X C B uma hipersuperficie com bordo livre, estavel CMC com bordo
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mergulhado em B. Se L > A(X), onde L denota o comprimento do bordo 0% e
A(X) € a drea de X. Entao, ¥ € totalmente geodésica ou estrelada com respeito
ao centro da bola.

Motivado por este resultado e também pelo trabalho de Nunes [29], Barbosa
[7] mostrou que a condicao L > A, é sempre satisfeita sob as condigbes do
Teorema de Ros-Vergasta. Mais precisamente, ele provou o seguinte resultado.

Teorema 2.23 (Barbosa, [7]). Seja B C R™™, n > 2. uma bola unitdria
fechada. Se ¥ C B é uma hipersuperficie estdvel, CMC, com bordo livre na
bola B, entao

nH?

5 /2(1 —|z[*)da +nA(X) < L <nA(l+ H) (2.15)

onde a orienta¢ao de X € tal que H > 0. A igualdade do lado esquerdo de
(2.15) ocorre se, e somente se, ¥ € um disco totalmente geodésico ou uma
calota esférica. Em particular, se 0¥ € um mergulho, entao Y € totalmente
geodésica ou estrelada com respeito ao centro da bola.

Demonstragao. (Ideia da prova) A demostragdo desse resultado consiste em
um primeiro passo provar um lema de estabilidade do tipo Nunes, ou seja,

Lema 2.24 (Lema de estabilidade tipo Nunes [7]). Seja B um dominio com-
pacto convexo em R e X uma hipersuperficie imersa, estdvel, CMC com
bordo livre em B. Se f € C*(X) € tal que f(x) =0 para todo x € 0%, entdo

fda
10.0) = (V7 = AR P> — é@) [ 1 ws

e a igualdade ocorre para uma fun¢ao nao nula [ se, e somente se, . € total-
mente geodésica. Em particular, se f € C®(X) € tal que f(x) = 0 para todo
x € 0%, entao

I(f, ) :/2(|Vf!2— |A]>f*)da > 0
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No segundo passo, ver que a fun¢io suporte u = (z, N) de X, onde z é a
imersao de ¥ em B satisfaz

{Agu = —nH —ul|As]? em 3, (2.16)

u = 0, no 0%,

Depois, calculando o divergente da componente tangencial x —u/N de x, temos
que
div(x —uN) =n+nHu.

Agora pelo Teorema da divergéncia, segue que

L=n (A(Z) + /E Huda)

e usando que u = 0 em 0X e o Lema de estabilidade do Tipo Nunes, segue que

nH/ uda = /(|Vu|2 — |APPu®)da > 0.
s s

Em particular, obtém-se que L > nA(X). Agora, seguindo as ideias desen-
volvidas em [31], prova-se que u > 0 ou u < 0 em X. Por fim, pelo principio do
méaximo para func¢oes subharménicas, obteremos que u é estritamente positiva
em int(X) e u = 0 no 93. Analisando o sinal da func¢ao u — 5(1 — |x|?), pelo

principio do méximo, segue o resultado. O
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_ RESULTADOS

DE GAP PARA SUPERFICIES MINIMAS
DE FRONTEIRA LIVRE NA BOLA UNI-

TARIA EUCLIDIANA

Neste capitulo, apresentaremos o resultado de gap para o quadrado da
norma da segunda forma fundamental de uma superficie minima de fronteira
livre na bola unitaria Euclidiana tridimensional que foi obtido por Lucas Am-
brozio e Ivaldo Nunes em [4].

3.1. INTRODUCAO

Seja M™*! uma variedade Riemanniana com M # (), e considere uma
imersao propria de uma hipersuperficie ¥ C M™*!. Dizemos que Y é uma hi-
persuperficie minima de fronteira livre em M se o vetor curvatura média de X
tem comprimento nulo e 0¥ encontra M ortogonalmente. Vimos na Propo-
sicao 2.16 que X é uma hipersuperficie minima de fronteira livre se, e somente
se, 2 é ponto critico do funcional drea para qualquer variacao admissivel de X..

Considerando M := B3, isto é, a bola unitaria Euclidiana centrada na
origem, um exemplo trivial de superficie minima de fronteira livre em B3, é o
disco equatorial plano obtido da intersecgao de B? com um plano passando pela
origem. Um exemplo nao trivial é o catenoide critico obtido pela rotacao de
uma porgao da catenaria y = acosh(x/a) para um valor apropriado de a > 0
e z € [—Tp, Ty] em torno do eixo x.

Os estudos sobre superficies minimas de fronteira livre concentram-se ba-
sicamente na obtencao de resultados de existéncia e rigidez. Por exemplo, a

19
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existéncia de um disco minimo de fronteira livre em dominios convexos de R3
foi obtido por Struwe [33] e por Gruter-Jost em [18, 19]. A existéncia de uma
superficie minima de fronteira livre com topologia de um anel em uma classe
de dominios convexos do R? foi garantida por [25].

Considerando agora a bola unitaria Euclidiana B}, os resultados de exis-
téncia para uma superficie minima de fronteira livre 3 C B? é garantido para
variados tipos topologicos. Por exemplo, Fraser-Schoen [16] mostraram a exis-
téncia de superficies minimas de fronteira livre ¥ C B? com género zero e n
componentes no bordo para qualquer n > 3. Posteriormente, Folha-Pacard-
Zolotareva [14] mostraram a partir de um n suficientemente grande, existe uma
superficie minima de fronteira livre em B de género g = 1 e n componentes
no bordo. Para qualquer valor do género g > 1 a existéncia de uma superficie
minima de fronteira livre em B? foi garantida por Ketover em [21].

Para resultados de rigidez, citamos o classico Teorema de Nitsche [28| que
afirma que o disco equatorial plano é a unica superficie minima de fronteira
livre em B3 com a topologia de um disco. Na verdade, o Teorema de Nitsche
afirma algo a mais: as superficies CMC’s de fronteira livre em B3 com topologia
de disco sao os caps esféricos e os discos equatoriais planos.

Na proxima secao apresentaremos um importante resultado de rigidez ob-
tido por Ambrozio-Nunes [4] no contexto de superficies minimas de fron-
teira livre em B} o qual servird de inspiragio para os resultados apresenta-
dos nos proximos capitulos. Antes, mencionamos o cléssico teorema Chern-do
Carmo-Kobayashi [12]| que, em certo sentido, se assemelha com o Teorema de
Ambrozio-Nunes.

Teorema 3.1 (Chern-do Carmo-Kobayashi’1970, [12]). Seja X" uma hiper-
superficie minima fechada imersa isometricamente na esfera unitdria S*T1.
Suponha que a sequnda forma fundamental A de X" satisfaca

|A” < n.

Entao, ocorre uma das duas situacoes;
1) A =0 e X" é um equador S* de S*,
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2) ou |A> = n e X" é um toro de Clifford T, = Sy, XSy, em que

:@,AQZ,/%elgmgn—l.

3.2. RESULTADOS DE GAP

Teorema 3.2. (Ambrozio-Nunes, [{]) Seja ¥ uma superficie minima, com-
pacta de fronteira livre em B3. Suponha que a desiqualdade

|A|? (z, N)* <2 (3.1)
seja satisfeita em todo ponto x € X. Entao, precisamente uma das situagoes
ocorre:

i) |AP? (z, NY> = 0 e nesse caso, ¥ € o disco plano equatorial;
i) ou |A]? (z, N)Y* = 2 em algum ponto x € ¥ e nesse caso ¥ € o catenoide
critico.

A prova do teorema acima é baseada em nos seguintes lemas:

Lema 3.3. Seja f : B> — R dada por f(z) = |z[*/2. Sob as condigies do
Teorema 3.2 temos que o hessiano de f restrita a X € positivo semi-definido,
15to €,

Hesssf(p)(Y,Y)>0VY €T, X epeX (3.2)
Demonstracio. Denote por V a conexdo riemanniana de R? e por V a conexao
de ¥ induzida por V. Entdo,

Hesssf(@)(Y,2) = 5(YZ(P) — (Vy2)(i17))

(Y< > <VYZ z))

= ((Z,Y)+(VyZ -VyZ,T))

= ((Z, ) (A(Y), Z) (7, N)) .

Seja {F1, E»} um frame local ortonormal tal que A(E;) = k;E; em que k; de-

nota a i-ésima curvatura principal de Y. Segue diretamente que os autovalores
do hessiano Hessy f sao dados por

)\1:1+k1(f,N>e)\2:1+k2<f,N> (33)
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Podemos checar facilmente que a hipotese (3.1) garante que A\ - Ay > 0,
isto é, A\; e Ay tem o0 mesmo sinal. Como ¥ é minima, decorre que \; + Ay > 0,
e portanto, A; e Ay sdo ambos ndo negativos, de onde segue (4.2) O

Lema 3.4. Sob as condicoes do Teorema 3.2, considere conjunto

C={p €% |p| = mina}. (3.4)

Entao, precisamente uma das sequintes situacoes ocorre;

i) C contém um unico ponto p € X e nesse caso, % € o disco plano equato-
rial;

i1) ou C é uma geodésica simples fechada e nesse caso, ¥ é homeomorfa a
um anel.

Demonstragao. Primeiro, mostraremos que o conjunto C é totalmente convexo.
De fato, suponha que sejam dados pontos p, g € C e uma geodésica v : [0, 1] —
¥ tal que y(0) = p e y(1) = ¢. A condigao 3.1 no Lema 3.3 garante que
Hessy. f > 0 e portanto (fo~)"(t) > 0, isto é, (f o~y) é uma funcao convexa no
intervalo [0, 1]. Como (f o) atinge o minimo em ¢t = 0 e em ¢ = 1, devemos
ter (f ov)(t) = ming f e portanto, ([0, 1]) C C.

Note que o gradiente de f em B? é dado por Vf(z) = x. Assim, a dire¢io
de crescimento de f aponta na direcao radial. Como C é o conjunto de minimo
de f em X, devemos ter C C X\ 9%, isto &, C esta contido no interior de X.

Temos duas situagoes possiveis:

i) Existe um tunico ponto p € C. Vamos mostrar que > é homeomorfa a um
disco. De fato, suponha que existe uma classe de homotopia nao trivial [a] €
(3, p). A condi¢do de fronteira livre garante que o bordo 0% é estritamente
convexo, e portanto, podemos encontrar um loop geodésico v € [a]. Sendo
C totalmente convexo, devemos ter ¥([0,1]) € C. Por hipotese, C = {p}
concluimos que [a] é a classe de homotopia trivial, contradi¢ao. Portanto, 3 é
homeomorfa a um disco. Segue entdao do Teorema de Nitsche [28] que X é um
disco equatorial plano.

i1) O conjunto C contém mais de um ponto. Vamos mostrar nesse caso que
32 ¢ homeomorfa a um anel. De fato, note primeiramente que Y nao pode ser
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homeomorfa a um disco, pois nesse caso o teorema de Nitsche garante que
é um disco equatorial plano, contrariando a hipotese que C contém mais de
um ponto. Considere entdo uma classe de homotopia nao trivial [o] € 7(Z, p)
em que p € C. Como anteriormente, podemos encontrar um loop geodésico
tal que v € [a]. Se mostrarmos que 7/(0) = 7/(1) entao concluiremos que ~y
¢ uma geodésica simples fechada com C = ~([0,1]) e nesse caso, todo loop
geodésico com base em p esta contido em C, e consequentemente, 7(%, p) = Z.
Suponha entao que 7/(0) # ~/(1). Dado ¢ suficientemente pequeno, considere
o conjunto U, das curvas [5 que ligam os pontos y(1—9) e y(d) com 0 < § < e.
Como C é totalmente convexo, devemos ter U. C C. Assim, o aberto int(.)
contrariando o fato de ¥ ser uma superficie minima. O]

Demonstragao. (Teorema 3.2) Temos duas situagdes possiveis:

i) A desigualdade 3.1 é estrita, e nesse caso, a fun¢ao (f o) no Lema 3.4
anterior é estritamente convexa. Consequentemente, o conjunto C contém um
tnico ponto e o item i) do Teorema 3.2 segue do item 7) do Lema 3.4.

i1) Ocorre a igualdade em 3.1 em algum ponto p € 3. Decorre entdao do
Teorema de Nitsche que X nao é homeomorfa a um disco. Pelo Lema 3.4, > ¢
homeomorfa a um anel sendo C uma geodésica simples fechada. Vamos mostrar
entdo que ¥ é um catenoide critico. Seja vy : [0,]] — ¥ uma parametriza¢ao
de C pelo comprimento de arco e seja R > 0 tal que R?/2 = infy, f. Considere
agora a esfera Sp de raio R e centrada na origem. Como ¥ C {z € B?;|z| > R}
e 7([0,1]) = ¥ N Sg, temos que Tyy»X = TSk para todo t € [0,{]. Sendo
~v uma geodésica em Y, concluimos que v é também uma geodésica em Sg e
portanto, um grande circulo.

Sem perda de generalidade, podemos assumir que o vetor unitario canonico
e3 do R3 ¢ ortogonal ao plano 7 que contém o o grade circulo ¥([0,1]). Desse
modo, {7/(t),es} é uma base ortonormal de T, ;¥ para cada ¢t € [0,{]. Seja
V =x A N(x) o campo vetorial sobre 3, em que A denota o produto vetorial
em R3. Considere entdo a fungio de Jacobi u(x) = (V,e3), logo

0
Asu+|APu=0, em 3, e a_u = u sobre 0X.
v
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Note que uj, =0, isto &,7([0,1]) C u(0) e consequentemente,
du(~(t)) - +'(t) = 0,9t € [0,1]. (3:5)

Como X é tangente a Sg ao logo de 7y, temos que T’ ;)X é paralelo a T',;)Sg para
cada t. Sendo v/(t) e ez dire¢des principais Sg em ~y(t) decorre que /() e e3
sao também dire¢oes principais de 3 em 7(t) para qualquer que seja t € [0, ].
Desse modo, devemos ter dN, ) - e3 paralelo a e3 e por essa razao,

du((t)) - es = {es A N(7(t)), es) + (7(t) A dNyq)) - €3, €3) = 0. (3.6)

Pelas identidades (3.5) e (3.6) segue que todo ponto sobre a curva v é um
ponto critico de u. Desse modo, concluimos que a funcao u é identicamente
nula, pois caso contrario teriamos uma contradicao com o Teorema de S.Y
Cheng [11] . Note que pela maneira como definimos a fungao u o fato dela
ser identicamente nula implica que para cada ponto p € X, o vetor posicao x
em p, o vetor normal N(p) e o vetor ez estao sempre no mesmo plano, o que
significa que a superficie X é de rotacao.

Sendo Y uma superficie minima de rotacao homeomorfa a um anel conclui-
mos que X estd contida em uma porcao do catenoide. Além disso, sendo ¥
minima de fronteira livre na bola unitaria Euclidiana, concluimos que X é o
catenoide critico. O

3.3. EXEMPLOS

Considere X : [—tg, to] x [0,27] — R? uma parametrizagao de uma porgao
do catenoide dada por

X(t,0) = (agcosh(t) cos(d), ag cosh(t) sin(8), apt),

em que ty é a unica solugdo positiva da equagao tsinh(t) = cosh(t) e ag =
(tocosh(ty))~t. As constantes ag ety siao escolhidas de modo que X ([—to, to] x
0, 27]) esteja contida na bola Euclidiana B* encontrando o bordo 9B? ortogo-
nalmente. Um célculo simples fornece:
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2 tsinh(t)
AP = —— NY=a2(1= '
4 a? cosh?(t) e o N) = ay ( cosh(t) >
Consequentemente,
A (z, N)* = (cosh(t) — tsinh(t))® < 2,

cosh®(t)

em particular, para [¢| < to.
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_RESULTADOS DE (GAP
PARA SUPERFICIES CMC DE FRON-
TEIRA LIVRE NA BOLA EUCLIDIANA

Neste capitulo, vamos descrever como os resultados de Ambrozio-Nunes
descritos no Capitulo 3 podem ser obtidos no contexto de superficies CMC de
fronteira livre na bola unitaria Euclidiana.

4.1. INTRODUCAO

Seja ¥ C B? uma imersao propria de uma superficie na bola Euclidiana,
isto ¢, ¥ ¢ uma imersdo tal que, int(X) C int(B?) e ¥ C OB. Suponha que
¥ divida o volume de B? em duas partes Vi e V,. Agora, fixe V;. Dizemos
que X e uma superficiec CMC de fronteira livre em B? se o vetor curvatura
média de 3 tem comprimento constante e 93 encontra o 9B} ortogonalmente.
Decorre da Proposicao 2.16 que ¥ é CMC de fronteira livre se, e somente se, 2
é ponto critico do funcional drea de X para variacoes admissiveis que preservam
o volume V.

Exemplos de superficies CMC’s (H # 0) de fronteira livre em B} sido mais
raros e vamos limitar-nos a apresentar apenas dois: caps esféricos e porcoes de
superficies de Delaunay (veja sec¢ao 4.3).

Nosso objetivo agora ¢ obter um resultado de rigidez para os exemplos no
paragrafo anterior assim como Ambrozio-Nunes classificou o disco equatorial
plano e o catenoide critico no caso minimo. A motivacao para essa generaliza-
¢ao € o teorema a seguir.

27
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Teorema 4.1 (Alencar-do Carmo’1994, [|1]). Seja X" uma hipersuperficie fe-
chada de curvatura média constante H > 0 imersa isometricamente na es-
fera unitdria S, Suponha que o tensor de umbilicidade A= II — %ggnﬂ de

Y satisfaca
AP < C(n, H),

em que C'(n, H) denota uma constante que depende apenas de n e H. Entao,
ocorre uma das duas situacoes;

1) |A]? =0 e X" € totalmente umbilica em S,

2) ou \:&|2 =C(n,H) e X" é um toro T,y := SK;I X Si\y em que A\ =,

M=vV1I—-r2eld<r<l.

4.2. RESULTADOS DE GAP

Apresentaremos agora o principal teorema desse capitulo.

Teorema 4.2 (Barbosa-Cavalcante-Pereira, [8]). Seja 3 C B® uma superficie
CMC compacta de fronteira livre tal que a condicao

A (Z N)? < = 2+ H (7, N)) (4.1)

N | —

seja satisfeita sobre X. Entao, uma das duas situagoes deve ocorrer;

i) \loMQ (Z,NY> =0 e X ¢ uma calota esférica,

i) ou |&|2 (Z,N)* = 12+ H(Z, NY)? em algum ponto p € ¥ e ¥ é parte
de uma superficie de Delaunay.

Lema 4.3. Seja f: ¥ C B* — R dada por f(z) = |z|?/2. Sob as condigoes do
Teorema 4.2 temos que o hessiano de f restrita a X € positivo semi-definido,
15to €,

Hesssf(p)(Y,Y)>0,VY eT, X epe X (4.2)

No Lema 3.3 obtivemos os autovalores

)\1:1+k1(f,N>e)\2:1+k2<f,N> (43)
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do hessiano Hessyf(x). A fim de concluir que Hessy f(z) > 0, precisamos
mostrar que A\; e Ay sao ambos nao negativos. Segue da condicao 4.1 que,

AMAs = 41+ ki (@2, N))(1+ ko (Z,N))
= 4+ 4H (Z,N) + 4k ky (Z, N)?
— 44 4H (Z,N) +2(H? — |A]) (&, N)*
= 2+ H(@EN)) = 2/A2(F N)2>0.

Assim, concluimos que A; e Ay possuem o mesmo sinal. A conclusao segue se
mostrarmos que pelo menos um J\; é nao negativo. Faremos isso verificando
que a fungao v, definida sobre ¥, dada por

UZ:)\1—|—/\2:2—|—H<[§,N>,

cumpre v(p) > 0 Vp € ¥. Vamos assumir que ¥ nao é totalmente umbilica
(caso contrario, 3 sera uma calota esférica e a verificagao é um célculo simples).
Suponha que para algum ponto p € ¥ tenhamos v(p) < 0. Como X encontra
OB? ortogonalmente, temos que v = 2+ H (Z, N) = 2 > (0 sobre 93. Escolha
q € 0% e seja « : [0,1] — 32 uma curva suave em X tal que a(0) = p e
a(l) = ¢ (veja fig. 4.1). Como v muda de sinal sobre «, existe um ponto
po sobre a([0,1]) tal que v(py) = 0 e mais, podemos escolher py de maneira
que para algum € pequeno e t, tal que a(ty) = pp tenhamos v(a(t)) < 0 para
t € [to—e, to) ev(a(t)) > 0parat € (ty,to+¢]. Como 0 = v(py) = 2+H (Z, N),
devemos ter (Z, N) (po) # 0 e assim, a desigualdade (4.1) diz que |&|2(p0) =0
e portanto py € um ponto umbilico de ¥. Como assumimos que > nao é
totalmente umbilica, py é isolado ( Teorema 2.2.2, [24] ). Seja D,,(py) um
disco geodésico de raio ry centrado em py de modo que py seja o inico ponto
umbilico em D, (py). Podemos escolher ¢ suficientemente pequeno de modo
que a(t) € Dy (po) VYt € [to — €,tp + ¢]. Escolha 7y < 1o tal que a(ty — ¢),
a(ty+¢€) ¢ Dz, (po). Considere o anel A =D, (po)\Dz,(po) e seja f um caminho
em A ligando os pontos a(ty —¢) e a(tp+¢). Como v muda de sinal ao longo
de 3, existe um ponto ¢ € D,,(py) tal que v(G) = 0 e assim |&|2(d) =0 o0 que
contradiz a hipotese de py ser o unico ponto umbilico em D, (py). Concluimos
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assim que nao existe um ponto p € 32 tal que v(p) < 0 e portanto v > 0 sobre
X

Figura 4.1: Analise do sinal da funcao v.

Lema 4.4. Considere as mesmas condigoes do Teorema 4.2. Entao, o conjunto

C={peX: f(p) = miny f}

€ totalmente convexo, isto €, qualquer arco geodésico ligando dois pontos em C

estd inteiramente contido em C.

Demonstrag¢ao. Sejam pq, po € C. A condicao de fronteira livre garante que o
bordo 0% é estritamente convexo. Logo, existe uma geodésica 7 : [0,1] — X
com 7(0) = py e y(1) = py. Considere entao a fun¢ao h(t) = (f ov)(t). Como,
Hessy f > 0, devemos ter h” > 0. Como h atinge um minimoem t =0et =1,
temos h(t) = miny ¢ e portanto, ([0, 1]) C C. O
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Demonstra¢ao. (Teorema 4.2)
Vamos supor duas situagoes possiveis:

i) A desigualdade (4.1) é estrita. Vamos mostrar nesse caso que ¥ ¢ uma
calota esférica. De fato, primeiro note que a desigualdade estrita em (4.1)
implica que o hessiano Hessy, f no Lema 4.4 é estritamente positivo e conse-
quentemente, o conjunto C tem apenas um ponto. Afirmamos agora que X
tem a topologia de um disco. Pois bem, suponha por contradicao que existe
um loop a nao homotdpico ao trivial e com base em p € C. Usando o fato de
que o bordo de Y é estritamente convexo podemos minimizar o comprimento
na classe de homotopia [a] e encontrar um loop geodésico f em ¥\ 0¥ com
base em p. Porém, como C é totalmente convexo devemos ter 5 C C, absurdo!
pois C = {p}. Assim, (X, p) = 0 e portanto, > tem a topologia de um disco.
Pelo teorema de Nitsche [28], temos que 3 é totalmente umbilica e portanto é
uma calota esférica.

ii) A desigualdade (4.1) é satisfeita ocorrendo a igualdade em algum ponto
p € . Vamos provar nesse caso que > é uma porcao de uma superficie de
Delaunay. De fato, se ocorre a igualdade em (4.1) para algum ponto em X
entao o conjunto C contém mais de um ponto. Para ver isso, basta notar que
se C contém um tnico ponto, pelo mesmo argumento no item i) provamos
que X é uma calota esférica. Contudo, podemos verificar facilmente que o
lado direito da desigualdade (4.1) é estritamente positivo sobre uma calota
esférica de fronteira livre em B3. Considere entao uma geodésica minimizante
v : [0,1] — C ligando dois pontos quaisquer em C e seja ¢ =miny f(z). Como
7(t) & ponto critico de f|s Vt, temos que V*fi, = 0 e sendo V* f a proje¢ao de
VE f sobre T2, devemos ter VR f = aN sobre v(t) para alguma constante
a # 0. Para z tal que |z|> /2 = ¢ 0 campo vetorial V¥ f é normal a curva de
nivel S2(v/2¢) {x € R?; f(z) = ¢} e sendo V¥’ = aN sobre y(t) temos que
N também é normal a esfera S*(v/2c). Logo, 7(t) é geodésica em S*(v/2c) e
portanto, um arco de circulo.

Seja E o vetor unitario normal ao plano que contém ~ e considere a fun¢ao
v(z) = (V,N) em que V & o campo em R3 dado por V = ZA E. Como V é
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um campo de Killing, a funcao v é solucao da equacao
Asv + |APv =0, (4.4)

isto é, v é uma funcao de Jacobi.
Como N(~v(t)) é paralelo a y(t), devemos ter v(~(t))
e portanto,

() NE,N) =0,

Ay (1) -7 (1) = Twon)H) =0 Vi (45)

Como 7/(t) e E sao ortogonais em T,;)X e /(t) ¢ uma direcdo principal de
¥ em 7(t), concluimos que F é também uma dire¢do principal de ¥ em ~(t).
Assim, dN,) - £ = kE. Assim,

dv(v(t))-E = (dx ANE)-E,N)+ {(xAE,dN - E)
= (EAE,N)+(zAGN)+ (z A B, kE)
— 0 (4.6)

Dessa forma, y(t) é um ponto critico da func¢ao fungao v : ¥ — R V¢. Por S.
Y. Cheng [11], (Teorema 2.5) os pontos criticos sobre as linhas nodais de uma
solugao nao trivial de uma equagao como (4.4) devem ser isolados, o que nao
ocorre nesse caso. Portanto, v = 0, o que significa que o campo de killing V',
que é induzido por rotacoes de R, é tangente a 3. O

Figura 4.2: Superficies caracterizadas no Teorema 4.2.
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4.3. EXEMPLOS

Nesta secao, vamos apresentar alguns exemplos de superficies nas condi-
coes do Teorema 4.2, isto é, superficies CMC de fronteira livre na bola unitaria
Euclidiana satisfazendo a condicao 4.1. Note que as calotas esféricas de fron-
teira livre na bola unitaria Euclidiana sao exemplos triviais do Teorema 4.2.
Os candidatos naturais a exemplos nao triviais, nesse sentido, sao superficies
obtidas a partir de porcoes de superficies de Delaunay.

As superficies de Delaunay, isto é, superficies CMC’s de revolucao imersas
R? foram introduzidas e completamente caraterizadas por Delaunay em 1841
sendo divididas em cinco tipos: catenoides, onduldides, nodoides, cilindros
retos e esferas. Delaunay apresentou uma descricao geométrica da curva perfil
de superficies CMC de revolugao como sendo uma rolete descrita pelo foco de
uma conica que rola sem deslizar sobre uma reta em um plano que contém
a conica, uma construcao bastante engenhosa e com uma descricao analitica
bastante técnica. Precisamente, para a rolete do foco de uma: elipse temos
um onduldide; hipérbole um nodoide; parabola um catenoide; e o centro de
um circulo gera um cilindro reto.

Seja [(s) = (z(s),0, z(s)) uma curva no plano xz parametrizada pelo com-
primento de arco com z(s) > 0. Suponha que a superficie ¥ obtida pela
rotacao de # em torno do eixo z seja uma superficie de curvatura média cons-
tante H > 0, isto é, uma superficie de Delaunay. Em 1980, K. Kenmotsu [20]
mostrou, como caso particular do seu estudo sobre superficies de revolucao
com curvatura média prescrita, que para

1
z(s) = E\/l + B2 + 2Bsin(Hs + 7)),

s) = stk 1+ Bsin(Ht) M (4.7)
s= /1 + B2+ 2Bsin(Ht)

2H

temos a representagdo dos onduldides (0 < B < 1), nodoides (B > 1) e
cilindros retos (B = 0).

A fim de mostrar que uma porc¢ao de alguma superficie de Delaunay é de
fato um exemplo para o Teorema 4.2 seguiremos os passos descritos abaixo.
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Todos os detalhes podem ser consultados em [8].

Passo 1:

Vamos encontrar condi¢oes gerais sobre sobre S de modo que X satisfaca a
condigao de gap (4.1). De fato, as condigoes sao dadas no Lema a seguir.

Lema 4.5. Suponha que as func¢oes coordenadas a curva [ satisfaca as sequin-
tes condigoes:

2'(s (4.8)
-1 < z(s)Z"(s), se 2'(s)
i)
—xz(s)x'(s)* < 2'(s)x'(s)2(s) (4.9)

Entao, a condicao de gap
AP (Z,N)* <
€ satisfeita sobre .

Passo 2:

Encontrar condicoes sobre as fungoes coordenadas 5 de modo que a rotacao
da restrigao de 5 a um intervalo [sq, s5] seja uma superficie de fronteira livre
em uma bola B com R = |3(s;)| = |B(s2)|- Nesse caso, as condigoes sio
descritas no lema a seguir.

Lema 4.6. Seja 5 definida em um intervalo s € [a,b] C R. Defina Z2 = {s €
[a,b]; 2/ (s) = 0} e considere a fungao g : [a,b] \ Z — R dada por

=x(s) — SL”(S)
g(s) T ( ) Z’(S)

Sejam sy < sy pertencentes [a,b] tais que:

2(s). (4.10)

i) g(s1) = g(s2) =0,
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i) T2(s1) + 2%(s1) = 2%(s2) + 2%(s9) =: R* e
i) 2%(s) + 2%(s) < R? para todo s € (s, $2).

Entao, a rotacao de ﬁhswﬂ produz uma superficie ¥ C BY de modo que 0%
encontra OB ortogonalmente.

Resumidamente, se a rotagao de uma curva 3(s) = (z(s),0, 2(s)), 2'(s) # 0,
s € [s1,89) Z/(s) # 0 produz uma superficie ¥ C R? de curvatura média
constante tal que as condicoes

-1 < 2"(s)g(s), s € [s1, 9]

g(s1) = g(s2) =0
B < RB2s € (s1,5) (411)
Bs))P = |8(so)]? = B?

sejam satisfeitas, entdo Y é uma superficie CMC de fronteira livre na bola B%
que satisfaz a condigdo de gap (4.1).
Vamos agora fixar o caso em que 0 < B < 1 em (4.7). Considere

3T
C2H
: [-1,0] — [2,27]. De fato, s é escolhido como sendo o
menor valor positivo de modo que z”(sg) = 0. Decorre entdo que z'(s) > 0 e
z"(s) > 0 para todo s € (—sg, Sg)-

O proximo Lema fornece informacgoes sobre o comportamento da funcao g

So := so(H, B) = %sin_l(—B) (4.12)

em que sin~*

dada em (4.10) restrita ao intervalo (—sg, Sg) quando consideramos as fun¢oes
(4.7) na parametrizacdo de 3.

Lema 4.7. Fize 0 < B < 1, H > 0, e considere a fun¢ao g : [—so, So] — R,
em que So € dado por (4.12) e g € dada em (4.10). Entao,

i) g(0) > 0.
i) g'(0) = g'(s0) = 0.

iii) g € crescente em (—so,0) e decrescente em (0, sg).
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Finalmente, a proxima proposicao fornece uma condicao de teste para que
possamos encontrar uma porc¢ao da curva 8 de modo que a superficie resultante
seja um exemplo ao Teorema 4.2.

Proposicao 4.8. Fize 0 < B <1, H >0, e considere zy := %. Entao,
i) Se z(sg) < 2o, entao g(s) > 0 para todo s € (0, so).

ii) Se z(so) > zo, entao g(8) = 0 para algum 5 € (0,s0]. Em particular,
a superficie obtida pela rotagao de Pj_s5 € de fronteira livre em IBS?]’%O
(R% = 22(5) + 2%(5) ), e satisfaz a condigdo de gap (4.1).

Exemplo 4.9. Escolha B = 0.9 ¢ H = 0.1. Assim, zy = % =21e
so = 10sin™1(—0.9) + 57 &~ 4.51026. Portanto,

4.51026+157 1 0.9) sin(0.1¢
. / ( +(0.9) sin(0.1¢) dt ~ 2.71697.
1

5m V14 (0.9)2 + (1.8) sin(0.1¢t)

Como z(sg) > zp, segue do Lema 4.8 que existe s € (0, so| tal que a porgao da
superficie de Delaunay resultante da revolugao de [ restrita ao intervalo [—3, ]
¢ um anel CMC de fronteira livre na bola B}, ( onde Ry = 2%(5) + 2%(5)) que
satisfaz a condigao de gap (4.1).

Para o caso em que B > 1, com H > 0, podemos obter o Lema 4.7 e
Proposicao 4.8 de modo a obter um exemplo no mesmo espirito do exemplo
anterior. Desso modo, concluimos que existem porcoes do nodoide que sao de
fronteira livre em uma bola de raio R e satisfazem a condi¢do de gap (4.1)
como garante a proposicao a seguir.

Proposigao 4.10. Fize B > 1 ¢ H > 0. Considere o intervalo [—ro, 70|, em
que ro € o menor valor positivo tal que Z'(ro) = 0. Entao, existe 7 € (0,ry) tal
que g(7) = g(—=7) = 0. Alem disso, para todo r € [—7, 7], g(r) >0, "(r) >0
e a desigualdade (4.9) € satisfeita.
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_RESULTADOS
DE (GAP PARA SUPERFICIES CMC’s
DE FRONTEIRA LIVRE NA BOLA EU-
CLIDIANA COM UMA METRICA CON-
FORME RADIALMENTE SIMETRICA

Neste capitulo, descreveremos os trabalhos de Andrade-Barbosa-Pereira |5]
sobre resultados de gap para superficies CMC’s de fronteira livre em uma bola
tridimensional Euclidiana com uma métrica radialmente simétrica conforme a
métrica Euclidiana.

5.1. INTRODUCAO

Seja W = [0, Ry] X S? uma variedade produto munida da métrica produto
torcido g = dr® + \(r)?gsz2, em que gse denota a métrica canonica da esfera S?
A(r) = r ou A(r) = sinh(r) para R, = 0o, ou A(r) = sin(r) quando R, = 7/2.
Desse modo, (W, g) é isométrico ao espago Euclidiano R3, o espago Hiperbolico
H? ou a semi esfera S?. Nestes termos, Li-Xiong [22] obtiveram uma versao
do teorema de Ambrozio-Nunes em bolas geodésicas do espaco forma como
descrito a seguir.

Teorema 5.1 (Li-Xiong’2017, [22]). Seja ¥ uma superficie minima compacta
de fronteira livre em uma bola geodésica Br C M? com raio R < R... Suponha
que para todo x € X temos

AP (X, N (@) _

S (5.1)

37
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em que N(x) denota o vetor normal unitdrio em um ponto x € ¥ e A denota
a sequnda forma fundamental de 3. Entao,
1) JAP (X, N(z))> =0 e X € um disco totalmente geodésico,
AP (X, N(x))®
2) ou UL

= 2 em algum ponto p € X2 e X2 € um anel rotacional.

Inspirados na abordagem dada por Li-Xiong, Andrade-Barbosa-Pereira [5]
generalizaram o Teorema 3.2 de Ambrozio-Nunes e o Teorema 4.2 de Barbosa-
Cavalcante-Pereira para uma classe maior de espacos os quais tem R3, H? e
S% como casos particulares. A abordagem de Andrade-Barbosa-Pereira foi
considerar esses espacos mais gerais como sendo aqueles obtidos por uma mu-
danca conforme no espaco Euclidiano por uma métrica conforme radialmente
simétrica. Isso se justifica pela simplicidade com a qual alguns conceito sao
explicitados nesse perspectiva, como ficara claro adiante.

Seja Bi C R? a bola Euclidiana de raio a < oo centrada na origem. Consi-
dere a variedade (B2, g) em que g, dada por

9262h<7>’ (52)

é uma métrica conforme & métrica Euclidiana (), sendo u : [0,a*) — R uma
funcio suave com h definida por h(z) = u(|z|?).

O campo vetorial ¥ = Y 2;0; em B é conforme com respeito a métrica g,
isto é, a derivada de Lie de g na direcao de de I satisfaz

em que o(x) = 1+ 2u/(|z*) |#|* é a funciio potencial de § com relacio a 7.
Denote por 0 o centro de B3. Como 0(6) = 1, decorre por continuidade que
sempre exite ry tal que o > 0 em IB%?O. De agora em diante, estaremos sempre
considerando a > 0 tal que 0 > 0 em B,.

2
Exemplo 5.2. Considere a func¢do u : [0,1) — R dada por u(t) = In (ﬁ)

Entao, (B?,g) é o espago hiperbdlico H? modelado no disco de Poincaré.
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2
Exemplo 5.3. Seja u : [0,00) — R a fun¢do dada por u(t) = In (1—_”)

Assim, (R?,g) é a espera S?\ {p} menos um polo. Nesse caso, a origem 0 € R
pode ser interpretada como sendo um outro polo.

t
Exemplo 5.4. Seja u : [0,00) — R a fun¢ao dada por u(t) = 1 Entao,

||

(R3,9) = (R3, e 4 <,>) ¢ a variedade Riemanianna conhecida como espaco
Gaussiano.

Exemplo 5.5. If u : [0,00) — R é dada por u(t) = 0, entdao (R"*! g) é o
espaco Euclidiano com a métrica canonica.

Finalmente, estamos em condicoes de enunciar o principal teorema desse
capitulo.

Teorema 5.6 (Andrade-Barbosa-Pereira, |5|). Seja ¥ uma superficie com-
pacta, imersa e CMC' de fronteira livre em (B2,g). Suponha que para todo
ponto x € X,

Al 1 ( H

2
g

0 < 24 —g(Z,N).
g

o2

(5.4)

Entao, uma das sequintes situacoes ocorre;
i) X € difeomorfa a um disco,
i1) ou X € rotacionalmente simétrica com topologia nao trivial.

5.2. PRELIMINARES

Denote por V e V as conexdes de Levi-Civita de (B?, g) e (B?, (,)), respec-
tivamente. A relacao abaixo, obtida a partir da formula de Koszul, expressa a
relacdo entre as conexdes V e V.

VyX =Vy X +Y (W)X +X(h)Y —(X,Y)Vh (5.5)

para quaisquer campos de vetores X, Y € X (B?).
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Lema 5.7. Seja (B2, g) a Euclidiana de raio r centrada na origem e com uma
métrica conforme g = e2" () como definida anteriormente. Entao,

1. VyZ = oY, onde 0 = 14 2 (|z]*) =]
2. Vo =de " (|2]) |z” + /' (|2]*))Z,
em que Vo denota o gradiente da funcio potencial o com respeito & métrica
g.
Demonstragdo. i) Usando a expressio de V com relacio a V dada por (5.5),
temos
VyZ = VyZ+Y(h)Z+Z(h)Y —(Z,Y)Vh
Y +(Vh,2)Y +(Vh,Y)Z— (Z,Y)Vh
Y + 2u/(|x| T, B)Y + 2u (|ac\2) (YY) & — 2u'(|x|2) (Z,Y) ¥
(14 24/ (J]*) |2 )Y
= ovY.

7

i1) Sejam Vo e Vo os gradientes de o com respeito as métricas (,) e g respec-
tivamente. Temos que Vo = e~ ?"V¢. Calculando Vo obtemos,

& 8 / 2 2 a
Vo = Z (1 + 2u/(|2[?) |2 >a_xi

w

= > 4@ (|2 |2 + o/ (|2*))z; aii

=1

= 4" (|2]) |2” + o (j2]*)) 2.

Assim,
Vo = de 2 (u"(|2]?) 2| + o/ (|z]*))7.
]

A proxima proposigdo, inspirada em [22], tem uma importéancia crucial na
obtencao do principal teorema desse capitulo. Essencialmente, ela permite-nos
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construir uma funcao radial que sob a hipotese de gap 5.4, torna-se convexa,
permitindo assim aplicar as ideias do Teorema 3.2 de Ambrozio-Nunes, na
obtencao dos resultados do Teorema, 5.6.

Proposicao 5.8. Sejam a,b: [0,79) — R (rg < 00) fungdes suaves tais que:
1. b(t) >0Vt €[0,r9);
2. a(0) =0, a(t) >0, Vt € (0,7);
3. d(t)>0,Vte (0,r).
Entao, a equacao diferencial
0" (a)d'b+ ¥ (a)bl =0 (5.6)

admite uma solugao ® : (0,79) — R que satisfaz ®'(s) > 0, onde (0,7¢) € a
imagem do intervalo (0,719) pela fungao a.

Demonstrag¢ao. Defina f(t) := ®'(a(t)). Desse modo, a equagao (5.6) é equi-
valente a

(f(B)b(1)" = f(Ob(E) + FOY' () = 0 = f(£)b(t) = cr.

Isto é
' (a(t))b(t) = a1,

onde ¢; # 0. Multiplicando ambos os lados da equagao acima pora’(t)/b(t), e
integrando com respeito a ¢, obtemos

r T /t)
o' (alt a’tdt:c/a( dt.
[ #amaa=c [ 55
Como d/(t) > 0 para 0 < t < 79, a funcdo a : [0,79) — [0,7) é um dife-

omorfismo em (0,79). Podemos entdo considerar uma mudanca de variaveis
a(t) = &. Assim, d§ = d/(t)dt, o que resulta em,

[ v e [ jde
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onde s = a(r) € [0,7). Pelo Teorema Fundamental do Célculo,

s 1

Finalmente, escolhendo ¢; > 0, a fungdo ® é uma solugdo da equagao (5.6)
satisfazendo ®'(s) > 0, Vs € (0,7), como desejado.
m

Lema 5.9. Seja X uma superficie suave em (B2, g). Defina a fungio o : % —
R por o(x) = g(&, ¥). Entao,

Hesssp(x)(Y, Z) =2 (3(Vo,Y)3(Z, Z) + 0°g(Z,Y ) + 0g(A(Y), Z)§(N, 7)) ,

onde Vo denota o gradiente da funcio potencial do campo conforme T com
respeito a g, N denota o vetor normal unitdrio mo ponto x € ¥ e A € a
sequnda forma fundamental de 3.

Demonstragcao. Denote por V a conexao de ¥ induzida por g. Assim, Hessxp
é dado por

Hesssp(x)(Y,2) = YZ(p) = (Vv Z)(e)

Y§(V73,3) - (Vs ,7,7))

g
Y (0)§(Z, %) +04(VyZ,7) + 0°4(Z,Y) — 0G(Vy Z,T))
§(Z,%) +0°g(Z2,Y )+ 0g(NVyZ — Vy Z,T))
7Z,%) +0%*g(Z2,Y) + og(AY), Z)g(N,f)).
O

Lema 5.10. Seja ¥ uma superficie em (B2, g) e considere ¢ : B> — R dada
por o(x) = g(Z,%). Entao, ezxiste uma fun¢ao ®, solugao de 5.6, de modo que
0s autovalores de Hessy ¥ (x), em que

U(z) = B(p(x)), (5.7)
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sao dados por,

— k
i = 2020/ () (1 + —19(3: N)) para i=1¢ei=2.

Demonstracao. Escolha
a(t) = 2Ot b(t) =1+ 20/ (1)t
e considere ® solugao da equacao (5.6). Assim,
O (W) e (1 + 20/ (1)t)* + 28 (e**Wt) (u" (t)t + o/ (1)) = 0. (5.8)

Defina ¥ : ¥ — R por
U(z) = P(p(x)), (5.9)

onde ¢(z) = §(Z,7) = 2= |z Assim,

HesssW(2)(Y,Z) = YZ(P(¢)) — Vv Z(2(p))
Y(2'(9)Z(p)) — () VyZ(p)
Y(®'(0))Z(0) + ()Y Z(p) — ¥ (p)Vy Z(p)
" (p)Y () Z(p

= )+ @' (p)Hesssp()(Y, Z)
= 40°®"(¢)g(Y, 2)3(

+ &
Z,%) + ®'(p)Hesssp(z)(Y, Z).
Usando a expressao de Hessyp(x) obtida anteriormente, temos

Hesss U (x)(Y,Z) = 40°®"()g(Y,%)g(Z, %)

+20/(¢) (5(Vo, V)3(Z, ) + 0%5(Z,Y) + 05(A(Y), Z)3(N, &)

g
= {40°0"(p) +20'(0)G(2) } g(Y, 9)3(Z, 7)
)

+20°0(9) ((2,Y) + Z9(A), 2)9(V.3) )

N

em que G(z) = 4e=200e) (" (|2|*) |z +u/(|z|*). Como ® é solugio da equagio
(5.6), temos que
{46°®" () + 29'(¢)G(x)} = 0.

(5.10)
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Desse modo, a equacao (5.10) resulta em:
HesssV(z)(Y, Z) = 20°® (0)By(Y, Z),

em que By(Y,Z) :=g(Z,Y) + 1g(A(Y), Z)g(N, ).

Escolha {E;, E5} um frame local que diagonaliza a segunda forma funda-
mental A, isto é, A(E;) = k;E;, em que k; e ky sdo as curvaturas principais de
Y em z € X. Note que os autovetores de A sao também autovetores da forma
bilinear simétrica By(-,-). Desse modo, concluimos entdo que os autovalores
de By(+,) sao dados por

Q| &

G=1+ g(:c N)parai=1ei=2.

]

Proposicao 5.11. Sob as mesmas hipoteses do Teorema 5.6 e Lema 5.10,
temos que

HesssU(p)(Y,Y) >0, VY eT,XepeX.

Demonstragao. A fim de concluir que HesssWU(p)(Y,Y) > 0, precisamos mos-
trar que os autovalores A\; e Ay sd0 ndo negativos. Visto que &’ (p) > 0, basta
entao mostrar que (7 e (o no Lema (5.10) sdo nao negativos. Facamos entao,

(1G = (1—1-@9( N)) <1+@g( N)) (5.11)

H Tk
= 1+ —g(% N) + —5-g(Z N)*
g U

H — |A]?
— 1+ 25&N
+—9(7, )+ 52

INE 2
AL 5Ny (N

Ll H N AP 2
= Z(2+;g(xaN)> 2029( N

9(7,N)?

H
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A primeira desigualdade em (5.4) permite concluir que (1> > 0, isto é, (; e (o
tem o mesmo sinal. Ja a segunda desigualdade em (5.4) garante que

H
G+ G :2+;§(£,N) > 0.
Isto &, (; >0, i € {1,2}, como desejado. ]

Lema 5.12. Sob as mesmas hipdteses do Teorema 5.6, temos que

1. A curvatura geodésica de 0% € dada por Ege = %. Em particular, 0%
eu T

€ estritamente convexo para o > 0.

2. O conjunto
C={pe;V(p) =ming¥(x)}, (5.12)

¢ totalmente convero em 3, isto €, toda geodésica v conectando dois
pontos em C estd inteiramente contida em C.

Demonstragao. 1) Denote por kg, a curvatura geodésica de 0¥ com respeito &
métrica Euclidiana (, ). Temos que, k,, = % De fato, seja o : [ — 0¥ uma

parametrizacao local do bordo de ¥ pelo comprimento de arco. Derivando

2

duas vezes a expressao (a,«) = r® e usando o fato que (o/,a’) = 1 obtemos

(o, a) = —1. Seja v o normal interior a 0%. Como o angulo de contato entre
YelB3éh= 7 devemos ter v = —2. Desse modo,
o 1
kg, = (", V) = <o/’, ——> = —.
r

Assim, k,, > 0.
Seja lgge a curvatura geodésica do bordo 0¥ com respeito a métrica g =
e? (). Vamos mostrar agora que

By = 7" (ky, — v(h)) (5.13)

De fato, sejam v e v campos de vetores definidos sobre 0¥ e unitarios com
respeito & g. Suponha que v seja seja tangente a 0X e que 7 seja normal
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interior a 0%. Temos entao que,

koo = §(Vat,0) = g(Vgv + 20(h)o — (,0) Vh, e "v)
\Y

G(Ve-npe™™ 0 — (0,0) Vh, e ")
e " (eg(Vu,v) — (e*§(Vh,v))

= e "((V,u,v) — (Vh,v))
" (kg — (Vh,v))
= e " (k, —v(h)). (5.14)

Por outro lado,
v(h) = (Vh,v) = 2u'(r*) (Z,v) = 2u'(r*) (—rv,v) = =20/ (r®)r.

Portanto,

—u(r?)

- 2 (1
kg, = e~ (— + 2u’(7’2)r) _ ¢ (1+2u'(r*)r?) =
r

r ew(r?)y’

g

2) Sejam py, p € C. Como 0¥ é estritamente convexo, existe uma geodésica
v 1 [0,1] — 3 tal que v(0) = p; e ¥(1) = po. Considere agora a fun¢ao
w(t) = ¥(y(t)). Pela Proposi¢ao 5.11, temos que Hessy¥ > 0, e portanto,

w” > 0. Como w atinge um minimo em ¢ = 0 e ¢ = 1, concluimos que
w(t) = mig U(p(x)) e portanto ([0, 1]) C C. O
re

Lema 5.13. Seja (B2, g) a bola Euclidiana de raio r centrada na origem e
com uma métrica conforme g dada por (5.2) de modo que a fun¢ao o dada por
(5.3) seja positiva. Seja ¥ : B2 — R a fungdo dada pelo Lema 5.10. Entdo, o
gradiente VU (x) com respeito a g € nio nulo para todo x # 6, onde 0 denota o
centro de B2. Além disso, a func¢io W (z) € radialmente crescente, isto €, V(x)
cresce o medida |z| cresce de 0 ar.

Demonstragao. Seja VWV o gradiente da funcao ¥ com respeito a métrica Eu-
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clidiana. Entao,

VI(z) = @ (p(@)(eV]a]* + |z[*Ve™)
= @'(p(2))(2e*) (1 + 20 (Ja]*) |2 [*) T
= 20 (p(z))e* o7

T

T

Como VU = e 2"V, segue que VU (z) = 29’ (p(x))oF. Visto que & > 0,
(veja Proposicao 5.8) e o > 0, concluimos que ¥ é radialmente crescente com
VU(z)#0em B2\ 0.

O

5.3. DEMONSTRAQAO DO TEOREMA PRINCIPAL

Demonstragao. (Teorema 5.6) Considere o conjunto C do Lema 5.12. Suponha
que C contém um tunico ponto. Afirmamos que X é difeomorfa a um disco. De
fato, seja [a] um classe de homotopia em 7 (X, p) com base em p € C Suponha
que [a] é nao trivial. Visto que 0% é estritamente convexo, podemos encontrar
um loop geodésico vy : [0,1] — ¥ com 7(0) = v(1) = pe v € [a]. Como C
¢ totalmente convexo, v([0,1]) € C. Visto C = {p} e [a] é uma classe de
homotopia ndo trivial, temos uma contradi¢do, e portanto, m (3, p) = 0.

Agora, suponha que C contém mais de um ponto. Podemos entao escolher
p1 e pe € C e considerar v : [0, 1] — ¥ uma geodésica minimizante conectando
p1 a pe. Como C é convexo, devemos ter v([0, 1]) C C. Considere ¢ = miny ¥ (x)
e denote por V¥ o gradiente de ¥ em (B2, g), e por V>V o gradiente de W
restrito a ¥. Visto que v(t) é um ponto critico de ¥, para cada t € [0,1],
temos que V=W sobre 7. Visto que V¥ = VU + (V¥)* em ¥ e V¥ & nao
nulo em B3\ 0 (pelo Lema 5.13), precisamos ter V¥ = n(t)N sobre 7 para
alguma fungio n(t) nao nula em [0,1]. Considere a esfera S3 de raio A < r
centrada na origem satisfazendo ¥(z) = ¢, Vo € S2. Como V¥ = n(t)N em
v(t), temos que N & normal a S3 no ponto x = 7(t). Sendo v uma geodésica
em Y, também serd uma geodésica em S3, e portanto, um arco de um grande
circulo.
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Seja m C R? um plano passando pela origem tal que v C 7, e seja E o vetor
normal unitario em R3 ortogonal a 7. Considere o campo vetorial

V=ZAE.

A derivada de Lie da métrica Euclidiana (,) na dire¢cao do campo V satisfaz
Ly {,) =0, isto é&, V & um campo de killing em R?. Afirmamos que V é um
campo de Killing com respeito & métrica g = €2 (). De fato, Como vimos
anteriormente, a derivada de g na direcao e V satisfaz

Lvg=2(V (h))g.
Como
V (h(x) = (VA V) = 20/ (13) (&, V) = 2/(|7) (7,7 A E) = 0,

segue entao nossa afirmacao.
Defina a funcao v : ¥ — R por

o(z) = gV, V). (5.15)
A fungao v assim definida é de Jacobi (Proposicao 1, [15]), isto é, satisfaz
Agv + (Ric(N) + |A]?) v =0, (5.16)

onde Ric(N) denota a curvatura de Ricci de (B3, g) na direcdo de N. Como
N é paralelo a & quando restrito a v, temos que

v(yt) =g (V,N)=g(ZANE,N)=e*" (£ NE,N) =0,
e portanto,

d(r (1) A (1) = Swen)H) =0, vt (5.17)

Para cada ty € [0, 1], considere a curva 5 : (—¢,¢) — 3 tal que 5(0) = ~y(to)
e 5'(0)L+'(to). Seja N(s) a restrigio do campo vetorial N a 8. Entao,

do(5(0)-#(0) = o B)s)

ds 5=0
d /o on  d
= %(6 )|s:0'<V>N>+6 o VIND)

= 2 {(B'(0) A E,N(0)) + (5(0) A E,N'(0))}
= 0. (5.18)
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As trés ultimas igualdades acima sao justificadas da seguinte forma. Como
Z//N em 7(to), resulta que (V,N) _ = 0. Por outro lado, visto que X é tan-
gente a S2 ao longo de v, temos que E//3(0) e portanto (3'(0) A E, N(0)) = 0.
Finalmente, sendo 7/(fy) uma diregao principal de ¥ em ~y(ty), concluimos
que ('(0) é também uma dire¢ao principal no respectivo ponto. Desse modo,
N’(0)//8'(0), o que implica que N'(0)//E, e portanto, (3(0) A E, N'(0)) = 0.

Assim, as equagao (5.18) e (5.17) mostram que ~(¢) é um ponto critico de
v: Y — R, para cada t € [0,1]. Pelo Lema 5.13, a fun¢ao ¥ é radialmente
crescente em B2. Isto significa que C, est4 contido no interior de 3. O Teorema
de S.Y. Cheng ([11], Teorema 2.5), afirma que os pontos criticos sobre as linhas
nodais de uma fungao que satisfaz uma equagao do tipo (5.16) sao isolados, o
que nao ocorre em NoOsso caso, visto que todo ponto em vy C vil(()) é um ponto
critico de v. Nesse caso concluimos que v = 0 e portanto, V ¢é tangente a X..
Sendo V' induzido por uma rotacao em torno do eixo E, dizemos entao que X
é rotacionalmente simétrica. O]

Corolario 5.14. Seja X uma superficie CMC compacta, imersa e de fronteira
livre em (B2, g). Assuma que,

AP e L Ho
— N -2+ — N
g N <5 (24 Tg@ ) )
em todo ponto x € X. Entdo, ¥ € difeomorfa a um disco D?.

Demonstrag¢ao. A condicao de gap com a desigualdade estrita garante que os

dois autovalores do hessiano Hessy W sao positivos. Nesse caso, o conjunto C
contém um tnico ponto. O

5.4. EXEMPLOS

Nesta secao, mostraremos um exemplo de uma superficies CMC ¥ C
(B2, 3), com bordo 9% C JB2, estritamente convexo satisfazendo a condigao
(5.4) no Teorema 5.6.
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Como vimos no Lema 5.12, a condi¢ao de bordo convexo em ¥ C (B2, g)
é mais geral que a condigao de fronteira livre, isto é, toda superficie de fron-
teira livre em (B2, g) tem bordo estritamente convexo. Além disso, as mesmas
conclusoes do Teorema 5.6 podem ser obtidas substituindo a condicao de fron-
teira livre por bordo estritamente convexo. Nesse sentido, o Exemplo 5.19
apresentado ao final da secao pode ser considerado um exemplo ao Teorema
5.6. Exemplos para o caso em que g é uma métrica de curvatura seccional
constante foram apresentados em [22].

Primeiro, note que se ¥ C (B2, §) é um disco equatorial plano, entao 3 é um
exemplo trivial do Teorema 5.6. Para ver isso, basta notar que X ¢ também
um disco equatorial plano com relacao a métrica Euclidiana. Segue entao
da equacao 5.22 que ¥ é um disco totalmente geodésico e de fronteira livre
em (B3, g), e portanto, a condi¢do (5.4) é trivialmente satisfeita. Vamos focar
entao em buscar um exemplo nao trivial, isto é, uma superficie rotacionalmente
simétrica e com topologia nao trivial.

Por se tratar de longos calculos, apresentaremos aqui apenas o roteiro de
como os exemplos sao obtidos. Os detalhes podem ser consultados em [5].

Seja z : (—¢,¢) — R (¢ > 0) uma fun¢ao suave com z(t) > 0 ,Vt € (—c,c).
Considere a superficie ¥ C (R?,(,)) obtida pela revolugao da curva 3(t) =
(x(t),0,t) em torno do eixo Oz e parametrizada por

X(t,0) = (z(t) cos(0), z(t) sin(f), t). (5.19)

Considere em X a orientagao dada pelo vetor normal

N, = L (~cos(8), —sin(0), ' (£).

T+ (t)?

As curvaturas principais de ¥ em X (¢,0) sao dadas por

A i O N ! . (5.20)
(1+2'(2)?)? z(t)/1+2/(t)?

Para cada —c¢ < t < ¢, considere o slice oy = X ({t} x [0, 27]). A curvatura
geodésica de a; com respeito ao campo unitario
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—1 / / .
v(t,0) = H—x’(t)z (2'(t) cos (6) ,2'(t) sin (0) , 1)
normal a a; é dada por:
F(t) = (1) = ——

x(t)/1+2'(t)?

Observagao 5.15. Note que se «; € 0 bordo da superficie X ([t—e, t] [0, 2wz (t)]),

(5.21)

entao a curvatura geodésica de «; com respeito ao vetor normal interior a X
¢ dado por kg (t) = f(t). Agora, se oy ¢ o bordo da superficie X ([t,t + €] x
[0, 27x(t)]), entdo a curvatura geodésica de «a; com respeito ao vetor normal
interior a ¥ é dado por k, (t) = —f(1).

Sob a mudanga conforme g = €2 (, ) na métrica Euclidiana, as curvaturas
principais k; e ky de ¥ C (B2, ) sdo obtidas a partir de k; e ky pela expressdo

i = e (ki — 2u/(|2]*) (%, N,,)) i=1,2. (5.22)

Se (5.19) ¢ uma parametrizagdo de uma superficie CMC com curvatura
média H em (B2, g), entdo a equagao acima fornece

H=e"(H,—4/(|z]) (Z,N,), (5.23)

em que H, denota a curvatura média de ¥ em in (B2, (,)). Considerando

agora as expressoes de N, ¥ e H, em termos de k; e ky, podemos reescrever
(5.23) como

_ (W) a1 (e f)
0 ( O ETICD R (ETIOB TR (t)’f)>- (5.24)

Assim, o problema de encontrar superficies CMC em (B2, g) parametrizada

por (5.19) é equivalente ao problema de encontrar solugoes para a equacao di-
ferencial ordinaria (5.24) dadas as condigbes iniciais de interesse. Por exemplo,
seu=0eH =0, entao (B3,g) (para a = o) ¢ o espago Euclidiano R? e a
solucao para a equagao acima com condigoes iniciais x(0) = ¢y e 2/(0) =0 ¢é
dada por

#(t) = ¢o cosh (i> , (5.25)

Co
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sendo definida para todo t € R.

Agora, vamos focar no caso em que ki + ko = 0. Precisamente, mostraremos
que existe uma superficie minima em (B2, g) com bordo estritamente convexo
satisfazendo a condicao

1
= |A|*g(2,N)? < 2. (5.26)

Em termos de z(t) e u(|z|*), a condi¢do acima pode ser reescrita como

(1 +2u/(|2f?) (2 (t) — x’(t)t)x(t)) (x(t) — 2/(t)1)

~1< 5
(1 20/ (|2[7) (2(8)? + £2))2 () (1 + 2'(1)%)

<1 (5.27)

Seja ¥ C (B2, g) uma superficie minima parametrizada por (5.19), em que
z:[—s,8] = R é uma solugao de (5.24) para H = 0, sendo r = /x(s)? + s2.
Para garantir que a condigao (5.26) é satisfeita sobre ¥ precisamos verificar a
desigualdade (5.27) para z : [—s,s] — R.

Se g é a métrica Euclidiana, entao temos uma solucao explicita para a
equagao (5.24) como em (5.25). Todavia, nao é possivel, em geral, obter uma
solugao explicita para a equagao (5.24) quando consideramos g = e2u(lzl*) (,)
para uma funcao suave u qualquer. Desse modo, a verificacao da condicao
(5.27) para esses casos nao é um célculo direto. A fim de simplificar os calculos,
vamos fixar uma funcao u de interesse como sugere o proximo paragrafo.

Seja (R?,g) o espago Gaussiano, i.e, o espago Euclidiano com uma métrica
_ P
5
Nesse caso, a funcao potencial ¢ do campo conforme 7' com relacao a mé-
2

z _ 2
trica g = e (,) é dada por o = %.

conforme § = e2(=*) () em que u(|z|?) =

Lembremos que para ¥ C (B2, g), a existéncia de uma fungao ¥ : B3 — R

tal que HessyW > 0 é garantida pelo Teorema 5.6 desde que a fun¢ao potencial
d—|z|?

—» temos que o > 0

o do campo conforme 7 seja positiva. Assim, para o =
quando r < 2.

_le?

Desse modo, para u(|z]?) = "5 a equacgao (5.24) com H = 0, pode ser

reescrita como
ZE//(t) _ 1 _ 1 . B x/
1+2/(6)2  z(t) 2( (t) ()t). (5.28)
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O proximo Lema fornece condicoes para a existéncia de uma superficie

2,‘ 2
minima X5 C (]1333 BN <,>> com bordo estritamente convexo.

Lema 5.16. Seja = : (—c,c¢) — R uma solugao da equag¢ao acima com condi-
¢oes iniciais £(0) < V4 —2v/2 e 2'(0) = 0. Entdo, eriste 0 < § < c er =r(0)
tal que a parametriza¢ao dada por (5.19) com L) 5.4 produz uma superficie

x 2
minima Xs C <B3 -4 <,>> com bordo 035 C OB? estritamente convezo.

A demonstracao do Lema acima segue os seguintes passos: Primeiramente,
fixamos um intervalo [—s,s| onde a equagao (5.28) possui solugdo. Sob a
observacdo que x(t) = xz(—t) para todo t € [—s,s| concluimos que a fungao
f definida em (5.21) cumpre f(t) = —f(—t). Considerando a superficie ¥ =
X([—s,s] x [0,27]) com bordo 0% := a_s U a,, vimos pela Observagao 5.15
que a curvatura geodésica do bordo de X, com respeito & métrica canonica de
R? satisfaz, ky, (—s) = —f(—s) = f(s) = ky.(s). Agora, considerando X4 C

(1/'2 —
(R3 e - 1 (,)), a equacado (5.14) fornece a curvatura geodésica k, do bordo
E

0%, com respeito & métrica g = e~ 1 (,) em termos de k, , precisamente,

temos
F(H) = =S (hy, — ()
_ ) (e
44/1 4+ 2/(t)?

Como f é impar, o mesmo valerd para f. A condigao sobre z(0) garante que
41(0) > 0 e portanto, f é crescente em um intervalo [—d, 6] para algum § > 0.

Logo, X5 C (Bf,e_% <,>> ¢ uma superficie minima de bordo estritamente
CONvexo.

O proximo Lema fornece condicoes para a existéncia de um € > 0 de modo
que a rotagdo de z : [—¢,e] — R, solucdo de (5.28) produza uma superficie
minima satisfazendo a condigao de gap (5.4).

Lema 5.17. Seja x : (—c,c) — R uma solu¢ao da equagio (5.28) com con-
digoes iniciais 2'(0) = 0 e x(0) = my < V4 —2v/2. Entdo, eviste ¢ > 0 tal
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que Y, parametrizada por (5.19) com t € [—e, g], € uma superficie minima em

||

2
(Bi,e’T <,>> de modo que a condi¢ao (5.27) € satisfeita sobre ..

Para a demonstracao do Lema acima define-se a funcao

[4 - a(t)(z(t) — 2'(t)t)] (2(t) — 2'(t)t)

O = e - B+ 707

(5.29)

e por um célculo direto, verifica-se que F(0) = 1, F'(0) = 0 e F"(0) < 0.
Assim, F admite um maximo local em 0 € (—¢,c). Por continuidade, existe
e > 0 tal que F(t) < 1Vt € (—¢,¢), isto &, a desigualdade (5.27) é satisfeita
sobre X..

Finalmente, escolhendo £ > 0 como sendo o minimo entre § e € nos dois
Lemas anteriores decorre o seguinte Teorema.

|2

Teorema 5.18. Eziste 7 > 0 e uma superficie minima X C (B2, e™ 1 (,))
com bordo estritamente convero 0% C OB3 de modo que a condigdo

1 —f =
AP g Ny <2
¢ satisfeita sobre X.

Em [6], Sigurd B. Angenent mostrou a existéncia de um toro minimo nao
. —|o|? . ~
circular T4 C <R3,e 1 <,>> obtido pela revolucao de uma curva planar

fechada simples em torno de um eixo fixo. Vamos assumir que a curva perfil
do toro de Angenent estd no plano zz sendo rotacionada em torno do eixo z
(Veja figura 1).
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Figura 1. Superficie do Exemplo 5.19 obtida pela interseccao do toro de Angenet
||

T4 com uma bola B? no espaco (R*,e” 1 (,)).

Angenent mostrou que a curva perfil do toro T 4 é simétrica com respeito
a0 eixo x e intersecta-o ortogonalmente em dois pontos 0 < z7 < z5. Em (]|27],
Proposigao 2.1), Méller obteve informagoes sobre a localiza¢ao de T 4, dentre
elas, a que mais nos interessa é sobre o valor de x;. Precisamente, foi obtido

que

l—i<x <l—|—3
6 98 7' 16 98

Seja 5(t) = (x(t),0,t) uma parametrizagao local da curva perfil do toro T 4
tal que x : (—c, ¢) — R satisfaz as seguintes condigdes: z(0) = z; e 2/(0) = 0.
Temos que 2(0) = 21 < & + & ~ 0,46811... < \/4—2v2 ~ 1,08239. O
Teorema 5.18 fornece o seguinte exemplo.
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Exemplo 5.19. Existe r = r(z;) < 2 tal que X := T4 N B} ¢ uma super-

—|z|?
4

ficie minima ¥ C <IB%§, e (,)) com bordo estritamente convexo em que a
condicao de gap

1
1A 9@, N)* <2 (5.30)

é satisfeita sobre Y.

O exemplo acima pode nao satisfazer a condigao de fronteira livre. Nossa
expectativa é que o valor de r possa ser escolhido de modo que r < 2 e ¥ =
T 4N B3 seja uma superficie minima de fronteira livre em <IB3§Z, e’# (, >> onde
a condicdo de gap (5.30) seja satisfeita. E se esse for o caso, uma questao
interessante é: para r fixado, o disco totalmente geodésico e a superficie ¥ =
T 4NB? sdo as tnicas superficies minimas de fronteira livre em (IB%?, e‘# {, ))

satisfazendo a condicao (5.30)7
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ALGUNS PROBLEMAS DA AREA E
CONCLUSAO

Neste capitulo, apresentaremos alguns problemas da area e faremos uma
breve conclusao.

6.1. ALGUNS PROBLEMAS DA AREA

E conhecido que o catenéide critico ¢ um anel minimo de bordo livre mer-
gulhado em B3. O disco equatorial plano é definido como sendo a intersecao
da bola unitaria com um plano contendo a origem.

Os discos equatoriais planos sao superficies de bordo livre e totalmente
geodésicas em B3. Nitsche mostrou que eles sdo de fato as tinicas superficies
minimas de fronteira livre imersas em B? que sao homeomorfas a um disco:

Teorema 6.1 (Nitsche - 1985). Seja X2 uma superficie minima de bordo livre
em B3. Se X2 tem o tipo topoldgico do disco, entdo ¥* é um disco equatorial
plano.

Fraser e Li fizeram a seguinte conjectura:

Conjectura 6.2 (Fraser - Li -2012). O catendide critico é a inica superficie
minima anular em B3, mergulhada de bordo livre em B3 (a menos de movi-
mentos rigidos).

Fazendo um paralelo com as superficies minimas na S*, Lawson em 1970,
fez a seguinte conjectura:
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Conjectura 6.3 (Lawson - 1970). O toro de Clifford é o tinico toro minimo
mergulhado em S*(a menos de movimentos rigidos).

A qual foi provada por Simon Brendle em 2013 em [10].
Sugerimos ao leitor o trabalho de Li, [23], que tem varios problemas em
abertos com a teméatica abordada neste minicurso.

6.2. CONCLUSAO

Vimos neste livro alguns resultados da area de superficie minimas ou CMC.
Como dissemos, aqui é apenas uma sementinha que tentamos jogar para des-
pertar ainda mais o interesse, principalmente dos jovens, nesta vasta e rica area
da Matematica! Esperamos ter contribuindo com a divulgacao desta temaética.
A todos, nossos agradecimentos pela oportunidade.
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RESULTADOS AUXILIARES

Nesta secao, provaremos alguns resultados que foram usados ao longo do
texto principal.

Seja (M™, g) variedade Riemanniana com fronteira dM, possivelmente nao
vazia. Considere ¥"~! uma hipersuperficie compacta, conexa, e 2-sided com
0 tal que X estd imersa em M e 03 C M. Dizemos que X é dita propriamente
imersa (resp. mergulhada) em M quando ¥ é imersa (resp. mergulhada) em
MeXNOM = 0%.

Definicao A.1. Uma variacao admissivel de ¥ é uma aplicacao diferenciavel
Y x(—€e) > M

tal que, para todo t € (—e¢,€) a hipersuperficie 3; = f;(X) é propriamente
imersa em M, onde f; : ¥ — M ¢ dada por fi(p) = f(p,t) com fo(X) = X.

0
Chamamos de campo variacional V = T Denotemos por 5
T

(1, ,x,) sao as coordenadas locais em .

, onde

Suponha que Y seja 2-sided, ou seja, existe um campo normal diferenciavel,
globalmente definido em Y. Dessa forma, podemos escrever

V=VT4+Vt=V"4g(V,N)N =V"+pN,

em que p = g(V, N) é chamada de fungao lapso.
Para obtermos a primeira variacao de area, inicialmente, vamos encontrar
a variacao do tensor métrica.
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Proposicao A.2. A varia¢ao da métrica é dada por:

Oi(gi5) = 9(Va,V,0;) +9(0;,Va, V), (A1)
Agi; = —29%¢"9(Vo,V,0), (A.2)

Demonstragao. Primeiro, pela regra de Leibniz, temos
Orgi5 = 0¢9(0;,0;) = 9(Vv 0, 0;) + g(0s, Vv ;) = g(Va,V, 0;) + g(0i, Va, V).

O que prova o item (A.1).
Agora, usando que g% g = d;, obtemos

(9™ gm) = Di(da) = 0.

Dai,

(9™ Vg1 + 9™ (Dugir) = 0.
Usando (A.1), temos

g™V g + 9" (9(Va,V,0) + g(0, Vg, V) = 0.
Multiplicando por g4, conseguimos
(919™) 919" + 99" (9(Va,V.0) + 9(0, Vo, V)) = 0.

Novamente, como g*gy; = d;;, segue que

0ig? = —29"4"g(Vo,V, 1),

onde usamos que temos dois somatoérios, um em k e o outro em [, e a par-
cela g(Vy,V,0;) aparecera duas vezes. Finalmente, como ¢ = ¢7') segue o
resultado. O

O funcional area da variagdo f é a funcao |%;| : (—e¢,¢) — R dada por

‘Et‘ :/dAt,
¥

onde dA; é o elemento de volume da hipersuperficie ¥J; induzida por f.
Antes de provarmos a primeira variagao de area, precisamos do seguinte
resultado:
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Lema A.3. Seja A(t) = (a;;(t)), t € (—€,€) caminho suave de matrizes n X n
tal que A(0) = Id, entao

d /
—det A(t)|i=o = trA’(0).
dt
Proposicao A.4. (Primeira variagao de drea) Com as hipdteses anteriores.
A primeira variacao de drea de Y € dada por:

d
8o = [ HoV. A+ [ gy
dt > oy

onde v € o vetor normal a OM que aponta para fora de M.

Demonstragao. Observe que, pelo Teorema da divergéncia, basta mostrarmos

que

d
EdAt|t:0 = div(VT) + Hg(V, N).

De fato, usando a regra de Leibniz, temos

d d
Sl = [ LAl

Fixemos p € ¥ e um referencial {e;} ;, numa vizinhanca U C ¥ de p, orto-
normal em rela¢ao & métrica g. Podemos admitir que (f;)|y : U — Uy = fi(U)
¢ um mergulho para |t| < €, caso seja necessario basta diminuir U. Seja
{e;}?_, um referencial em U, tal que dfie; = e;. Em particular, tem-se que
€i(0) =e;, 1 € {1,--- ,n}. Agora defina

Gijy = glei(t), e;(t)), 1 <4,j,<n.

Seja {€;(t)}"_; um referencial ortonormal em U; com rela¢do a métrica g e com
a mesma orientagao de {e,--- ,e,}. Entao

ei(t) = alén(t),

ij
onde A(t) = al tem determinante positivo. Dali,

9i(t) = g(ei(t), ;(t)) = agaj, = (A(t) A" (1));;.
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O que implica detA(t) = /g(t), onde g(t ) = det(gw( ).
Observe que dA;(ey, -+ ,e,) = detA(t) = /g(t). Com efeito, considere dA,
como sendo o elemento de volume de Zt em relagao a métrica g. Entao,

dAt(ela T 7€n) == (ft*dAt>(ela e 7en)
dAt(dft@h T adften)

dAt(ela 7€7L)
det At )dAt( 1(1), -+, €a(1))
= detA(t q(t).

Portanto, detA(t) = /g
Como g;;(0) = (e,,e]) = 5,j, segue que ¢(0) = detg;;(0) = detld = 1. O

que implica
d 1 d 1dg

—dAt|i=o = ——=—9(0)dA = =—(0)dA.
Pelo Lema auxiliar, temos que Z—i(()) = tr(g;;(0)), o que nos fornece
d 1
270 Adi=0 = 5.91.(0)dA,

onde ¢, (t) = Org(ex(t), ex(t)) = 2g(Vyer(t), ex(t)). Mostraremos que
Vyer(t) = Ve.)V.

De fato, considere em ¥ X (—e¢, €) a métrica produto e i, : X — X X (—¢,€) a
inclusdo candnica, ou seja, i;(y) = (y,t). Denotemos também por e o levan-
tamento vertical de e, € X(U) a U x (—¢,€), e note que [0, ex] = 0. Como
fi = f o1y, temos

ek(t) = dft(ek) = df(?“, t) o} (dz't)rek = df(m)ek

Usando propriedades dos colchetes de Lie, temos que

V,ex()] rry = [df ety Ors df ryer) = dfy4[Or, ex) = 0
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Donde, Vyei(t) = Ve, V. Dai,
9ie(t) = 29(VeryVsen(t)) = 2{er(t)g(Vi ex(t)) — g(V, Ve,mer(t)) }-
Usando que g(ex, N) = 0, temos g(N, V,er) = —g(Ve, N, ex). Assim,
]' /
59:(0) = ex(0)g(V: ex(0)) = g(V, Ve 0)ex(0))
= erg(Vier) — g(V, Ve,er)

= eg(V' +g(V,N)N,ex) — g(V" + g(V,N)N, V., ex)
= g(V, V', er) —g(V,N)g(N,V..ex).

Portanto,

d
%dAt‘tzo = divg(V") + Hg(V, N).

E o resultado segue. [

Dado um ponto critico do funcional area, i.e., dada uma hipersuperficie
minima com bordo livre, podemos calcular a segunda variacao de area. Seja
¥~ uma hipersuperficie com bordo livre em M. Para toda variacao admissivel
> de X, temos que

@ B . 99
ealsil = [ 680t (R, MHaR)oYAr [ 658 - 11wl

di? ox
onde Ric é o tensor de Ricci de M e A é o operador de Laplace de ¥ com
respeito a métrica induzida de M. A prova deste fato pode ser feita usando os
argumentos modificados de Barbosa-do Carmo |9].

A seguir apresentaremos algumas proposicoes que serao importantes para
o decorrer do minicurso.

Proposicao A.5. Seja x : X" — M"™ uma imersao isométrica. Suponha
que M tem curvatura seccional constante. Entio Asx|z|* = 2nH{x, N) + 2n.
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Demonstracio. Suponhamos, inicialmente, que M"*! = R"*l Sejam p €
Y, {e;}, referencial geodésico e considere xz(p) = X (p) vetor posigdo. Assim,

n

Ag|X[P = Y e XP =2 e;(Ve, X, X)

i=1 =1

= 23 e X)
i=1

— 2iei<veiei,X)+2i<€u€i>
i=1 =1

= 2 (i(VEiei,)Q + ((Veiei)N,X>> +2n

= 2nH(N,X) + 2n.

Agorase r : X" — Q" ¢ #£ 0 (— R"?). Sejam p € X, {e;}, referencial
geodésico, escreva X = X7 + XV, Dali,

n

As|X]P = ) e X[

=1

= 2i€i<veiX, X>

i=1

= 2i6i<ei’X>
=1

= 2 z”: ei(Ve,ei, X) + 2 Z<€i7 ei)
i=1

=1

= QZ<VQ€¢’ <Xv N>N + Z<X7 €k>ek> +2n
=1 k=1

= 2(N. X)) (Ve N) +2n.
i=1

= 2nH(N,X) + 2n.
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Logo,
Asg|X|? = 2nH(N,X)+ 2n.
O

Proposigdo A.6. Sejam x : X" — M™™ uma imersio isométrica, {e;}",
um referencial local ortonormal e N um campo vetorial normal a imersao x.

Entao,

Z<v€iv6iN’ N) = _’A|27
i=1
onde A € o operador forma.

Demonstragao. Com efeito, seja V a conexao de M™*! e V a conexdo de M.
Como (N, N) =1, entao

(Vo,N,N)y=0Vi=1,--- n.
Dai, V., N é um campo local tangente a . Assim,
0=e(Ve,N,N) = (V. V. N,N)+ (V.,N,V.N).

O que implica,

i<veiveiN7N> = _i<v€iN7veiN>
i=1 =1
= =Y O VeN,¢)e;, (O Ve N erer)
=1 j=1 k=1

= _<Z veiN’ ej>2 = _’A|2'

ij=1
[

Proposi¢ao A.7. Seja x : ¥ — M™ uma imersao isométrica CMC. Supo-
nha que M tem curvatura seccional constante, entao

n

Z<veiveiN’ €k;>(p) = 0, v ]{ = 1’ ceen,

i=1

onde {e;(p)}_, € um referencial geodésico em p € 3.
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Demonstragao. De fato, seja p € ¥ e considere {e;(p)}I-, um referencial ge-
odésico, entdo Ve e;i(p) =0, Ve,e(p) € (TM)*. Dai, [e;, e;](p) = 0, Vi,j =
1,---,n. Como (N,e;) = 0, entdo (V. N, e) + (N, V..er) = 0. O que nos

fornece

(Veivei]\f, €k> + <veiN, vei€k> = —(WeiN, vei€k> — <N, veivei€k>.

Por um lado, usando que (N, N) = 1, entdo (V. N, N) = 0, ou seja, V., N

é um vetor tangente a >. O que implica
é um vetor normal. Dai,

(Ve Ve N, er) = —(N,V.Ve.ep.

1

Por outro lado,

<Na veiek - vekei> = <N7 [eiaekD =0.

e;). Dali, obtemos

(Ve,N, V) + (N, V., Veer) = (V. N, Ve, &) + (N, V., V,.e).

7

Ou seja,

<N7 vezvezek>(p) = <N7 vezvekyel>(]))
Agora, usando (A.3), temos

<v€iv61N7 ek><p) = _<N7 veiv€i€k>(p> = _<N7 veiv€k€i><p)'

(A.3)

(A.4)

Desde que M™*! tem curvatura seccional constante, entao pela equacio de

Gauss, obtemos

(R(e;, ex)ei, Ny = c({e;, e;){ex, N) — (ex, e;){e;, N)) = 0.

O que implica,

<vekvei€i — 7 Vekei + v[ehek]ei, N> = 0.

€
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E assim,
(Ve Veei, N) = (V. Veei, N). (A.5)

De (A.3) e (A.4), segue que

Z<veiv61Na ek) = - Z<N’ veivekei>

i=1 =1

]

Proposigao A.8. Seja x : X" — M™ uma imersdo isométrica CMC. Supo-
nha que M tem curvatura seccional constante. Seja uw = (x, N), onde N um

campo vetorial normal a imersao x. Entao,
Asu = —nH — u|A*.

Demonstragao. Sejam {e;}*_; um referencial ortonormal e N um campo veto-

rial unitario normal a z.
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—nH + {(x, NY(N,> V,V.,N)+ Z(m, ex) (e, Zveﬁeim

=1 k=1 i=1

O

Proposicao A.9. Seja x : X" — M™ uma imersao isométrica. Seja u =
(x, N, onde N um campo vetorial normal a imersao x. Considere v = x—uN.

Entao,

divs(z") = n + nHu.

Demonstragdo. Denotemos por 1 = (x, N)N. Dessa forma, podemos escrever

T

2T =2 — 2zt Dali,

divg(z — 2t) = Z(Ve(l" —zh)e)
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Como consequéncia desta tltima proposicao, obtemos

Corolario A.10. Com as hipdteses da proposi¢ao anterior e considere que
tem bordo, 0X. Admita que estamos trabalhando com free boundary, entdao

L(0%) =nA(X) + n/ HudA.

Demonstragao. Pelo Teorema da Divergéncia e desde que estamos com a hi-
potese de bordo livre, entao

/82@:— (x, NYN,v)dl = /Edivg(:zzT)dA
- /E(n—l—nHu)dA—nA(Z)—i—n/ZHudA.

Usando que (N,v) =0 em 0%, segue o resultado. O
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