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PREFACIO

Essas notas de minicurso sao uma tentativa de esbogar uma prova, enten-
divel para o proprio ministrante, do resultado seguinte.

Teorema 0.1 (Paul Malliavin e Marie-Paule Malliavin [25] (1992)). Seja K
um grupo de Lie compacto. Os grupos de caminhos C (I, K) e de lagos C(S*, K)
continuos sao medidveis.

Claro que todos os erros introduzidos pela simplificacao sao os meus.

Um grupo de Lie compacto é simplesmente um sub-grupo fechado do grupo
SO(n) de matrizes ortogonais de determinante 1, munido da topologia eucli-
diana induzidas. O caso interessante é onde K é conexo.

O grupo C(I, K) consiste de todas as aplicagoes continuas do intervalo fe-
chado, I = [0,1], para K. As operagoes de grupo estdo definidas de modo
pontual: (fg)(t) = f(t)g(t) e f~*(t) = f(t)~' para ¢t € I. A topologia so-
bre C(I, K) é a de convergéncia uniforme, dada pela qualquer métrica de tipo
d(f,g) = max{||f(t) —g(t)|]| : t € I}, onde a norma ¢ uma norma sobre o
espago vetorial de dimensao finita M, (R) de matricez (nota-se que topologi-
camente, essas normas sao todas equivalentes). E facil verificar que, com tais
operagoes e topologia, o grupo de caminhos C(I, K) torna-se um grupo to-
pologico, ou seja, as operagoes de multiplicacao e de inversao sao aplicagoes
continuas. O grupo C(I, K) se chama o grupo de caminhos continuos.

O grupo C(S', K) de lagos continuos ¢ definido de forma analoga.

Definigao 0.2. Um grupo topologico G se chama medidvel (amenable, em
inglés, ou moyennable, em francés), se cada vez que G age sobre um espago
compacto, X, existe uma medida de probabilidade (boreliana e regular), u,
sobre X, invariante sob a acao de G.
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Uma a¢ao de G sobre um espago compacto X é uma aplicacao continua
GxX—X,(g,x)—g-z,tal que (gh) - x=¢g-(h-z)ee-z=x,ondeeéo
elemento neutro de G.

Os grupos de caminhos e de lagos jogam um papel importante na matema-
tica e na fisica matematica, principalmente no caso de aplicagoes mais suaves
[36, 1]. Parece que nao se sabe se tais grupos sdo mediaveis, a partir de classe
de suavidade ligeiramente mais alta que C°, a classe H' de Sobolev. Para
grupos de aplicagoes C'(X, K) de uma variedade compacta, X, ndo se sabe se
eles sdo medidveis para dim X > 1, mesmo no caso C° [5, 33].

A prova exige varias nogoes e ferramentas. Elas incluem as médias inva-
riantes, a medida de Wiener, a integral multiplicativa, e a aplicagao de Ito.
Uma média invariante |11, 17| sobre um grupo G é um funcional linear e po-
sitivo ¢: F — R (onde F é um espaco de fungoes reais sobre (), que envia a
funcao 1 para 1 e toma o mesmo valor em f e em translagao de f por qualquer
elemento de G. A medida de Wiener [23, 3] é um anélogo da medida gaussi-
ana para espagos de dimensao infinita. A integral multiplicativa [9, 28| é uma
versao da integral classico de Riemann e Lebesgue, onde a adig¢ao é trocada
por multiplica¢do, que pode ser nao comutativa. A aplica¢ao de Itd [25] é uma
versao estocéstica da integral multiplicativa.

A busca de provas e construgoes que se encaixassem em 3 aulas, sem divida,
trouxe mais de um erro escondido nessas notas. A minha tnica justificativa é
as palavras de Liev Tolstoi: um trabalho mal feito € melhor do que nenhum.

Esse trabalho foi apoiado pela bolsa DCR-A do CNPq e FAPESQ do Pro-
grama de Desenvolvimento Cientifico e Tecnologico Regional do Estado da
Paraiba, processo 300050,/2022-4.

Joao Pessoa, Novembro de 2022

Vladimir Pestov



MEDIAS INVARIANTES

1.1. GRUPOS COMPACTOS

Os grupos compactos — por exemplo, o grupo special ortogonal SO(n)
— formam uma espécie mais imediata de grupos topologicos mediaveis. Re-
lembramos que cada grupo compacto admite uma medida de probabilidade
boreliana e regular, v, chamada medida de Haar, que é invariante a esquerda
e a direita. (Para uma construcao elegante da medida de Haar que pertence
a von Neumann, o leitor pode consultar, por exemplo, as minhas notas [32],
p. 444, disponiveis gratuitamente no site do IMPA). Agora suponha que um
grupo compacto, K, aja sobre um espago compacto, X. Escolha qualquer
ponto £ € X e defina a aplicacao de orbita:

ortbe: G2g—g-£eX.

Como a acao K x X — X ¢é continua, a aplicacao orbg de G por X é continua
também. Definamos a imagem direita 1 = orbe () da medida de Haar v por
orbe como segue: para cada conjunto boreliano A C X,

wA) =v{geG:g-£ € A}
=v [orbgl(A)} :
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Esta v é uma medida de probabilidade boreliana e regular sobre X, e ela é
invariante sob a acao de K: qual quer que seja g € K,

u(gA) =v{he G: h-§ € gA}
=v{gheG: h-{ e A}
=v [g-orbgl(A)}
= u(A),

pois v € invariante sob translacoes a esquerda em K.

Observagao 1.1. Este é o limite da utilidade de medidas invariantes. Segundo
o teorema de André Weil (|42], Appendice I), sob umas hipoteses bastante
fracas, um grupo topologico admitindo uma medida de probabilidade invari-
ante a esquerda é necessariamente compacto. Em particular, um resultado que
Oxtoby [29] atribui a Ulam, diz que um grupo polonés (separével e completa-
mente metrizavel), admitindo uma medida boreliana invariante a esquerda, é
compacto. Veja também [16], Apéndice, para mais.

Porém, as medidas assintoticamente invariantes sao muito comuns. Um
caso onde elas aparecem ¢ o de grupos topologicos G aproximados por subgrupos
compactos, no sentido seguinte: para cada vizinhanca V' de identidade em G
e cada subconjunto finito g1, go, ..., gn, n € N, existe um subgrupo topologico
compacto K de G e os elementos x1, 1y, ...,2, € K tais que g;r; ' € V para
todos i = 1,2,...,n. Deixemos como exercicio o resultado seguinte (que nao
vamos usar, porém fazer o exercicio vai ajudar a compreensao).

Exercicio 1.2. Mostrar que cada grupo topologico G aproximado por sub-
grupos compactos é mediavel.

Dois exemplos de grupos deste género sao os seguintes.

Exemplo 1.3. O grupo O(H) consiste de todos os operadores ortogonais sobre
o espago de Hilbert H, ou seja, os operadores u: H — H com uu* = u*u = L.
A topologia de O(H) é a topologia forte: a topologia mais fraca tal que todas
as aplicacoes de oOrbita,

OH)su—uéeH, £€H,
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sao continuas. E uma sequéncia de exercicios interessante, de verificar que
O(#H) é um grupo topologico, metrizavel, separavel e completo se H é separavel,
e que O(H) é aproximado por subgrupos compactos, nomedeamente os de

forma O(n).

Exemplo 1.4. Seja (X, 1) um espago probabilistico padrao, ou seja, um con-
junto munido de uma sigma-algebra isomorfa & sigma-algebra boreliana de
um espaco métrico separavel e completo, e uma medida de probabilidade nao-
atomica. Denotaremos Aut (X, ) o grupo de todas as classes de equivaléncia
de aplicagdes mensuraveis de X por se mesmo que conservam a media p. (Duas
aplicacoes sao equivalentes se eles coincidem em p-quase toda parte, ou seja,
sobre um conjunto de medida 1). Um automorfismo possui um inverso, f~*,
que é também um automorfismo e satisfaz fo f~! = f~' o f = Id em quase
toda parte. (Exercicio; usa-se teorema de Luzin, veja por exemplo [32], teor.
E.2.14, onde sem perda de generalidade pode-se supor que f toma valores em
X proprio).

A topologia sobre Aut (X, 1) é a chamada topologia fraca: a topologia mais
fraca tal que todas as aplicagoes

Aut (X, u) 3 g — u(AAgA) e R

sao continuas, onde A C X é um subconjunto boreliano. (Basta supor que A
pertence a uma familia que gera a sigma-algebra boreliana, exercicio). Mostrar
que Aut (X, ) é um grupo topologico, separavel, metrizavel com uma métrica
completa (ou seja, um grupo polonés). Todos os resultados necessérios sobre
espagos com medida podem ser achados em [32].

E menos trivial de mostrar que o grupo Aut (X, 1) é aproximado por sub-
grupos compactos - de fato, subgrupos finitos de permutacoes de subintervalos.
Isso ¢ uma consequéncia do famoso lema de Rokhlin (ou de Kakutani-Rokhlin),
importante na teoria ergodica (veja, por exemplo, 21|, pp. 65-68, ou [40], p.
25, 1.4.3, e p. 26, exercicio 1.4.4). Veja também [14], sect. 4.

Nota-se que os grupos U(H) (quando dimH = oco) e Aut (X, ) ndo sao
localmente compactos (exercicio).
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Exercicio 1.5. Seja X um espago compacto totalmente desconexo (naquele
caso ele tem uma base que consiste de conjuntos abertos e fechados). Seja K
um grupo compacto. Mostra que o grupo C'(X, K) de aplica¢oes continuas de
X para K, munido da topologia de convergéncia uniforme, é aproximado por
subgrupos compactos, em particular, é mediavel.

1.2. GRUPO ADITIVO R

Vamos mostrar que o grupo aditivo de niimeros reais, com a topologia
padrao, ¢ mediavel. Dado x € R e € > 0, escolhemos 1" > 0 tao grande que
|z|/T < e. Definamos uma medida de probabilidade, v, como a restri¢ao
de medida de Lebesgue sobre o intervalo [—T),T], normalizada de modo que
vr(R) = 1. Em outras palavras,

1
—
2T

e para qualquer fungao mensuravel e limitada, f,

/fduT = %/jf(t)dt.

Vamos introduzir uma notagao geral. Suponha que um grupo G aja sobre um

vr(A) = ZAMAN[=T,T]),

espago mensuravel X, e p é uma medida sobre X. Para um elemento g € G,
denotaremos ¢ * u a translacao de u por g:

g * u(A) = p(g - A).
De modo equivalente, para cada funcao integravel sobre X,
[ @ dgsuto) = [ 75)dn

onde
If(x) = flg™" - ).

Por exemplo, vamos denotar *f a translacao aditiva de f por z, definida por

() = St — ).
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Suponha para simplicidade que = > 0. A mudanga de varidveis mostra que

(/ifmf@)dt:g/i#mxf@)dt

Suponha que f é mensuravel e limitada por 1. Temos

‘/fdl/T—/xfdl/T < ’/ zdeT_/ deT +
[-T+=,T) [T, T—x]
+ ‘/ deT +
[T—=z,T)
+ ‘/ /mf dl/T
[-T,—T+x]
<O+ 2+ =
- T T
< 2e.

Claro que a mesma conclusao ¢ valida se x < 0. Isso significa que a distancia
em variagao total (que vamos definir em breve) entre a medida v e a translagao
dela por x converge para zero quando 7' — oo. Como diz-se, as medidas (vr)
sao assintoticamente invariantes.

Agora suponha que R aja sobre um espago compacto, X. KEscolhamos
¢ € X, e formamos as imagens direitas das medidas vy em X ao longo da
aplicagao de orbita, orbg: R> 2 — 2 - £ € X:

pr = orbe(vr).

Para qualquer fungao continua f € C'(X) e qualquer = € R,

/fd,uT:/foorbngT,
X R

/ ‘de,uT:/(xf)oorbgdyT,
X R

/deuT—/XxfduT

e por conseguinte

—0
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quando 7" — oo. As medidas (ur) sdo assintoticamente invariantes também.

As medidas de probabilidade borelianos e regulares sobre um espago com-
pacto correspondem aos funcionais ¢ sobre C'(X) lineares, positivos, e enviando
1 para 1 (teorema de Riesz; no caso metrizavel veja, por exemplo, [32], teo-
rema H.2.1). O conjunto de tais medidas forma, deste modo, um subconjunto
fechado da bola unitaria do espago dual, compacto na topologia fraca*. A
sequéncia das medidas (ur), 7' € N, admite um ponto de acumulagao, pu. A
invariancia assintotica das medidas (ur) implica que p é invariante por agao
de R: para cada f € C(X),

[ @ duta) = [ ) duta),

qual quer que seja = € R.

Os conjuntos [—7',T] neste contexto se chamam conjuntos de Folner para
o grupo localmente compacto R. Eles testimunham que o grupo R é medié-
vel. De fato, nés nao precisamos trabalhar com uma ac¢ao sobre um espaco
compacto, tudo pode ser decidido dentro do grupo proéprio. Basta produzir
uma sequéncia de medidas de probabilidades assintoticamente invariantes no
sentido da distancia em variacao total.

Exercicio 1.6. Use o mesmo argumento com conjuntos de Fglner propria-
mente escolhidos para mostrar que Z com a topologia discreta ¢ mediavel.
Modifique-o para mostrar que cada grupo abeliano com qualquer topologia
(incluindo discreta) é mediavel. Por exemplo, R ¢ mediavel mesmo com a
topologia discreta.

1.3. DISTANCIA EM VARIAGCAO TOTAL

Definicao 1.7. A distdncia em variacao total entre duas medidas de probabi-
lidade, i1 e v, sobre um espago mensuravel (X, A) (onde A é uma sigma-algebra
de subconjuntos de X') é dada por

[ = vy = sup |u(A) — v(A)].
AcA
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A distancia em variagao total é uma norma sobre o espac¢o maior de todas as

medidas assinadas de Radon, o que explica a notacao. Em particulr, deixamos
como exercicio a verificacao dos axiomas de uma métrica.

[ f@aute) - [ sie) vt

Aqui, |||, € a norma uniforme (norma supremo).

Lema 1.8.

(1.1)

sup

| | !
H=Vipy =35
2711

< Desigualdade <: se u(A) — v(A) = C, entdo para f = x4 — Xac temos
J @) dp(x)— [ f(z) dv(z) = (u(A) —v(A)+(=(1—pu(A))+(1-v(4)) = 2C.

Desigualdade >: Basta verificar para as fungoes simples. Suponha que a
restricao de f sobre cada elemento A de uma partigao mensuravel finita v de
X éigual a f4 € [—1,1]. Primeiramente suponha que f > 0. Denota B a
unido de todos os pedagos A € v onde p(A) > v(A). Entdo, temos

[ @ duta) - [ #a)vio) = 3 fau4) - v()

Aery
< u(B) —v(B)
<|lu—=vlpy -

Para f qualquer, escreve f = f, — f_, onde fi > O:

‘/f Jdu(o) - [ fa)dvla ‘/f+ Vauta) = [ f (@) vt
v v

<2lp=vllpy -

>
Podemos generalizar o nosso argumento. Estamos deixando a prova da
afirmacao seguinte como exercicio.
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Proposicao 1.9. Suponha que um grupo topoldgico G admite uma sequéncia
(ou bem uma sequéncia generalizada), (., de medidas de probabilidade boreli-
anas e requlares, tais que para cada g € G,

g * pta — pallpy = 0 quando o — oo.

Entao, G admite uma média invariante a esquerda sobre as funcoes borelianas
e limitadas. Em particular, G € medidvel.

Nota que para grupos poloneses, que nos principalmente interessam, cada
medida de probabilidade boreliana é automaticamente regular ([32], p. 276,
E.2.10).

1.4. FUNCOES UNIFORMEMENTE CONTINUAS A DIREITA

Uma funcao f: G — R sobre um grupo topolégico G se chama wunifor-
memente continua a direita se para cada € > 0, existe uma vizinhanca V' da
identidade de G tal que

Vge G, VeV, [flg)— flug)] <e.
Ou, de modo equivalente e mais convencional, trocando as variaveis v = gh™!,
Vg,he G, gh™t eV =|flg)— f(h)| <e.

Exercicio 1.10. Mostrar que uma fungao limitada f: G — R é uniformemente
continua a direita se e somente se a aplicagao de o6rbita, orby,

Go>g— gfeﬁoo(G)
é continua.

Exemplo 1.11. Suponha que um grupo topologico G aja sobre um espago
compacto X. Sejam § € X e f € C'(X). Entao, a funcdo f = foorbs: G — R,
dada por f(g) = f(g-£), € uniformemente continua a direita (e limitada, claro).
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< Seja € > 0. Usando a compacidade de X, escolha uma cobertura finita, ~,
de X com conjuntos abertos, tendo a propriedade: se z,y € V € 7, entao
|f(z) — f(y)| < e. (Essencialmente, isso é a prova do que f é uniformemente
continua). Para cada x € X, escolha uma vizinhanga W, de e em G e uma
vizinhanga U, de z em X tais que W, - U, C V para cada V € v que contém
x. (Isso é possivel porque a agao de G é continua). Escolha um conjunto finito
T, ...,T, tal que UM U; = X, e define W = N, ;. Agora sejam v € V e
g € G. Existe i tal que g - £ € U,,, entao para cada V € v que contém g - & e
para cada v € W temos vg - £ € W - U,, CV, logo:

1F(9) = Fwg)l = |f(g-€) = flug-&)| <e ».

O que é importante, é que cada funcao limitada e uniformemente continua
a direita sobre um grupo topoldgico GG é obtida por esta contrucao a partir de
uma agao apropriada de G sobre um espago compacto. O conjunto RUCB (G)
de todas as fungoes limitadas e uniformemente continuas a direita sobre G
forma uma C* &lgebra comutativa, uma sub-algebra de ¢>°(G). O espago de
Gelfand de ideais maximais de RUCB (G), que consiste de todos os funcionais
lineares multiplicativos (¢(fg) = ¢(f)o(g)) e tais que ¢(1) = 1, é um espago
compacto, denotado S(G) e chamado o dmbito maior (greatest ambit) de G.
Isso é um sub-espago compacto da bola unitaria do espago de Banach dual
RUCB (G)* munido da topologia fraca. Um argumento simples verifica que a
agao natural de G sobre S(G) é continua.

Cada elemento g € G defina um funcional multiplicativo de avaliacao,

9(f) = f(g), e a aplicagao
G359 geSG)

¢ uma imercao homeomorfa e equivariante com relagao a acao a esquerda de
G sobre ele-mesmo: gﬁ = gh.

Agora cada fungao f € RUCB (G) estende-se unicamente até uma fungao
continua f sobre S(G), e temos a identificacdo canénica entre dois C*-algebras
comutativas RUCB (G) = C(S(G)). Relativo ao elemento £ = é, temos por
conseguinte

f = foorbe.
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Todas essas afirmacoes sao bastante simples para ser deixadas como exer-
cicios, com ajuda de alguns basicos da teoria de C*-algebras comutativas (veja
por exemplo as notas de aula de Ian Putnam [34]). Veja também [31], sect.
2.1, ou, para mais detalhes, [7], esp. sect. IV.4. O livro [26], disponivel
gratuitamente, contém bastante informagoes sobre o ambito maior.

Exemplo 1.12. Se G é um grupo discreto, entao cada funcao G — R ¢é
uniformemente continua a direita, e por conseguinte o ambito maior de G é
igual ao compactificado méaximo de Stone-Cech, SG.

Teorema 1.13. Para um grupo topologico G, as condigoes sequintes sao equi-
valentes.

1. G € medidvel, isto €, cada acao continua de G sobre um espaco compacto
admite uma medida de probabilidade boreliana e reqular, invariante pela
acao de G.

2. O ambito maior de G, S(G), admite uma medida de probabilidade bore-
liana e regqular, invariante pela a¢ao canonica de G.

3. Existe uma média invariante sobre funcgoes limitadas e uniformemente
continuas a direita sobre G, ou seja, um funcional linear e positivo
¢: RUCB(G) — R tal que ¢(1) = 1 e para cada f € RUCB(G) e
g € G, temos

¢(°f) = o(f),
onde f(h) = f(g~"h).

< (1) = (2) ¢ trivial, e a equivaléncia (2) <= (3) ¢ dévida ao teorema
de representacdo de Riesz. S0 resta a mostrar (2) = (1). Suponha que G
aja sobre um espaco compacto X. Escolhemos um ponto qualquer £ € X. A
aplicacao

C(X)> f~ foorbs € RUCB(G)

¢ um homomorphismo de C*-algebras unitais. Ela induz uma aplicagao entre
os espagos correspondentes de ideais maximais,

S(G)—-Y CX,
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onde Y é a adheréncia da G-orbita de £ em X. Verifica-se que a aplicacao acima
é continua e G-equivariante (commuta com as duas ac¢oes de ). A imagem
direita de uma medida G-invariante sobre o ambito maior é uma medida de
probabilidade G-invariante sobre Y, logo, sobre X também. >

Observagao 1.14. Para grupos localmente compactos, em particular discretos,
a propriedade de ser mediavel e de admitir uma sequéncia (talvez generalizada)
de medidas assintoticamente invariantes em relacao a distancia em variacao to-
tal sdo equvalentes (por exemplo, [17], Thm. 3.6.2). Porém, para grupos mais
gerais, “grupos de dimensao infinita,” isso nao é mais verdadeiro. Por exemplo,
o grupo unitério U (%) do espago de Hilbert de dimensao infinita, munido da
topologia operadora forte, é mediavel (exemplo 1.3), mas ndo admite uma mé-
dia invariante sobre as fun¢oes uniformemente continuas a esquerda (Ex. 3.6.3
em [31]). Isso significa que para tais “grupos de dimensao infinita” existe uma
gradagao — interessante, e ainda nao completamente explorada — de nogoes
diferentes de mediavelidade. Além disso, existe uma noc¢ao importante — a
de grupos extremamente medidveis [31] — que é nunca possuida por grupos
localmente compactos.

Exercicio 1.15. Sejam G um grupo topologico e H um subgrupo denso de G.
Suponha que exista uma média ¢ (um funcional linear, positivo, com ¢(1) = 1)
sobre RUCB (G) que é invariante pela agdo de H a esquerda. Mostrar que G
é mediavel.

Exercicio 1.16. Sejam GG um grupo topolégico e H <G um sub-grupo fechado
normal. Suponha que os grupos topologicos H e G/H sao mediaveis. Mostrar
que G é mediavel. (Dado uma fun¢ao f € RUCB (G), aplique as translagoes
dela uma fixa média invariante ¢y sobre H. Determina se as translagoes a
esquerda ou & direita sao necessarias para obter uma fun¢ao uniformemente
continua sobre G/ H e depois aplicar uma média invariante ¢g,r?) Se precisar
de ajuda, consulta 18], Prop. 4.1.(3).
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=g

Figura 1.1: Paradoxo de Banach—Tarski

1.5. GRUPO DISCRETO LIVRE F,

Vamos concluir a primeira aula com o exemplo de um grupo nao mediavel.
Este exemplo foi as origens da teoria de grupos mediaveis. Ele foi isolado
por von Neumann durante a andalise do famoso paradoxo de Banach-Tarski
(1924): a esfera unitaria euclidiana pode ser partilhada em 5 pedacos, depois
montados de novo usando apenas as translacoes e rotagoes para obter duas
esferas idénticas do mesmo tamanho (Fig. 1.1). (Veja [41]).

Consideremos o grupo livre F; sobre dois geradores, a,b, com a topologia
discreta. Cada elemento de F, pode ser escrito de tinico modo como uma
palavra irreductivel em a e b. Formemos o subconjunto:

G(a) = {palavras irreductiveis comegando com a},
e de modo semelhante, G(a™!), G(b), G(b™'). Agora, F, ¢ a uniao disjunta de

cinco conjuntos {e}, G(a), G(a™"),G(b), G(b™"), e por isso a soma de fungoes
indicadoras correspondentes é igual a 1:

X{e} T XG(a) T Xa®) T Xa@1) + Xap-1) = L.
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Ao mesmo tempo, é facil a ver que
G=a'G(a)Ub'G(b) = aG(a ") UG(H™).
Isso significa
1< Yot + "Xaw),
1< ailXG’(a—l) + bilXG(b—l)-

Suponha que existe uma média invariante, ¢, sobre RUCB (Fy) = (*(F3).
Aplicando ¢ as identidades / desigualdades acima, chegamos a uma contradi-
Gao.
Observagao 1.17. Cada subgrupo topologico de um grupo localmente compacto
mediavel e mediavel (veja, por exemplo, [17], Th. 2.3.2). Isso nao é verdadeiro
no contexto mais geral: por exemplo, é facil ver que o grupo livre F, com a
topologia discreta é isomorfo a um subgrupo topolégico de U (£?) (exercicio). E
por isso que estabelecer se um dado grupo nao localmente compacto é mediavel
ou ndo é as vezes bastante dificil. (E verdade que isso pode ser muito dificil
mesmo no caso discreto, por exemplo, o problema famoso e sempre em aberto
pergunta se o grupo (F') de Thompson ¢ mediavel [27]).

Porém, tem o resultado seguinte ([33], Thm. 12):

Teorema 1.18. Seja G um grupo topoldgico separdvel e metrizdvel com uma
métrica bi-invariante. Seja H um sub-grupo normal e co-compacto de G, ou
seja, tal que o grupo topoldgico quociente G/H €é compacto. Se G e medidvel,
entao H € medidvel.

Vamos esbocar a ideia de uma prova alternativa, diferente da prova original
no artigo [33]. A aplicacao quociente de G para espa¢o quociente a direita,
K = H\G = {Hg: g € G}, estende-se até uma aplicacdo, m, continua,
sobrejetora e equivariante (que comuta com a agao de H a esquerda) do ambito
maior S(G) para K. Seja p uma medida de probabilidade invariante sob S(G)
(que existe pois G é mediavel). Segundo o teorema de desintegragao de medidas
de Rokhlin (veja, por exemplo, [32], H.4), 1 induz sobre cada fibra 7~1(z) de
7 uma medida de probabilidade, u-q.c. invariante sob a acao de H. E cada
fibra é isomorfa, como espaco com acao de H, a H proprio, munido da acao a
esquerda. Isso mostra que H é mediavel.






2

MEDIDA DE WIENER

2.1. MEDIDAS GAUSSIANAS UNIDIMENSIONAIS

Na secao 1.2 vimos uma prova simples e transparente do que o grupo adi-
tivo R, munido da topologia padrao, ¢ medidvel. Vamos comegar a segunda
aula fazendo uma coisa um pouco estranha: dando uma prova alternativa e
relativamente complicada do mesmo fato, apresentando uma sequéncia dife-
rente de medidas assintoticamente invariantes sobre R. Estas sao as medidas
gaussianas cuja variancia cresce para infinito.

A medida gaussiana padrao v = y; sobre R e dada pela densidade:

1
plt) = ——e .

Em outras palavras, para cada conjunto boreliano A C R,

1 2
v(A) = o /Ae_t 1244,

Um jeito de aceitar a medida gaussiana como natural é de vé-la como o limite,
no sentido de variacao total, de proje¢oes unidimensionais de medidas de Haar
nas esferas euclidianas de dimensio N e de raio VN, quando N — oco. (O
resultado é normalmente conhecido como teorema de Poincaré, mesmo se a
atribuigao pode ser imprecisa, veja [8]).

Um truque permite de verificar que v é uma medida de probabilidade, ou

seja,
/ dvy(xz) =1

15
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Figura 2.1: Densidades gaussianas com parametro t = o2 = 1,5,8,12, 20

(a0 invés da integral, calcular o quadrado dela, usando o teorema de Fubini e
coordenadas polares). Agora, calculam-se facilmente a esperanga e a variancia

/_OO rdy(z) =0, /Oo v dy(x) = 1.

[e.9] —0o0

da medida -,

medi ussiana -y, de variancia o© é a imagem direi ica-
A medida gaussiana 7, de variancia o2 é a imagem direita de ela aplica

cao de dilatacao, t — ot. Para cada A C R, o valor ~,(A) é igual a y(c—'A),
e por conseguinte a densidade de v, é dada por

1 6_t2 /20.2

o(t) =
P (t) 5

(a mudanca de variaveis 7 = ot no diferencial dv). Finalmente, a medida
gaussiana 7,, de variancia o2 e valor médio a € R é obtida como a imagem
direita de v, pela translagao ¢t — t 4+ a, com a densidade

Poalt) = —o—e 0"
2o
Como as medidas v, sao cada vez mais “aplainadas” e “espalhadas” na reta
quando 0 — oo (Fig. 2.1), elas parecem um bom candidato para invariancia
assintotica (Fig. 2.2). Vamos mostrar agora que isso é verdadeiro. Com
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j =10 x i =100 x
shiftby tee @ shiftby e

Figura 2.2: Translagoes por a = 3 de gaussianas com o2 = 10 (esq.) e 0 = 100

(dir.)

este fim, precisamos estimar a distdncia em variacao total entre v, e a sua
translacao, v,, = a * ;.

Lema 2.1. Sejam p = p\ e v = g\ duas medidas de probabilidade sobre R,

absolutamente continuas em relacao a medida de Lebesque X\, com funcgoes de
densidade p e q respectivamente. Entao,

1
= vlpy = 9 lp —dqll;,
onde ||-||, € a distancia L*.

< Desigualdade <: usando lema 1.8, temos

/_prdA— /qudA’

< sw [ Ifllp- gl

£l <1

s/ p— qldx

= Hp - QHl-

2|lp = vllpy = sup
Fllo<1



18 VLADIMIR PESTOV

Desigualdade >: Defina A = {t € R: p(t) > q(t)}. Agora,

/:|p_Q|d/\:/A(p_q>d)\+/c<q—p)d)\

- /mm ) (p— g) A

= ‘/ (X4 — Xae)pdA — / (X4 — Xac)qdA

<2lp=vllpy

pois || xa — xaell, = 1. >

Definicao 2.2. Sejam u = pA e v = g\ duas medidas de probabilidade abso-
lutamente continuas sobre R, onde p, ¢ sao duas funcoes L' nao negativas. A
integral de Hellinger é o valor

H) = [ VBvaax

(A expressao /1 — H(p,v)? define uma métrica sobre o espago de medidas

absolutamente continuas, exercicio, mas nao vamos precisar deste fato).

Exercicio 2.3. Verifique que

a

H(Yo,Yo,0) = €xp (——2) : (2.1)

802

(O argumento nao precisa muito mais do que saber completar o quadrado e
talvez reconfirmar o fato que a medida v, é uma medida de probabilidade, ou

1 & 2
/ e 2T dt = 1.)
2710 J oo

Lema 2.4. Sejam p e v duas medidas de probabilidade absolutamente conti-
nuas sobre reta. Entao,

[ = vy < (1 — H(p, ’/)2)

seja,

vz (2.2)
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< Temos:

[p=dar= [ (o= vas+va o
< MW—@MA/RW+@MA}W

[ fmn) (o2 funra)]

—2(1—H(p,v)*)"*.

Agora aplicamos lema 2.1. >

Observagao 2.5. Um argumento semelhante mostra também um minorante:
I = vllpy 21— H(p,v).
Lema 2.4 e exercicio 2.3 juntos implicam:

Teorema 2.6. A familia (v,) de medidas gaussianas centradas na reta € as-
sintoticamente invariante no sentido de variacao total sob transla¢oes quando
g — OQO.

2.2. MIEDIDAS GAUSSIANAS MULTIDIMENSIONAIS

As medidas gaussianas sobre o espago euclidiano R™ sao produtos de me-
didas unidimencionais correspondentes, entao as densidades sao os produtos
também. No6s apenas vamos nos interessar em poderes das medidas gaussianas
unidimensionais, e nao em caso geral dado por uma matriz de covaridncia. A
medida gaussiana padrao,

Y=
tem a densidade
R BV S /- ORIV S-S SR S | |173
V2 V2r V2r (2m)/?
Aqui, ||z||, é a norma euclidiana. Como a densidade é manifestamente invari-
ante pelas isometrias lineares (ou seja, transformagoes ortogonais) do espago
R"™, a medida 4™ é invariante sob a agao do grupo ortogonal O(n).
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Proposicao 2.7. A medida gaussiana padrao ¥ € a unica medida boreliana
i sobre R™ com a propriedade que para cada funcional linear ¢ sobre R™ a
mmagem direita de p por ¢ € a medida gaussiana centrada sobre R de varidncia

lo]1”.

< Um funcional qualquer ¢ # 0 pode ser escrito como ¢(x) = ||¢|| (z,y), onde
|lyll = 1. Aplicando uma isometria u € O(n) tal que u(y) = ey, concluimos que
a medida ¢.(7") é a imagem direita de v pela composi¢ao de u, a projegao
sobre a primeira coordenada, e a dilatacdo por ||¢|. Obtemos, desse modo,
Nsll-

A unicidade segue do teorema de Cramér-Wold: cada medida de proba-
bilidade sobre R™ ¢ unicamente definida por suas projecoes unidimencionais.
(Veja, por exemplo, [33], teor. 7.2.4, p. 230). >

Observagao 2.8. Em particular, a medida gaussiana nao depende da base or-
tonormal escolhida num espaco euclidiano. J& a norma euclidiana defina a
medida gaussiana unicamente.

Notemos que se ¢ é o funcional nulo, a imagem direita de 7" por ¢ é a
medida de Dirac, cujo suporte é o conjunto unitéario {0}. E o caso degenerado
de medida gaussiana, onde o = 0.

2 ¢ definida de mesmo jeito, pela

A medida gaussiana v de parametro o
densidade produto
L i3z
(220
Finalmente, a translagao da medida v, por um vetor a € R", denotada v, ,,
tem densidade

1 2 1 2 1 2
—(z1—a1)?/2 —(z2—a2)?/2 —(zn—an)?/2
—e X ——e X ... X e X
\2mo V2o 2ro
__ b e
(27-‘-)n/20-n

Agora vamos verificar a invaridncia assintotica das medidas 7}, ¢ — oo por
translagoes.
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Lema 2.9. Sejam X e Y dois espagos mensurdveis, pi1, s duas medidas de
probabilidade sobre X, e v uma medida de probabilidade sobre Y. Denotemos
Wi @ v o produto de medidas p;, 1 = 1,2 e v. Entao,

|11 @ v — p2 @ V|| py = || — pallpy -

< Desigualdade <: seja ¢ > 0, entao existe A C X x Y tal que
1 @ v(A) = p2 @ V(A)] > [l @ v — po @ |y, — €.

Sem perda de generalidade, suponha que py ® v(A) > ps @ v(A). Para cada
y € Y, denotemos
Ay ={ae X: (a,y) € A}.

Segundo teorema de Fubini,
@ () = 12 9 v(4) = [ ((4,) = pa(4,) dv(y)
Y
Existe y tal que p11(Ay) — pa(Ay) > |1 @ v — pe @ ||y, — €.

Desigualdade >: basta estimar a diferenga entre os valores das medidas
produto sobre os conjuntos cilindricos A x Y. >

Exercicio 2.10. Seja m uma projecao ortogonal de R™ sobre um sub-espaco
V. Mostra que a medida v, sobre R™ ¢ igual ao produto de medidas gaussianas
de variancia o sobre os espagos euclidianos im 7 e ker 7. (Dica: aplique uma
transformacdo ortogonal que manda V para RY™V e use observacao 2.8).

Corolario 2.11. A familia de medidas 7} sobre R" € assintoticamente inva-
riante em variacao total, em relacao as translacoes, quando o — oC.

< Seja a € R™ qualquer. Denote 7 a projecao ortogonal de R™ sobre o es-
pago unidimencional lin a gerado por a. Segundo exercicio 2.10, 42 é igual ao

produto de duas medidas gaussianas, 7, sobre lina = R e 4! sobre lina*.

g

Concluimos com ajuda do lema 2.9 e teorema 2.6. >
Em particular, concluimos que o grupo aditivo R™ com a topologia usual

¢ mediavel, embora isso possa ser concluido de um argumento muito mais

simples, tirando uma conclusao mais forte (R é um grupo abeliano), como no

exercicio 1.6.
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2.3. CASO (?, TENTATIVA FRACASSADA

Seria atraente generalizar a medida gaussiana no caso de um espaco euclidi-
ano de dimensao infinita, ou seja, o espaco £2. Nossos requierimentos seriam os
mesmos que na proposi¢ao 2.7. Queremos uma medida boreliana de probabili-
dade, pu, sobre £?, tendo a propriedade: para cada funcional linear e limitado,
¢, sobre (2 a imagem direita de i por ¢ ¢ a medida gaussiana unidimensional
Vi¢|» centrada, de variancia lo]%.

Suponha que uma tal medida p exista. Estimemos a medida da bola,
Bgr(0) C 2, de raio R com centro em zero. Calculemos o valor da medida
gaussiana padrao do disco de raio R no espaco R?:

2w
L[ gy - L / df /
27T Dg

e 2, (2.3)

A projecao ortogonal de u sobre R?", o espaco gerado pelos primeiros 2n
elementos da base ortonormal padrao de (2, é igual a v*", de acordo com
a proposicao 2.7. A medida v** & igual a produto de n copias de medidas
~? nos espacos gerados por pares consecutivos de vetores basicos es;_1 € ey,
i=1,2,...,n. A projecao ortogonal da bola Bp sobre cada um desses espacos
de dimensao 2 é o disco de raio R. Concluimos:

W(Br) <" (Dy)
_ (1 N 6_R2/2)n

— 0 quando n — oo,

ou seja, p(Bg) = 0. Como ¢* = B,,, e n6s desejamos uma medida sigma-

aditiva, segue-se que u(¢%) = 0. Uma medida de probabilidadde com proprie-

)
n=1

dades fantasiadas simpesmente nao existe.

Vamos olhar para o mesmo resultado de uma perspectiva ligeiramente di-
ferente. Digamos que um conjunto A C ¢2 & cilindrico se existem uma pro-
jecao ortogonal (equivalente: um operador linear limitado) 7: ¢ — E, onde
dim E < oo, e um conjunto boreliano B C F tais que A = T~(B).
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Exercicio 2.12. Mostrar que subconjuntos cilindricos de ¢? formam uma al-
gebra de conjuntos. (Ou seja: £ e cilindrico; o complementar de um conjunto
cilindrico é cilindrico; e a uniao de uma familia finita de conjuntos cilindricos
é um conjunto cilindrico).

Exercicio 2.13. Mostrar que, dado um conjunto cilindrico A, a férmula

wA) = p(rg' (B)) ="5(B),

onde 75 é uma projecao ortogonal sobre um subespaco E de ¢? nao depende
da escolha de E e define uma medida finitamente aditiva sobre a algebra de
conjuntos cilindricos.

Exercicio 2.14. Mostrar que a sigma-éalgebra gerada pelos conjuntos cilindri-
cos é a sigma-algebra boreliana de 2, ou seja, a sigma-algebra gerada pelos
todos os conjuntos abertos em ¢2.

Se a medida g assim definida sobre os conjuntos cilindricos fosse sigma-
aditiva, o teorema de Carathéodory (veja, por exemplo, [32], teorema E.1.15,
péagina 360) implicaria que u se estende até uma medida de probabilidade sobre
a sigma-algebra boreliana de ¢2. Porém, nés vimos que isso nao é o caso.

Exercicio 2.15. Dé uma prova direta de que a medida p definida no exerci-
cio 2.13 sobre a algebra de conjuntos cilindricos nao é sigma-aditiva. (Dica:
modificar o nosso argumento com as bolas).

2.4. MIEDIDA ~*°

Mesmo assim, podemos fazer algo mais evidente e menos satisfatorio: for-
mar o produto de uma familia infinita de copias da medida gaussiana padrao
v =~'. E uma medida de probabilidade boreliana sobre o espaco RY munido
da topologia de produto. A topologia de produto é a topologia mais fraca tal
que todas as projecoes sobre coordenadas,

T RV 3 2= (7)), = 2, €R,
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sao continuas. Munido dessa topologia, RN & um espaco linear localmente
convexo e completamente metrizavel (espago de Fréchet).

Tudo como no caso de £, digamos que um conjunto A C RN é um conjunto
cilindrico se existem uma aplicacao linear e continua f: RY — E, dim E < oo,
e um conjunto boreliano B C E tais que A = f~1(B). O espaco dual de RN
pode ser identificado com R>, o espaco de todas as sequéncias z € RY com
um nimero finito de coordenadas nao nulas. Por isso, na definicao de um
conjunto cilindrico podemos supor que f = 7y ,}, a projecao canonica sobre
R =z = ()2, — (x1,...,7,). Em outras palavras, conjunto cilindrico é
um conjunto definido por um nimero finito de coordenadas. Agora definemos
u(ﬂ{’ll,m’n})(B) = ~"(B). A definigdo nao depende da escolha de n.

Esta vez a medida u é verificada de ser sigma-aditiva sobre a algebra de
conjuntos cilindricos. Pelo teorema de Carathéodory, ela estende-se sobre a
sigma-algebra gerada pelos conjuntos cilindricos, igual & sigma-algebra bore-
liana. Vamos denotar a medida de produto v*°, a medida gaussiana padrao
sobre RY,

A prova de sigma-aditividade da medida p sobre os conjuntos cilindricos é
bastante técnica, mas tem no coracao — explicitamente ou implicitamente —
a propriedade seguinte (isolada e estudada por Prokhorov). Dado & > 0, existe
um conjunto compacto K. C R* tal que, qual quer que seja conjunto cilindrico
C D K., temos u(C) > 1 —e. E exatamente esta propriedade que previne o
“colapso” da medida, como na nossa tentativa com ¢2. Por exemplo, dada uma
sequéncia C; de conjuntos cilindricos dois a dois disjuntos que cobrem o espago,
cadaum deles pode ser aproximado por um conjunto cilindrico aberto U; 2 C}
(regularidade da medida 7,), e agora K. é coberto por um ntmero finito de
conjuntos U;. Logo, por aditividade finita (1) de p, > o0y p(C;) > 1 — ¢, para
cada € > 0.

Como construir os conjuntos K. C RY com a propriedade acima?

Exercicio 2.16. Seja (z,,) uma sequéncia de nameros, 0 < z,, < 1. Entdo o
produto infinito II(1 — z,,) converge para um namero nao nulo se e somente se
a série Y x, converge.

(Mostra recursivamente que (1 — > z,) < [[(1 — z,) < exp(>] z,)).
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Agora seja (R,) uma sequéncia de nimeros positivos que converge para
infinito pelo menos tao rapido como n®Y. Para cada n, definamos D, o disco
fechado do raio R, no espaco de dimensao 2 que corresponde as coordenadas
2n —1,2n de RN,

A série Ze*Ri/Q ¢ somavel, porque a integral fooo =" d é, qual quer
que seja k € N: a mudanca de varidveis + = y* transforma a integral em
k fooo e Yy*~1dy, que ¢ finita (como mostra, por exemplo, integracio por partes
repetida). Segundo exercicio 2.16, o produto

o0
[ —e ")
n=1
converge para um nimero estritamente positivo. Ademais, o mesmo argumento

implica que

H(l — e /2y 45

n=1

quando ¢ — +o00. Escolhemos ¢ > 0 tao grande que o conjunto compacto

Ks == 1_[1 DcRn

tem medida gaussiana > 1 — €.
Seja C' um conjunto cilindrico que contém K,.. Existem k par e C; C R”
tais que C' = W{’llm 1y (C1). Logo, €1 2 [15_y Der,, € temos

u(C) =~*(Ch)

k2

H DcRn
n=1
— H —cR2/2
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Vamos guardar os conjuntos K. assim construidos para uso futuro.
Agora tentaremos explorar os lacos entre a medida v ¢ o espaco ¢2. Pri-
meiramente, nota-se que 2 se imerge em RN de modo natural:
<02 [ee) %) N
i 073 (xn)oly = (z)00, € RY.
A imersao é obviamente continua, ja porque as restricoes das projecoes ,
sobre £? sao continuas. Ao mesmo tempo, a topologia de produto é bem mais

fraca de que a topologia de norma, de fato, mais fraca ainda de que a topologia
fraca de ¢2 proprio. A imagem de ¢2 é denso em RY.

Exercicio 2.17. Mostrar que a imagem de ¢? é um subconjunto boreliano de
RN e 4°°(£?) = 0.

E claro que as mesmas construicoes e argumentos aplicam-se as medidas
gaussianas 72° de parametro ¢ (de variancia o).

Exercicio 2.18. Usando a regularidade de medidas borelianas nos espacos
métricos, mostra o seguinte. Sejam pu,r duas medidas borelianas de proba-
bilidade sobre RY, seja A € RY um conjunto boreliano qualquer, e € > 0.
Existem um conjunto cilindrico compacto K e um conjunto cilindrico aberto U
que aproximam A simultaneamente para todas as duas medidas: K C A C U,
pU) —pu(K) <e,vlU)—v(K) <e.

A afirmagao seguinte pertence a vizinhanga do teorema de Cameron—Martin.

Proposicao 2.19. As medidas (72°) sao assintoticamente invariantes em va-
riagdao total em relagdo as translagoes por elementos a € (2, quando o — oo.

< Seja a € £?. Segundo exercicio 2.18, para estimar o valor H%?O - Vg,oaHTV?
basta estimar supg [72°(C') — 72°(a + C')| para todos os conjuntos cilindricos,
C. Seja C = W[jﬂl(C”), onde 7, = T2, ¢ a projecao de RY sobre as n

primeiros coordenadas. Denota 7, (a) = a,. Entdo a +C = a, + C. A
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medida v;° é o produto de medida 7] sobre R" e a medida gaussiana sobre
Rint+1Ln+2.} "6 Jema 2.4, exercicio 2.3, e lema 2.9 implicam que

Ve (C) =32 (a + O) < ] =l

1/2
<|1l—exp|— HanH2
- 802
1/2
R o
802 ’
e por conseguinte

1/2
o oo al”
H% - %,aHTV < (1 —eXp <_ ]2

— 0 quando 0 — .

IN

>

Observagao 2.20. A afirmacao é incorreta para qualquer translacao por um
elemento a € RY \ £2: neste caso, as medidas 7° e a * 7° sdo mutualmente
singulares para todos os valores de o > 0, ou seja, [|75° —a* 70| = 1.
O calculo pode ser feito usando a cota inferior da observagao 2.5 junto com
exercicio 2.3.

Teorema 2.21. Seja a € 2. Entdo para v*-quase todos x € R>,

o0

(a,z) = Zaixi < 00.

=1

A aplicacao
RY >z (a,2) €R

€ mensurdvel e pertence ao espaco L2(R°°,’y°°), e a sua norma Lo € igual a

lall,-
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< A soma Zfil a;x; converge no espago L*(R>,v>), porque f xixjdy™ =0 se
i # J, [22dy™ =1, e por conseguinte

/(akxk + ...+ ak+mxk+m)2d7oo = /(azxi +.o+ az+mxz+m)d’7m

— 2 2
=ap+ ...+ Ay

— 0 quando k — oo.

Em particular, segue-se que

0o
X = E a;T;
=1

A esperanca condicional da variavel aleatoria » .- a;x; em relacdo a sigma-

= [lall,-
2

algebra gerada pelos primeiros n projegos coordenadas — ou, seja, a integral
em relacdo & medida gaussiana sobre o espaco R{"+17+2} para aq, 24, ...y,
fixos — ¢ obviamente igual & Y " | a;z;. Agora ¢ facil verificar que a sequén-
cia (3, a;z;) forma um matringale uniformemente integravel que satisfaz as
hipoéteses do primeiro teorema de Doob sobre a convergéncia de martingales
([10], p. 195; [3], Thm. A.3.5; as ideias do teorema de Doob num contexto
mais simples de sigma-algebras finitas estao explicadas em [32], H.3.1). O te-
orema de Doob implica a convergéncia de somas parciais para y .-, a;z; em
quase toda parte. >

Observacaio 2.22. Deste modo, cada elemento a € ¢? defina um funcional men-
suravel, (a, —), sobre RY, definido para y*°-quase todo ponto z. Este funcional
¢ linear para quase todos pares z,y.

Observagao 2.23. O dominio de todos = onde (a, —) converge forma um sub-
conjunto boreliano de RY (exercicio), logo mensuravel em relagao & medida >
e, como nés vimos, de medida plena. Além disso, este conjunto é um subes-
paco linear. Por conseguinte, o funcional (a, —) converge sobre um subespago
linear de RY de y*-medida 1. Ele pode ser estendido até uma aplicacio linear
(e sempre y*°-mensuravel) sobre o espago inteiro, R, usando o complimento
algébrico deste subespaco linear.
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Exercicio 2.24. Dada uma sequéncia de subconjuntos (A,,) de um conjunto
qualquer, denotemos
limsup A, =Ny, U2, A; liminf A, = U2, N2 A;.
n n
Em outras palavras, limsup,, A,, consiste de todos os pontos que pertencem a

A,, para um nimero infinito de n, e liminf,, A, consiste de todos os pontos que
pertencem a todos A, a partir de um certo n. Mostra que

limsup A,, = (hmninf A%) .

Exercicio 2.25. Sejam A, subconjuntos borelianos de um espago métrico X,
e seja p uma medida de probabilidade boreliana sobre X. Mostrar que

p(limsup A,,) > limsup p(A,), p(liminf A,) <liminf u(A,,).

Exercicio 2.26. Seja f,,: X — Y uma sequéncia de aplicagoes (ndo necessari-
amente mensuraveis) entre dois espagos métricos, que converge pontualmente
para uma aplicacao f: X — Y. Seja U C Y um subconjunto aberto qualquer.
Mostra que
f7H(U) Climinf £, 1(U).

Estebeleca um resultado correspondente para conjuntos fechados F C Y.
Exercicio 2.27. Agora sejam f,, f: X — Y aplicacoes borelianas entre dois
espacos métricos. Seja pu uma medida de probabilidade boreliana sobre X.

Suponha que f, — f em p-quase toda parte. Seja A C Y um conjunto
mensuravel e tal que a fronteira topoldgica de A é um conjunto nulo:

p(A\ Int A) = 0.
Mostra que
u(f7H(A)) = i p( £, (4).

(Usar a regularidade de medidas borelianas em espagos métricos). Em outras
palavras, as imagens direitas, f,.x, da medida g por funcoes f, convergem
fracamente para a imagem direita, f,u, de p por f.
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Teorema 2.28. A medida gaussiana y>° € a unica medida de probabilidade bo-
reliana p sobre RY tal que a imagem direita de p sob cada funcional mensurdvel
(a,—), a € (%, é a medida gaussiana unidimensional ”Vﬁan-

< A suficiéncia segue-se do fato que w é a tnica medida tal que a sua imagem
direita sob cada projecao 7, sobre a coordenada n-ésima é ~', é a definicao
da medida de produto. Para mostrar necessidade, seja a € £%, onde a = (a,).
Denote s, = >, a;e; a soma parcial de a. Seja 7, a projecao ortogonal de R”
sobre R dada por m,(z) = Y., a;z;. A funcional (s,, —) sobre RY ¢ definido
em toda parte, e é igual & composicao de x — (x1,29,...,2,) com m,. Por
conseguinte, a imagem direita de v sob (s, —) é ’y|1|8n”. Os funcionais (s,, —)
convergem para (a, —) em quase toda parte (teorema 2.21), e segundo exercicio
2.27, as medidas yﬁsnn convergem fracamente para a imagem da medida y* por
{(a, —). Ao mesmo tempo, verifica-se direitamente que estas medidas convergem
fracamente (de fato, em variagao total) para a medida 7|1|a”. >

Cada operador ortogonal, u € O(¢?), é representado por uma matriz semi-
infinita na base ortonormal padrao, cujas linhas u(i, —), ¢ > 1, formam uma
base ortonormal. Dado uma linha (i, —), o valor de (u(i, —), x) é definido para
quase todos x. Por conseguinte, podemos definir o produto ux, um elemento
de RY cujos componentes sido de forma (uz); = (u(i,—),x), i = 1,2,3,.... O
produto ux é definido para quase todos . Obtemos desse modo um operador,
u”~, sobre RY estendendo u. Agora pode-se verificar que este operador é linear
em quase toda parte, e que (uv)~ = u~v~. Também temos e~ = Id.

Coroléario 2.29. Seja u € O(*). FEntio para y*°-quase todo x € R*®, o
elemento de RN dado por

(w™z); =Y uya,
j=1
€ bem definido. A aplicacao
RY 5 22— ux € RY

mensurdvel.

BN
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Observagao 2.30. Pode-se mostrar também que o dominio de definigao natural
de uz, que consiste de todos = onde as séries (u(i,—),x), i € N, convergem
de verdade, ¢ um subconjunto boreliano e um subespaco linear de RY de ~*-
medida 1. Claro que no complemento linear deste dominio, que é um conjunto
nulo, o operador pode ser redefinido de forma arbitraria.

Exercicio 2.31. Sejam u € O(f?) e a € (2. Verifique que para y>*-quase todos
r € RN,

(a,u™~ ) = (u*a, ).

Corolario 2.32. Para cada v € (2, a aplicacio mensurdvel u™~: RN — RN
conserva a medida .

a Seja a € £? qualquer. A imagem direita da medida ul’(v>) sob o funcional
(a,—) é igual & imagem direita de 7 sob a composi¢ao de u™~ com (a,—), ou
seja, o funcional

(a,u~—) = (u*a,—)

(exercicio 2.31). Segundo teorema 2.28, tal imagem ’e igual a vﬁu*a” = 7‘1‘&”.
Agora usamos teorema 2.28 de novo, para concluir. >

Deste modo, obtemos uma agao do grupo O(¢?) pelos isomorfismos conser-
vando a medida sobre o espaco gaussiano (RY,4°°), ou seja, um homomorfismo

O(£2) — Aut (RY, 7).

Exercicio 2.33. Eis um exercicio desafiador (ndo vai ser usado neste mini-
curso). Mostrar que as trés topologias seguintes sio iguais sobre o grupo O(£?):

1. A topologia forte (como grupo de operadores sobre £2),
2. A topologia fraca induzida de Aut (RN, y>),

3. A topologia de convergéncia em medida se cada operador u é visto como
uma fungao mensuravel do espago com medida (RN, v*°) com valores no
espaco de Fréchet RY.
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Observagao 2.34. Cada extensao u~ de um operador ortogonal tem o seu pro-
prio dominio de definigdo. A pergunta natural sera: existe um dominio comum
de medida 1 onde todos os operadores u~, u € O(f?), estejam definidas simul-
taneamente? A resposta é negativa, e a primeira prova completa (altamente
nao trivial) aparece em [16, 15]. Para uma apresentagao simpificada, veja [31],
sect. 7.1.

Observacgao 2.35. Os argumentos acima se repetem para definirmos sobre RY
a medida gaussiana 72° de parametro o2, possuindo as mesmas propriedades.

Observacao 2.36. Segue-se de nossos resultados que cada projecao ortogonal
7 de posto finito de £? define uma aplicacao mensuravel de R*® sobre o espaco
im 7 de dimensao finita, e a imagem direita de v* sob 7 é exatamente a medida
gaussiana y".

m um sentido, a medida sobre realiza” nossa medida finitamente
E tido, dida v sobre RY “realiza” dida finit t
aditiva sobre a algebra de conjuntos cilindricos de ¢?, impossivel a realizar em
préprio (2.

A situacao parecida é a seguinte. Suponha que nos queiramos definir uma
medida sigma-aditiva sobre os racionais, Q, de modo que p([a,b]) = b — a.
Obviamente isso é impossivel, pois a sigma-aditividade implica que p(Q) = 0,
exatamente como no caso de 2. Para definir uma tal medida, temos que
“engrossar” o espaco, QQ, substituindo um espago mais massivo, R, capaz de
suportar a medida que nés queremos. No nosso caso, o espaco RY é um tal
engrossamento de /2. (Esta comparacao eu emprestei do artigo introdutério e
muito interessante de Stroock [38]).

Ao mesmo tempo, o espaco RY nao parece muito interessante. A estrutura
de RY como espaco localmente convexo é bastante pobre, ele raramente aparece
nas aplicagoes. Seria mais interessante de ver a medida gaussiana suportada
sobre um espaco de Banach mais comun e mais til.
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2.5. ESPACO DE WIENER CLASSICO

A ideia é de encaixar entre /> e RY um espago de Banach (ou de Hilbert,
ou localmente convexo), E, mais interessante:

* C E CR™,

de modo que as imer¢oes fossem continuas, e a medida da imagem de E fosse
plena. Deste modo, a medida gaussiana v*° vai induzir uma medida de pro-
babilidade sobre E, chamada medida de Wiener. O primeiro exemplo desse
género, historicamente, foi o espago E = ([0, 1] de fungdes continuas sobre o
intervalo fechado que se anulam em 0, munido da norma uniforme.

Para realizar a imersao continua ¢> C E, vamos usar uma copia isométrica
de /%, o espago L?*(0,1). A imagem i(f) de uma funcao f integravel com o
quadrado é dada por

i(f) = / “fds, i) = / £(s) ds. (2.4)

A fungdo g = [* fds ¢ absolutamente continua. De fato, isso vale para uma
classe de funcoes mais geral, as funcoes L.

Exercicio 2.37. Verificar que se f € L'(0,1), entao a fungao g = i(f) no eq.
(2.4) é absolutamente continua: qualquer que seja € > 0, existe 6 > 0 tal que
se a soma de comprimentos de intervalos (ay,b1), ..., (an,b,) ¢ menor que ¢,
entao

> la(a) —a(b)] <<

(Pode ser mais facil de mostrar uma afirmacdo formalmente mais forte: se
f € LY(0,1), entdao para cada & > 0, existe § > 0 tal que se u(A) < 4, entao
| i) A S d,u’ < €. Suponha o contrario. Sem perda de generalidade, pode-se supor
que f > 0. Escolha uma sequéncia (A4,,) com u(A,) — 0e fAn fdu>d >0,
note que pode supor A, O A,.1, e use o fato que fu é uma medida finita e
sigma-aditiva).
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2 7 - 27 -

Figura 2.3: Fungdo de Haar hy; (esq.) e a imagem dela, 521 dA.

Exercicio 2.38. Verificar que a aplicacao linear i: L*(0,1) — ([0, 1] definida
por eq. (2.4) é injetora e continua, e a sua imagem ¢é densa em Cy|0, 1].

A base ortonormal de fungoes de Haar em L?*(0,1) consiste de fungoes
h—l,O =1le

hi’j = 21/2X[j2,i717(j+1)2—i71) — X[(j+1)2-1,(j+2)2—1—1),

onde i =0,1,2,...,7=0,1,...,27" — 1 (Fig. 2.3, a esq.).
As imagens f;;(t) = [ h;;(s) ds de funcdes de Haar sob a aplicacdo [* sio
continuas, afins a pedagos (Fig. 2.3, a dir.), o maximo de f3;; é igual a 27271,

e a constante de Lipschitz (o gradiente maximo), é igual a 2%/2.

Exercicio 2.39. Mostra que as somas parciais f = Y a;;5;; = > b; ;i ; sdo
exatamente todas as fungoes afins por pedagos cujos pontos de nao diferenci-
abilidade sao de forma 27", 71 =0,1,2,...,2".

Exercicio 2.40. Supoha que f =Y a;;8;; = > b; ;B j, onde f é uma fungao
continua, a; j,b;; € R, e a convergéncia de séries ¢ uniforme sobre [0, 1]. Mos-
trar que a; ; = b; j. (Foco nos valores das fungoes em pontos racionais diadicos).
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Exercicio 2.41. Seja (f,,) uma sequéncia de Cauchy de fungdes em Cy[0, 1]
em relagao & norma uniforme. Suponha que cada funcao f,, pode ser escrita
como a soma da série que converge uniformemente sobre [0, 1]:

fn = Z GEZ)/@'J-
Y]

Mostra que para cada 7, j a sequéncia de coeficientes (a(-n))

irj
de Cauchy.
(Use a defini¢ao de uma sequéncia (x,) de Cauchy sequinte: para cada

e}

n—=1 € Ullla sequencla

e > 0, existe N tal que para todos n > N, temos d(xy,z,) < €. Examine os
coeficientes recursivamente, comegando com a_j o, depois agp, a1, a1, €tc.,
em blocos.)

Teorema 2.42. Cada func¢ao f € Cyl0, 1] € igual & soma de uma série’y  a; ;53 ;,
a;; € R, que converge uniformemente sobre [0, 1] e cujos coeficientes sao uni-
camente definidos.

< Cada fungéo de forma [ *f, onde f € L?(0,1), admite o desenvolvimento
desejado, usando os coeficientes de Fourier de f em L*: se f =Y > a;;h;;
no sentido L?, entao fg f(s)ds = >, a;;Bi; no sentido de convergéncia
uniforme. Tais fungoes sdo densas em Cy[0, 1] (eles incluem, por exemplo,
todas as fungoes polinomiais que se anulam em 0, e agora teorema de Stone—
Weierstrass se aplica, cuja prova curta e elegante pode ser vista em [4], ou [32],
F.3, p. 392). Agora seja f € Cp[0, 1] uma fungao qualquer. Escolhemos f,, que
admitem uma representa¢ao em questiao e convergem para f uniformemente.
Usando as notagoes do exercicio 2.41, denotaremos a; ; = lim,,_, o, agg). Agora
nao ¢ dificil verificar que a série Y a; j3; ; converge uniformemente para f. A

unicidade segue-se do exercicio 2.40. >

Observagao 2.43. Diz-se que as fungoes (3;; formam uma base de Schauder
no espaco (Cy[0,1]. Esta base de Schauder particular se chama o sistema de
Faber—Schauder. Veja, por exemplo, [37] para um tratamento detalhado, ou
[12] para uma prova simples, com coeficientes de Faber—Schauder explicitos.
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Exercicio 2.44. Mostrar que a aplicacao de Cy[0,1] por RY enviando cada
fungao f para a sequéncia de coeficientes de Faber—Schauder dela é continua.
(E praticamente uma reformulagdo do exercicio 2.41...)

Escrevemos as nossas fungoes como uma sequéncia simples, (,, enume-
rando todas as funcoes f3; ; antes das funcoes B;;1 ;. Desse modo, as funcoes
B;; andam em blocos: todas as 2" fungoes com suportes em intervalos de
comprimento 27%, seguidos por 2¢t! funcdes com suportes em intervalos de
comprimento 2771, etc.

Teorema 2.45. v*°-Quase toda sequéncia v = (x,) € RY tem a propriedade

> wnfn

converge uniformemente em Cy[0, 1].

que a série

< Para cada i e a parte da soma que corresponde ao bloco %, temos
max > aiglBi(0)] < 2772 max|ai .
- J
J

Por conseguinte, a série ) a; ;; ; converge uniformemente se

Z 272 max |a, ;| < oco.
- j

1

Por exemplo, isso é o caso se max; |a; ;| = O(27"/*). Em outras palavras, o
coeficiente 2'-esimo deve ser de ordem de grandeza O(27%/4), ou bem, voltando
para a sequéncia simples f3,, o coeficiente n-esimo deve ser O(n™/4).
Escolhemos uma sequéncia R, > 0, R, = ©(n'/*), tomando valores iden-
ticos sobre cada par de ntimeros vizinhos 2n — 1,2n e limitada por baixo por
n™*. A construcao na pagina 25 implica que, dado ¢ > 0, existe um conjunto
K. C RY com y*°(K.) > 1 — ¢ tais que todos elementos x € K. satisfazem
x, < cR, para um certo ¢ > 0. A série Zn TpB, converge uniformemente em
Co[0,1] para cada x € K, definindo uma fungao f € Cy|0, 1]. Isso termina a
demonstracao. >
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Observagao 2.46. Pode-se mostrar que o resultado acima é verdadeiro se ao
invés de (3,) usamos qualquer familia de fungoes de forma [* h,, onde (h,) &
uma base ortonormal no espago L?(0,1).

A aplicacio j: (5[0,1] — RN, enviando cada fungao para a sequéncia de
coeficientes de Faber—Schauder, ¢ continua (exercicio 2.44). A aplicagao con-
versa, definida pelo menos sobre o conjunto de medida plena U.-¢A., é bo-
reliana gragas a um resultado geral (cada aplicacdo boreliana e injetora de
um espaco boreliano padrao para outro é um isomorfismo boreliano sobre a
imagem, veja [24], p. 89). Porém, vamos deduzir este fato direitamente. A es-
trutura boreliana de Cy[0, 1], como de cada espago de Banach separavel, é igual
a sigma-algebra gerada por todos os funcionais lineares e continuos. A restri-
¢ao de cada funcional ¢ € Cp[0, 1]* sobre £ é um funcional linear continuo, de
forma ¢(x) = (£, ), e ele se estende até um funcional (£, —) y*°-mensuravel
sobre RY. A restricao de (£, —) sobre Cy[0, 1] ¢ igual a ¢ em quase toda parte.
Isso mostra que a aplicacao inversa de j,

RN D UAE S anﬁn € ([0, 1]

e>0

¢ y*°-mensuravel.
Por conseguinte, a medida gaussiana é transferida no espaco Cy[0, 1], por

w=j (7).

Como espagos com medida (RN, v*°) e (Cp[0, 1], w) sdo isomorfos. Isso permite
de definir a agao do grupo ortogonal O(¢?) sobre (Cy0, 1], w) por automorfis-
mos, e afirmar todas as propriedades que nos estabelecemos nessa secao. A
medida w se chama medida de Wiener cldssica. De mesmo modo, podem se

definir as medidas de Wiener w, de parametro o2.

2.6. FUNCOES LIPSCHITZ-ov CONTINUAS

Seja 0 < a < 1. Uma funcao real f: X — R sobre um espaco métrico é
dita Lipschitz-a continua, ou de classe C%® de Hoélder, se existe C' > 0 tal que
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para cada par z,y € X

|f(z) = f(y)l < Clz —y|*.

Cada funcao Lipschitz-a continua é continua, mas o converso nao é verdadeiro:
por exemplo, f(x) = 2%, 0 < B < 1, é Lipschitz-a continua se e somente se
0<a<p.

As fungoes Lipschitz-a continuas sobre um espac¢o métrico X que se anulam
num ponto escolhido xg € X formam um espaco linear, que torna-se um espago
de Banach sob a norma

/@) = f)]

| f
|z — y|«

Lip-a — DUP
TFy

Nos vamos trabalhar com o espaco 08 *10,1] de fungoes Lipschitz-a continuas
sobre [0, 1] que se anulam em 0.

Exercicio 2.47. Sejam 0 < a < 1 e 7 € N. Mostra que o supremo de valores

de norma || f[|,, ., onde f =} a;;B;; e max;;|a;;| = a, ¢ atingido em dois

pontos z e y cuja diferenca ¢ 277 e a funcéo toma valores +2-/2a, e é igual a

2i(a_1/2)+1(1/.

Exercicio 2.48. Suponha que 0 < a < 1/2 e |a;;| = O(2{/4=%/2)) Mostra
que a série y . ; i,j3i; converge uniformemente sobre 0, 1] para uma fungao f
que é Lipschitz-a continua.

Exercicio 2.49. Usando a sequéncia de valores de raio Ry, = n1/4-/2)

ea
construgdo na pagina 25, mostrar que, quando 0 < a < 1/2, para y*°-quase

todo = € RN a imagem j(x) pertence a Cg*[0, 1].

Deste modo, a medida de Wiener é suportada no espago de fungoes Lipschitz-
a continuas, qual quer que seja o < 1/2. Este espago é menor do que Cy[0, 1],
e a topologia dele, estritamente mais fina. Para a > 1/2, o resultado nao

¢ verdadeiro: ja 700(08’1/ ?[0,1]) = 0. Um fato interessante é que 0s espagos
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Cg’a [0,1], 0 < o < 1, ndo sdo separaveis: eles sao dois a dois isomorfos entre
eles e a espago ¢ [6], logo a medida de Wiener ¢ suportada num subespago
proprio deles (necessariamente separavel, sendo a unido de uma sequéncia de
compactos por causa da regularidade).

A apresentagao de duas tltimas segoes foi inspirada por [13], embora todos
os erros vem do atual autor.

Observagao 2.50. Uma norma continua (necessariamente gerando uma topo-
logia estritamente mais fraca) sobre ¢? se chama mensurdvel se o espago de
Banach completamento de 2 munido desta norma tem a medida gaussiana
plena e, logo, suporta uma medida de Wiener. Um tal complemento se chama
um espaco de Wiener abstrato. Existe uma caraterizacao geométrica de tais
normas, que exige, intuitivamente, que a bola unitaria desta norma seja bas-
tante grande para nao admitir o argumento negando a existéncia da medida
gaussiana, semelhante ao na se¢ao 2.3. A teoria de espagos abstratos de Wie-
ner baseada sobre essa nogao é extensa. Eu recomendo os artigos originais de
Leonard Gross [19, 20].






3

INTEGRAL MULTIPLICATIVA

3.1. DERIVADA LOGARITMICA A DIREITA

Os resultados da nossa terceira e ultima aula aplicam-se a qualquer grupo de
Lie compacto e conexo, K. E bastante ter em mente o exemplo K = SO(n) de
grupo ortogonal especial SO(n), que consiste de todas as matrizes u € M, (R)
tendo as propriedades uu* = u*u = Id e detu = 1. Como uma referéncia
excelente para todas as nocoes da teoria de Lie, baseada sobre uma aborda-
gem com matrizes, eu sugiro o livro do meu antigo colega na Universidade de
Ottawa, Wulf Rossmann [35].

A topologia do grupo SO(n) é induzida da topologia natural do espago
de matrizes M, (R), identificado com o espago vetorial de dimensao n? com a
sua topologia padrao. Com esta topologia, o grupo é compacto. A métrica
compativel usada serd a métrica de Hilbert—Schmidt:

1All, = (er(A"A))"2. (3.1)

Em outras palavras, é a restricao da norma euclideana padrao quando pen-
samos do espaco de matrizes como um espaco euclideano de dimensao n?.
Escrever a norma sob a forma (3.1) tem a vantagem do que é facil verificar
que a distancia é bi-invariante sobre o grupo SO(n): quais quer que sejam
u,v,w € SO(n),

[wu —woll, = [luw = vwll, = flu=wvl,.
(Exercicio).

41
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A aplicacao exponencial, definida por
A= N An—]d A+ A%/2
exp _Zﬁ— + A+ A2+,
n=0

manda cada matriz de M, (R) para uma matriz inversivel. Em particular, cada
matriz antisimmeétrica A vai para uma matriz ortogonal, exp A (exercicio). O
inverso da aplicacao exponencial, definido localmente, é dado pela aplicacao
logaritmica:

logU = Z ”+1 —(U — 1d)".

Denotaremos s0(n) o espago linear de todas as matrizes antisimmétricas. Este
espago é uma algebra de Lie, munida de colchete de Lie [z, y| = xy—yz, mas nos
nao vamos usar a estrutura de algebra de Lie de verdade. As aplicagoes exp e
log estabelecem um difeomorfismo local entre uma vizinhanga de identidade em
SO(n) e uma vizinhanga de zero em so(n). Deste modo, o grupo SO(n) forma
uma variedade suave, de dimensdo dim SO(n) = dimso(n) = n(n — 1)/2, cujo
atlas consiste de aplicagoes ¢, : x +— log(x-u~!), definidos em uma vizinhanga
de u. As operagoes de grupo sao suaves (de classe C, e de fato, C*).

Finalmente, definamos a representagao adjunta, Ad jy = gyg™*, de SO(n)

em s0(n):

Ad gy = gyg~".
E facil ver que Ad ¢ uma acdo de SO(n) sobre so(n) por transformacdes
lineares (de mais, automorfismos de dlgebra de Lie), e além disso, ortogonais
em relacao a distancia de Hilbert-Schmidt.

Se agora K é um subgrupo fechado de SO(n), entdao pode se verificar o
seguinte. O conjunto ¢ de = € so(n) tais que exp(tz) € K para todos t € R
forma uma sub-algebra de Lie de so(n). As restrigdes de exp sobre £ e de
log sobre K definam um difeomorfismo local. A algebra de Lie ¢ é fechada
em relagdo a restricao da representacao adjunta. Veja [35]. De outro lado,
cada grupo de Lie compacto pode ser realizado como um subgrupo fechado de

SO(n).
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Agora sejam K um grupo de Lie compacto realizado como um subgrupo de
SO(n), f: 1 — G, et € Ium ponto onde f ¢ diferenciavel. A derivada de f em
ponto t € I pertence ao espaco tangente Ty K. Dentro de M, (R), este espaco
linear é obtido do espago tangente em identidade, £, pela multiplicacao (a
esquerda ou a direita) por uma matriz unitaria, nomeadamente U = f(z). Para
obtermos um elemento da élgebra de Lie £ = Tj4(K), temos que multiplicar a
derivada por f(z)!.

A derivada logaritmica a direita de f em ¢ € um elemento da algebra de Lie

t de G definido por:
e f(t) = f(t) - F(t)" (3:2)

Seja t um ponto comum de suavidade para duas aplicacoes f,g: I — G.
Temos:

P (fg)(t) = lim — [f(t+ At)g(t+ At) = f(t)g(t)] (f(t)g(1)™"

At—0 At
= lim [+ ADg(t -+ A1) — ()] ol (0
T (A0 — F0)g)] ) (1)

=) g f(O) "+ ) )
= Ad ;y0"g(t) + 0" f(2).

Escrevemos a férmula assim:

0"9(fg)(t) = 0" f(t) + Ad ;0" g(t). (3.3)

A formula estd valida num contexto muito mais geral de grupos de Lie de
dimensao infinita ([28], p. 250).

Uma funcao real f absolutamente continua sobre o intervalo fechado I =
[0,1] é diferenciavel em A-quase toda parte, e se f(0) = 0, entao f(t) =
fot f'(s)ds, para A-quase toda t. Por conseguinte, o mesmo ¢ valido para uma
aplicagao com valores em um espago vetorial de dimenséo finita como M, (R).
(Para os fatos basicos sobre fungdes absolutamente continuas, veja Appen-
dix 4.4 do livro [39], disponivel na pagina web do autor). Concluimos: cada
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aplicagao absolutamente continua f: 1 — K (um caminho) tem a derivada
logaritmica & direita definida em A-quase toda parte.
Digamos que um caminho f tem energia finita se

1
/ |00 £ (1) it < o.
0

Em outras palavras, um caminho f: I — G tem energia finita se e somente se
0" f pertence ao espaco L2(I, €).

Sejam f, g dois caminhos de energia finita. Definamos a distancia entre eles
como segue:

d(f,g) — Halogf o alogg‘

onde |||, é a norma no espago de Hilbert L*(I,€) = L?*(0,1) ® €.
Denotemos H}(I, K) o conjunto de todos os caminhos f: T — K de energia

(3.4)

2 Y

finita tais que f(0) = e, identidade de K. (A origem da notacao ¢ que esses sao
aplicacoes de classe de Sobolev H! = W?2! se o grupo K é visto como uma
sub-variedade suave de M, (R)). Vamos mostrar que tais caminhos formam
um subgrupo de C(I, K), que torna-se um grupo topolégico polonés (separavel
e completo) sob a métrica (3.4).

Uma prova direita pode ser vista em [1], Sect. 1.8. Outra segue-se dos
resultados de [30], Corol. 9.7, p. 30. Nos vamos apresentar uma prova usando
o fato que a derivada logaritmica

0. H'I, K) — L*(I,¢) = L*(0,1) ® ¢ (3.5)

é uma bijecao. Com esta finalidade, vamos construir a aplicacao inversa dela.
Intuitivamente, o inverso de derivada deve ser uma espécie de integral. E a
chamada integral multiplicativa, ou integral de produto |9, 28].

3.2. INTEGRAL MULTIPLICATIVA

Seja f uma funcao simples de I = [0, 1] para ¢, tomando valores constantes
em cada intervalo [t;,t;11), ¢ = 0,1,...,n — 1. Para quaquer t € [t;,t;41), a
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integral multiplicativa de f entre 0 e t é definida por

H exp f(s)ds = exp(t —t;) f(t;) exp(t; —tj—1)f(tj—1)...expt1 £(0). (3.6)

Exercicio 3.1. Notar que se A e B sao duas matrizes que comutam, AB =
BA, entao exp(A + B) = exp Aexp B.

Exercicio 3.2. Deduzir que o valor da integral []jexp f(s) de uma funcdo
simples nao depende da escolha de uma partigao finita, uma vez que f tomar
valores constantes sobre os intervalos daquela partigao.

O resultado seguinte permite-nos a estender a integral sobre todas as fun-
coes de classe L.

Lema 3.3. Sejam f e g duas funcoes simples. Entao,

S

[Texp f(s)ds — [[expg(s)ds = /0 [H g(x)dz (f(s) = g(s)) [ f(v) dy| ds.
7)

(3.
< Denotaremos, para simplicidade e sem perda de generalidade, ¢;11 =t, A; =
(L — 1), f3 = f(ty), 95 = g(t;), e
a; = exp f;A;, b; =expg;A;,

para todos ¢ = 0,1,...,7. Temos

t ¢
H exp f(s)ds — Hexp g(s)ds = a;a;_q1...asa; — bbby ...baby
0 0

= (a; — bj)a;_1...a2a1 + bi(a;_1 — bi_1)a;_o...a
+b;bi_1(ai—2 — bi2)a;_3...a1+ ...
+ b;ibi—1 ... b1(ag — bo).
Representemos
a; — b; = exp fi\; — exp giA\;
A1+ fidi + (fid)*/2+4 . = (T4 g0 + (9:D0)/2+ )
= (fi—g)Ai+(...)AY/2.
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Menos a termos de segunda ordem, a expressao original torna-se

7 t;

S T [espote)de- (7, — g)- T [exp Flu) | A

J=1]

e converge para a integral classica de Riemann na eq. (3.7). A contribuigao
total dos termos de ordem > 2 vai ser de ordem de grandeza O(max A;), pois
f e g sado limitadas e a;, b; s@o matrizes ortogonais (logo, isometrias). Por
conseguinte, essa contribuicao vai desaparecer no limite max A; — 0. >

Corolario 3.4. Dadas funcoes simples f e g com valores em K,

<|If =gl (3.8)

Hexp f(s)ds — H exp g(s) ds

[e o]

Exercicio 3.5. Deduzir que a integral multiplicativa estende-se de modo tinico
por continuidade uniforme sobre todas as fungoes de L'(0,1) ® €.

Observagao 3.6. Por conseguinte, a identidade na eq. (3.7) vale para quaisquer
funcoes f, g de classe L'. Ela se chama formula de Duhamel. A desigualdade
(3.8) é valida para fungoes L' também. Para um tratamento detalhado e
aprofundado, consulta a monografia [9].

Exercicio 3.7. Seja f € L'(0,1) ® €. Verifique que a fungao
t
I>t— Hexpf(s)ds ek
0
é absolutamente continua e satisfaz
t
ops Hexp f(s)ds = f(t), em A\-quase toda parte.
0

(Se precisar de ajuda, consulte [9], Thm. 1.2, e Sect. 1.8, p. 55, eq. (8.6).)
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Concluimos que a derivada logaritmica (eq. (3.5)) ¢ uma bijegdo entre
HNI,K) e L*(I,%). A operagao de multiplicagao usual (pontual) de fungoes
em H{ (T, K) corresponde, gragas a identidade de cociclo (eq. (3.3)), & operagao
binaria seguinte em L*(T, £):

f*g = f+AdHexpfg- (39)

Como a operacao * é bem definida para todos f,¢g € L? ® &, concluimos que
HJ (T, ) é fechado por multiplicagdo. A operagao de inverso corresponde a

§u(f71) = (Ad ) (=00 )

(exercicio), logo, também é bem definida. Denotamos o inverso de f em relagao
a operacao * por f!*, entao

fﬁl* = _Ad lflixpff'

Por conseguinte, H! (I, K') ¢ um subgrupo de C(I, K).

A distancia euclidiana sobre L?®#¥ ¢ invariante por translacoes e operadores
ortogonais. Logo, ela ¢ invariante por multiplicagao * & esquerda. Isso implica
que a métrica sobre H!(I, K) dada por eq. (3.4) ¢ invariante a esquerda:

d(fg, fh) = d(g,h).

Para mostrar que a topologia dada pela métrica d é uma topologia de grupo,
resta mostrar que para cada € > 0 e f existe d > 0 tal que fBs(e)f~* C B.(0).
Vamos trabalhar “en cima”, no espaco L? ® € munido da operacao * e da norma
euclidiana.

Denotemos a norma uniforme sobre M, (R) por [|-||,. Sobre o grupo com-
pacto K € SO(n), ela é equivalente a norma de Hilbert-Schmidt, [|-||,.

Exercicio 3.8. Verifique que a norma uniforme é bi-invariante sobre SO(n)
(assim como a norma de Hilbert-Schmidt).
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Temos, para quais quer matrizes ortogonais u, v e uma matriz A € M,,,

[Ad A — Ad A, = |[udu™" — UAU_1||2
< HuAu_l — uAv_1H2 + HuAv_l — UAU_1H2
< 2ju = wll, Il
< 2|u—2l, |A],-
Se agora u,v: [ — K sao tais que max; ||u(t) — v(t)||, < v, e f € L*(I, ),
entao

1/2

1
IAd,f — Ad, ], = UO [Ad e f(£) — Adw F(B)][; dt

<o | [1rwzal "

=271l
Agora sejam f € L? ® € e ¢ > 0. Denotaremos C = ||f]|,. Definamos
d = min{e, e/2C}.
Seja g € L* ® € qualquer com |[|g|l, < 0. A conjugagdo fuf~!, escrita
usando a operacao *, é igual a

f *U K fﬁl* = f +AdHexpfg - AdHexprexpg(Hexpf)—lf-

Da formula de Duhamel, concluimos que |[Ilexpg— 1|, < ¢ (a norma de
supremo no intervalo calculada usado a norma de Hilbert-Schmidt sobre as
matrizes). A bi-invariancia da distancia de Hilbert—Schmidt sobre o grupo
SU(n) implica que ||ITexp fIlexp g(Ilexp f)~' — 1| < 8. Segue-se que

||f +AdHeprg - AdHexprexngeprflfHQ S ||Ad1f - AdHeprHexngexpf*1f||2+

[Ad trexp rd

<25 flly + llglly
< 2e.

Finalmente, como o espaco L? é separavel e completo, o grupo topoldgico
HX(I, K) o é também, ou seja, ¢ um grupo polonés.
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3.3. APLICACAO DE ITO

A agao do grupo topolégico H!(I, K) de caminhos de energia finita sobre
se mesmo por multiplicacao & esquerda admite uma realizacao isomorfa no
espaco L*(I, ). Seja f € HX(I, K), entao a acao por isometrias afins,

g 0f + Ad,f,

admite um isomorfismo com a a¢ao acima mencionada no sentido de dinamica
topologica (ou de grupos de transformagoes). O isomorfismo numa dire¢ao
¢ estabelecido pela derivada loraritmica 0%, na outra direcdo, pela integral
multiplicativa [] exp.

Nota-se que o espaco de Hilbert L?(T, £) imerge-se no espago de fungoes con-
tinuas Cy(I, £), munido com a medida de Wiener classica (as modificagoes do
caso (|0, 1] s@o bastante evidentes). Cada translagao aditiva por um elemento
f de L?® ¢ estende-se até uma translacao do espago Cy(I, €), é simplesmente a
translacao aditiva por [ * f. Cada operador ortogonal, inclusive Ad #, estende-
se até um automorfismo de espago com medida, no caso, Ad;. Deste modo,
cada caminho f € H!(I, K) define, para w,-quase todas funcoes g € Co(, ¥),
a transformacao:

CO(]L?) =X H/ f+Adﬁexpf(g)

Pode-se verificar que, para cada o > 0, esta férmula define uma acao do grupo
HX(I, K) sobre o espago Cy(I,€) por transformagoes definidas em w,-quase
toda parte e que preservam a classe de equivaléncia da medida.

Segue-se de mnossos resultados (corolario 2.32 e proposi¢ao 2.19) que as
medidas de Wiener w,, 0 — 00, sao assintoticamente invariantes em relacao a
acao do grupo H!(I, K). Por conseguinte, existe uma média sobre o espago de
fungoes borelianas e limitadas sobre Cy (1, £), invariante sob a agdao de H!(I, K)
assim definida.

Agora seria desejavel de transferir as medidas w, (ou simplesmente a média
invariante) para o grupo Cy(I, K) de aplicagdes continuas. De mesmo modo
como o espago de Banach Cy(L, €) é um completamento do espago de Hilbert
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L*(I,€) em relagdo a uma norma mais fraca, o grupo topolégico de fungoes
continuas Cy(I, K') ¢ um completamento do grupo H!(I, K) em relagdo a uma
métrica bi-invariante mais fraca. O grupo H!(I, K) age sobre os dois — o
espago de Banach Cy(I, €) assim como o grupo polonés Cyo(I, K) — e a ideia
parece atraente, de estabelecer um isomorfismo entre os dois sistemas dinami-
cos, estendendo o isomorfismo ja existente entre as duas realizagoes do grupo
HX(I,K). Um tal isomorfismo deve ser (1) mensaréavel, para nossas medidas
(ou a média invariante) descerem de Cy(L, €) para Cy(I, K), e (2) equivariante,
ou seja, comutar com a agao do grupo H(I, K).

A nossa aplicacao hipotética, I, deve estender a integral multiplicativa.
Mas exatamente, a imagem de L?(0,1) ® £ sob a aplicagao [ * consiste de todas
as funcoes de classe H! de Sobolev: as funcoes absolutamente continuas cuja
derivada é somével com o quadrado. Como o dominio de I vai ser Cy[0, 1] ® ¢,
a restrigao de I sobre H' (I, €) deve ser igual & composigao f — Ilexp f'(s) ds.
Como f'At; aproxima Af; = f(t;) — f(ti_1), a eq. (3.6) sugere aproximar [
por expressoes

MWFW(

t—t;

P ay00) = 1)) exp(F0) — 1620 . exp f(0),
j+1 T L
(3.10)
onde f € Co(I,€) et € [t;,tj11).
Em outras palavras, a partir da funcao f, construimos uma funcao simples,
A

= cujo valor constante sobre cada intervalo [t;_1,t;) é o quociente diferencial:

A = f@t) — f(tj1)

te [t th).
b—tia € i)

Esta fungao f2 ¢ uma aproximacdo da (em geral ndo existente) derivada de
f. Nesta notacao,

L(f)(&) = [ [ exp £ (5) ds.

Espera-se que a sequéncia (I,,(f)) convirja uniformemente para um limite,
I(f) =TI exp df, a aplicacao de Ito.

Nota-se que se f € H(I,€), entdo a sequéncia f2 aproxima f’ no espago
L*(T,£). Neste caso, a sequéncia (I,,(f)) de fato converge uniformemente, e o
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limite é exatamente a integral multiplicativa de f’:

Hexp f2(s)ds — Hexp 1'(s)ds.

Isso mostra que estamos no caminho certo. Agora vamos concentrar sobre a
convergéncia uniforme de I,,(f).

Se K ¢é abeliano, entao exp(z + y) = exp zexpy, os termos no produto na
eq. (3.10) se anulam de forma telescopica, e obtemos simplesmente I(f)(t) =

exp(f)(t).

No caso nao comutativo,

exprexpy = (1+x+2%/2+ . )1 +y+y*/2+..)
=l+a+y+2*/2+y*/24+ay+ ...,

enquanto

exp(r+y)=1+z+y+(z+y)*/2+...
=1l+a+y+2*/2+y*/2+ay/2+yx/2+...,

entao, a diferenca entre eles é

1 1

§[I,y] = 5(901/ —yz),

mais termos de terceira ordem. O comutador, sendo de segunda ordem de
grandeza, vai causar dificuldades para fun¢oes nao suaves.

Suponha que a nossa particao tem 2" elementos, e que dividamos cada
subintervalo em dois subintervalos de mesmo tamanho. Denotemos o incre-
mento da fungdo f em cada um destes dois subintervalos Af;, Afs. Logo, o
incremento no subintervalo original é igual a A; + A,, e a diferenca de termos
correspondentes nas expressoes de Ion € Iyn+1 vai ser

1
exp(A; + Ay) —exp Ajexp Ay & —E[Al, Ay.
O mesmo vale, a terceira ordem menos, para quociente:

1
exp(A; + Ag) " texp Aj exp Ay & exp §[A1, AYR
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Se os termos a livrar-se fossem de terceira ordem, nés poderiamos usar o fato
que a medida de Wiener é suportada nas fungoes a-Lischitz continuas para
qualquer o < 1/2. Se além disso @ > 1/3, entdo cada termo de 3a ordem pode

ser estimado por
AfP<C((ti— i)Y = 0273,

onde C = C(f) = || fllp,,- A soma de todos os 2" termos ¢é limitada por
027’1,(1—3(!)’

e como 3a > 1, a série é ainda soméavel. Entao, os termos de terceira ordem nao
causam dificuldade. Porém, o mesmo jeito apenas vai dar certo para termos
de segunda ordem se o > 1/2, e tais fung¢des ja tem a medida de Wiener nula.

E os termos de segunda ordem sao tipicamente bastante grandes para uma
funcao aleatoria seguindo a distribuicao de Wiener, f ~ w.

Exercicio 3.9. Mostre que o incremento Af = f(s) — f(¢), onde s < t,
f € Cpl0,1], and f ~ w, segue a lei gaussiana com o2 = |s — t|. (Calcule a
norma da restricao do funcional correspondente sobre L?).

Exercicio 3.10. Deduza que o incremento analogo no espago Cy(I, £) segue a
lei ¢ , onde d é a dimensao de £ como espaco vetorial.
Y Vi pag

Entao, o valor tipico de A f; é de ordem de grandeza v/Ax;, e a cota ingénua
para a soma de n colchetes de forma [A;, Ay] vai ser de ordem O(1), que é
inttil.

Exercicio 3.11. Mostra que os incrementos sobre dois intervalos disjntos, [t, 5]
e [a,b], onde t < s < a < b, sdo variaveis aleatorias independentes.

Isso oferece a solucao: um grande ntimero de incrementos grandes e inde-
pendentes vao se anular mutualmente, no mesmo espirito como no Teorema
Central do Limite.

Teorema Central do Limite diz que, dada uma sequéncia Xi, X,,... de
variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas, seguindo uma
lei 1 com meédia 0 e varidncia 1, as variaveis S,/v/n, onde S, = Y | X,
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convergem em lei para a distribui¢ao normal padrao. Em outras palavras, as
distribuicoes de S, /y/n convergem fracamente para .

Relembramos que D, denota o disco de raio € > 0 em R?. Para cada ¢ > 0,
pelas consideracoes geométricas,

271 [67 +OO) <1l- 72(D5)
—1-(1—e*7?

— 6—&‘2/2‘

Entao, para X ~ 7!,
P[IX|>¢] <e =72
Segue-se que, para cada € > 0 e n bastante grande,

—£2/2

Sn
P[—>5 <e ,

NG

e para cada a e n bastante grande,

P H% > \/2alogn} < galogn

—a

=N

Quando a > 1, a série é soméavel. Agora seja n = 2¥. Denotamos y a lei de
X;. Escolhemos a > 1 qualquer e denotemos

k
o = p() = P [n?_alx\xl F X4 X > 282 fa(k + 1)} . (3.11)

Temos:

p=P {n%_alx X1+ Xo ..+ X > /2a(2F) log(2k+1)]

kol X X v+ Xoky
<P [n%ax 21 Aoeys F ‘ T Aot > \/2alog(2F + 2)}
i=1 \/ 2k +1

2k
<> @ 4i)
i=1

= 5. (3.12)
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Nota-se que
[e.e] [e.e]
Z Sp = Zn*“ < 0.
k=0 n=1

Lema 3.12. Seja p uma medida de probabilidade sobre R com média O e
variancia finita. Seja a > 1 qualquer. Sejam X, ..., Xor varidveis aleatorias
i.i.d., sequindo a lei 2% = Dy_xp (a imagem de p pela dilatag¢do). Denotemos

k
sk:P[nf_alx|X1+X2+...—|—Xi| > 2R Ja(k 4+ 1) | .

Entao, a sequéncia (sy) € somdvel. Em particular, quase certamente, para cada
k bastante grande,

k
Ir%_zle|X1 +Xo+ .+ X <278 Ja(k +1).

< As probabilidades py sd@o as mesmas probabilidades da eq. (3.12). A coisa
importante ¢ que as variaveis 2 X; do lema todas seguem a mesma lei ;1 para
valores de k diferentes. >

Lema 3.13. Seja X uma varidvel aleatéria tomando valores em R? e sequindo
a lei v¢. Seja U uma varidvel aleatéria tomando valores no grupo ortogonal
O(d) de R e independente de X. Entio a varidvel aleatoria UX € RY segue
a lei v¢ e ¢ independente de U.

< Cada matriz ortogonal u preserva a medida gaussiana, entao a lei condicional
de UX dado U = u ¢ igual a v quase sempre. Isso implica que a lei de UX é
74, e também que UX & independente de U. ([22], lemma 86.(i), p. 169). >

Agora vamos estimar a diferénca entre Ion (f) e Iyn+1(f), para simplicidade,
usando as partigoes uniformes. Para cada intervalo [i27", (i + 1)27"], denota-
remos A;; = f(i27"+27""1) — f(i27") o incremento de f na primeira metade
do intervalo, e A;o = f((i 4+ 1)27") — f(127" + 27" !) o incremento na se-
gunda metade. Deste modo, A;; + A, é o incremento no intervalo inteiro.
Denotaremos

a; =exp(Ai1 +Ai2), b =exp(A;q+ Am)*l exp(Ai 1) exp(4;2).
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E bastante estimar o valor s6 em pontos extremos dos intervalos. Temos

In(f)((1 4+ 1)27") = aja;-1Gi—2 . . . azay,
Lt (f)((1 4+ 1)27") = abia;_1bi—1a;_2b; o . . . asbsaiby
= Qi 1Gi_ ... aza; X (@i_1...aa;1) *bi(ai_1 ... aza;)x
(ais...aay) 'bi_1(ai_s. .. azay)x
X

aflbgal X bl.
No6s sabemos lidar com os termos de terceira ordem. A estes termos menos,

((1,1;1 .. .agal)*lbi(ai,l ce CLQCLl) X ((IZ',Q R azal)*lbi,l(ai,Q R a2a1>><

...Xal_leCZlel—l

1
~ (ai,1 c. agal) 15{A@1Ai’2]<ai,1 R CLQCLl)—'—
1
(ai—z .. ~a2a1)_1§[Ai—1,17 Ai12)(ai—g . .. azar)+

i1

..o tag

[Ag 1, Agolas + %[Ai,la Ao
Aplicacao recursiva do lema 3.13 mostra que as variaveis aleatorias
(@j_1.. .agal)_1<Aj’1, Ajo)aj_q...aa (3.13)
sao i.i.d. gaussianas com a lei ygf(nﬂw, onde d = dim £. Segue-se que as v.a.
(aj_q... a2a1)_1[Aj’1, Ajslaj_q ... aza;

sao i.i.d. (ndo mais gaussianas), simétricas, com a média 0. As componentes
delas (projegoes para espago funcional gerado pelo qualquer vetor de base de
t) sdo variaveis aleatorias reais i.i.d., simétricas, e tem variancia limitada pelo
produto de varidncias de A;;, Ao, ou seja, 0 = O(27"). Denotemos estas
componentes Y;.

Agora apliquemos lema 3.12 & nossa sequéncia de variaveis Y;. Nota-se
que a imagem de cada variavel [ X, Y] pela dilatacdo Dan segue a mesma lei,
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com variancia 1. Para w-quase todas f, para n bastante grande, a distancia
uniforme entre I,,(f) e I,11(f) satisfaz

1 (f) = L () = O277).

Isso permite a concluir que a sequéncia funcional I,,(f) é uniformemente Cau-
chy, logo converge uniformemente, para w-quase todas funcoes f. Denotemos

lim L,(f) = 1(f) = [ [ exp df.
Sendo um limite pontual de uma sequéncia de aplicacoes continuas, I é men-
suravel (admite uma realizagao de classe de Baire, [24], p. 52).

Noés mostramos:

Teorema 3.14. As aplicacoes

L(f) = exp(fy)
convergem para w-quase toda f € Cy(L,€) para uma aplica¢ao mensurdvel
I:Co(I,¢) = C(L, K)
(a aplicagao de 1to).

Observacao 3.15. A aplicacao de Ito I pode ser também chamada a integral
multiplicativa estocéstica. Porém, isto precisa de uma clarificacao.

As medidas de Wiener de parametros diferentes sao duas a duas singulares:
|wy — wer||p, = 1 se 0 # o'. (Exercicio). Entao, existe uma versao da
aplicacao de Ito6 para cada valor de parametro o2 > 0.

Porém, como para cada f a convergéncia uniforme de I,(f) (se tivesse
lugar) nao dependem da medida, podemos concluir que o conjunto de todos f €
Co(L, €) onde I(f) é bem definido tem medida plena para qualquer w,. Neste
sentido, I é uma aplicagao boreliana deterministica, definida parcialmente,
sobre um subconjunto boreliano de Cy(L, &).
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3.4. EQUIVARIANCIA

Denotemos C} (I, €) o subgrupo de HJ (I, £) que consiste de todas as fungoes
f: T — tde classe C! tais que f(0) = 0. De mesmo jeito, C}(I, K) denota o
grupo de aplicagoes de classe C'* do intervalo para K tais que f(0) é identidade
de K.

Teorema 3.16 (Malliavin e Malliavin [25]). Para todas f € C}(I,€) e w-quase
todas g € Cp(L, ¢),

I(f +Ad7pg) = 1(f) - 1(9)- (3.14)

Ou, de modo equivalente, para todas fungoes h € C(I,¥) e w-quase todas g €
CO (]L E)7

I(fh+ Adfepng) = exp(h) - I(g).

Mais uma reformulagdo equivalente: para todas k € CHI, K) e w-quase todas
g€ CO (]L E);
10"k + Adyg) =k-I(g).

Aqui, Ad ] significa a extencao, definida em w-quase toda parte, do ope-
rador ortogonal Ad , de L*(T, £) para Cy(T, €).

Observagao 3.17. Parece provavel que o resultado seja valido para todos f €
H{(I,€), mas eu nao sei verificar isso.

Relembramos que, dado uma funcao g € Cy(I, €) e uma parti¢ao do inter-

valo t1,ts,. .., t,, a funcdo simples g2 ¢ definida por
A 9tia) — g(ts)
gn (t) - )
tjv1 —

onde t € [t;,ti1).
Se h € L'(I,¢), definamos a fungao simples h,, por

= (1) = de PS5

" tiv1 —ti

Y
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quando ¢ € [t;, t;41). Entao, sobre cada subintervalo da partigao a funcao h,,
toma valor constante igual ao valor médio de h sobre este intervalo. Em outras

e ()

Agora voltemos para eq. (3.14). Como f’,g> € L*(I, ), nés ja sabemos

palavras,

gragas a eq. (3.3) e teorema 3.14 que

Mexp(f' + Adnexpf/gf) = Ilexp [ Hexpgf
S Mexp f- I(g)
=1(f)-I(g)

Resta a verificar que
Hexp(f' + Ad [[exp pgn) =5 1(f + Ad T 59), (3.15)

ou seja, que

q.c.

HHeXp(f’ +AdHexpf/gr§) - Hexp((f +Adﬁexpf’g)§)“oo — 0.

Segundo o coroléario do féormula de Duhamel (observagao 3.6), basta mostrar
a convergéncia para a distancia L' entre os argumentos. Como

(f—f_Adﬁexpf’g)ﬁ = an+ (Adﬁexpf’g)Sa

1 =12l =1 =l = o,

a afirmacao a mostrar simplifica-se assim:

1Ad e g2 = (Ad e pg)u ]|, = 0.

Escolhemos uma base ortonormal eq, ..., e, de €. Escrevemos

n 2" 0o 2n

d d
Sp = Zzzaiﬂcﬁzj Q ek, Tn= Z Zzazjk@'j & e,

i=0 j=1 k=1 i=n+1 j=1 k=1
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a soma parcial e o resto de desenvolvimento de g na base de Faber-Schauder
(teorema 2.42, com ajustes evidentes para o caso de C(L,¥)). Entdo, s, = ¢
(convergéncia uniforme sobre [0, 1]) e r,, =2 0. Segundo exercicio 2.39,

<5n)$ = gnA-

Para simplicidade, denotamos

h=Texpf € H\(I, K).

Esrevemos
~ A ~ \A
(Ad Hepr/g>n - (Ad hg)n
= (Adysa), + (Ady7r),
= (Adyg2), + (Adjyr)s .
Entao,

|Ad f1esp 97 = (Ad e p9)2 ], < |Adng = (Adng2) ||+ |[(Ad5m)2|

-~ -~

() (1)

Estimemos os dois termos separadamente.
(I). Como a fungao h = Iexp f’ é de classe C', o incremento de h em cada

intervalo [t;, t;11) pode ser aproximado, menos a termos de segunda ordem, por
R (t;)At;. Logo,

ds

2

Adpgs(s) — (Ad hgﬁ),: (s)

1
By [Adug — (3102 = By |
0
n—1 t
<> B |
i=0 ti
i+1

n—1 t
S Z IE‘4g~'w \ Ahl
=0 @

i+1
ds

2

Adugy () = (Adagy), (s)

Ag;

d
ALY

2

n—1
VAL,
< " At At;
<D At
< 1f 'l VA
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Agora relembremos que s,, é a soma de n primeiros blocos no desenvolvimento
de Faber—Schauder, e que o bloco n-ésimo corresponde a particao do intervalo
em 2" subintervalos. A estimativa torna-se O(27"/?), uma série convergente, e
por isso temos a convergéncia do termo (I) para zero para w-quase toda fungao
g.

(II). Para cada elemento f3;j; da base de Schauder do espaco de Banach
Co(L, &), temos

;(ﬁz’jk)Z/ Adhhijkdsa

~ A _
(Ad R (Bijr)), = (Adnhijr),,
Por consequinte, se h; é uma fungao simples tomando valores constantes sobre
todos os intervalos (527, (7 + 1)27%), entao

A
j?k n

Denotando h; uma aproximagao simples de h (por exemplo, h;(t) = h(j27)
sobre cada intervalo [j27%, (j + 1)27)) e usando o fato que h € C'(I, K),

concluimos:
A
(Adzzaijkhijk) (Adh_Ad Zamkhmk
jik
n 1
/
< maslognt 3 [ 17 At
kT
= max |agu|k [1.f/] 277
i,k
e
H(Adirn)ﬁ = |Ad}Y D airhig
i>n,j.k 1
< . / -t )
< > maxaglk £l 2 (3.16)

i2n;5,k
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Denotaremos K¢ o conjunto de fungdes f € Cy(I,€) cujos coeficientes de
Faber-Schauder crescem como C' - 2/4:

ain| < C - 274,
J

A cota superior na eq. (3.16) serd uma série somavel, e o primeira lema de
Glivenko-Cantelli garante a convergéncia em quase toda parte de K. Como
Ucso K¢ tem medida de Wiener plena, concluimos.

3.5. MEDIAS INVARIANTES SOBRE GRUPOS DE CAMINHOS E
LACOS

Teorema 3.18. Euziste uma média sobre o espaco de fungoes borelianas li-
mitadas sobre o grupo Cy(I, K) invariante o esquerda pela multiplicagao por
fungoes de subgrupo denso H'(I, K).

< As medidas (w,), 0 — oo sobre o espago de Banach Cy(L, ¢) formam uma
familia assintoticamente invariante sob as transformagoes

Co(I,€) > g+ 08 f + Ad ;g € Co(I, ¥),

onde f € H'(I,K). Por conseguinte, as imagens direitas I,(w,) (medidas
de Wiener nao lineares) formam uma familia de medidas de probabilidade
borelianas sobre o grupo Cy(I, K), que é assintoticamente invariante pela mul-
tiplicacao a esquerda por elementos de H(I, K). >

Corolario 3.19. Os grupos topoldgicos de caminhos baseados Cy(1, K), lagos
baseados Cy(S*, K), caminhos livres C(I, K), e lagos livres C(S', K) sdo me-
didveis.

< O resultado para Cy(I, K) segue do teorema 3.18 e exercicio 1.15. Agora
o caso Cy(S', K) segue-se do teorema 1.18, e os casos restantes C'(I, K) e
C(S', K) seguem do exercicio 1.16. >
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Observagao 3.20. Nota-se que na prova do corolario 3.19 nés apenas usamos
o fato que a média sobre o grupo de caminhos é invariante pela acao de um
sub-grupo denso. A natureza desse subgrupo nao importa.

Isolemos a versao de mediavelidade seguinte. Digamos que um grupo to-
pologico G é mediavel no sentido de Malliavin—Malliavin, ou M-M mediavel,
se existe uma média sobre o espago de fungoes borelianos e limitados sobre G,
invariante pela acao de um subgrupo H denso de G & esquerda.

Essa propriedade implica que G' é mediavel (exercicio 1.15). Para grupos
localmente compactos, as duas propriedades sao equivalentes (observacao 77).
Varios grupos topologicos de dimensao infinita possuem esta propriedade de
ser M-M mediéveis, inclusive U(¢?) com a topologia forte e Aut (X, y) com a
topologia fraca.

Até o momento quando comecei trabalhar sobre o meu minicurso, eu nao
tive duvidas de que poderia facilmente construir um exemplo que distinguisse
dois conceitos, ou seja, um grupo topoldgico (digamos, polonés) mediavel, mas
nao M-M mediavel. O candidato de grupo que tive em mente foi o grupo de
bije¢oes de racionais que preservam a medida, Aut (Q, <), com a topologia
mais fraca tal que os estabilizadores de todos os pontas sejam sub-grupos
abertos. (Este grupo é extremamente mediavel, cada agao dele sobre um espago
compacto tem um ponto fixo [31]).

Porém, depois eu notei que mostrar que Aut (Q, <) ndo ¢ M-M mediavel
implicaria uma solu¢do do famoso problema em aberto sobre o grupo (F') de
Thompson sendo ou nao mediavel... entao, pode ser um problema dificil. No
entanto, nao tenho outro candidato e nao sei dizer se cada grupo topologico
mediavel serd M-M mediavel também.
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