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Prefácio

Essas notas de minicurso são uma tentativa de esboçar uma prova, enten-
dível para o próprio ministrante, do resultado seguinte.

Teorema 0.1 (Paul Malliavin e Marie-Paule Malliavin [25] (1992)). Seja K
um grupo de Lie compacto. Os grupos de caminhos C(I, K) e de laços C(S1, K)

contínuos são mediáveis.

Claro que todos os erros introduzidos pela simplificação são os meus.
Um grupo de Lie compacto é simplesmente um sub-grupo fechado do grupo

SO(n) de matrizes ortogonais de determinante 1, munido da topologia eucli-
diana induzidas. O caso interessante é onde K é conexo.

O grupo C(I, K) consiste de todas as aplicações contínuas do intervalo fe-
chado, I = [0, 1], para K. As operações de grupo estão definidas de modo
pontual: (fg)(t) = f(t)g(t) e f−1(t) = f(t)−1 para t ∈ I. A topologia so-
bre C(I, K) é a de convergência uniforme, dada pela qualquer métrica de tipo
d(f, g) = max{‖f(t)− g(t)‖ : t ∈ I}, onde a norma é uma norma sobre o
espaço vetorial de dimensão finita Mn(R) de matricez (nota-se que topologi-
camente, essas normas são todas equivalentes). É fácil verificar que, com tais
operações e topologia, o grupo de caminhos C(I, K) torna-se um grupo to-
pológico, ou seja, as operações de multiplicação e de inversão são aplicações
contínuas. O grupo C(I, K) se chama o grupo de caminhos contínuos.

O grupo C(S1, K) de laços contínuos é definido de forma análoga.

Definição 0.2. Um grupo topológico G se chama mediável (amenable, em
inglês, ou moyennable, em francês), se cada vez que G age sobre um espaço
compacto, X, existe uma medida de probabilidade (boreliana e regular), µ,
sobre X, invariante sob a ação de G.



Uma ação de G sobre um espaço compacto X é uma aplicação contínua
G×X → X, (g, x) 7→ g · x, tal que (gh) · x = g · (h · x) e e · x = x, onde e é o
elemento neutro de G.

Os grupos de caminhos e de laços jogam um papel importante na matemá-
tica e na física matemática, principalmente no caso de aplicações mais suaves
[36, 1]. Parece que não se sabe se tais grupos são mediáveis, a partir de classe
de suavidade ligeiramente mais alta que C0, a classe H1 de Sobolev. Para
grupos de aplicações C(X,K) de uma variedade compacta, X, não se sabe se
eles são mediáveis para dimX > 1, mesmo no caso C0 [5, 33].

A prova exige várias noções e ferramentas. Elas incluem as médias inva-
riantes, a medida de Wiener, a integral multiplicativa, e a aplicação de Itô.
Uma média invariante [11, 17] sobre um grupo G é um funcional linear e po-
sitivo φ : F → R (onde F é um espaço de funções reais sobre G), que envia a
função 1 para 1 e toma o mesmo valor em f e em translação de f por qualquer
elemento de G. A medida de Wiener [23, 3] é um análogo da medida gaussi-
ana para espaços de dimensão infinita. A integral multiplicativa [9, 28] é uma
versão da integral clássico de Riemann e Lebesgue, onde a adição é trocada
por multiplicação, que pode ser não comutativa. A aplicação de Itô [25] é uma
versão estocástica da integral multiplicativa.

A busca de provas e construções que se encaixassem em 3 aulas, sem dúvida,
trouxe mais de um erro escondido nessas notas. A minha única justificativa é
as palavras de Liev Tolstói: um trabalho mal feito é melhor do que nenhum.

Esse trabalho foi apoiado pela bolsa DCR-A do CNPq e FAPESQ do Pro-
grama de Desenvolvimento Científico e Tecnológico Regional do Estado da
Paraíba, processo 300050/2022-4.

João Pessoa, Novembro de 2022

Vladimir Pestov

Vladimir Pestov
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Médias invariantes

1.1. Grupos compactos

Os grupos compactos – por exemplo, o grupo special ortogonal SO(n)

– formam uma espécie mais imediata de grupos topológicos mediáveis. Re-
lembramos que cada grupo compacto admite uma medida de probabilidade
boreliana e regular, ν, chamada medida de Haar, que é invariante à esquerda
e à direita. (Para uma construção elegante da medida de Haar que pertence
a von Neumann, o leitor pode consultar, por exemplo, as minhas notas [32],
p. 444, disponíveis gratuitamente no site do IMPA). Agora suponha que um
grupo compacto, K, aja sobre um espaço compacto, X. Escolha qualquer
ponto ξ ∈ X e defina a aplicação de órbita:

orbξ : G 3 g 7→ g · ξ ∈ X.

Como a ação K ×X → X é contínua, a aplicação orbξ de G por X é contínua
também. Definamos a imagem direita µ = orbξ,∗(ν) da medida de Haar ν por
orbξ como segue: para cada conjunto boreliano A ⊂ X,

µ(A) = ν {g ∈ G : g · ξ ∈ A}
= ν

[
orb−1

ξ (A)
]
.

1
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Esta ν é uma medida de probabilidade boreliana e regular sobre X, e ela é
invariante sob a ação de K: qual quer que seja g ∈ K,

µ(gA) = ν {h ∈ G : h · ξ ∈ gA}
= ν {gh ∈ G : h · ξ ∈ A}
= ν

[
g · orb−1

ξ (A)
]

= µ(A),

pois ν é invariante sob translações á esquerda em K.

Observação 1.1. Este é o limite da utilidade de medidas invariantes. Segundo
o teorema de André Weil ([42], Appendice I), sob umas hipóteses bastante
fracas, um grupo topológico admitindo uma medida de probabilidade invari-
ante à esquerda é necessariamente compacto. Em particular, um resultado que
Oxtoby [29] atribui a Ulam, diz que um grupo polonês (separável e completa-
mente metrizável), admitindo uma medida boreliana invariante à esquerda, é
compacto. Veja também [16], Apéndice, para mais.

Porém, as medidas assintoticamente invariantes sào muito comuns. Um
caso onde elas aparecem é o de grupos topológicosG aproximados por subgrupos
compactos, no sentido seguinte: para cada vizinhança V de identidade em G

e cada subconjunto finito g1, g2, . . . , gn, n ∈ N, existe um subgrupo topológico
compacto K de G e os elementos x1, x2, . . . , xn ∈ K tais que gix−1

i ∈ V para
todos i = 1, 2, . . . , n. Deixemos como exercício o resultado seguinte (que não
vamos usar, porém fazer o exercício vai ajudar a compreensão).

Exercício 1.2. Mostrar que cada grupo topológico G aproximado por sub-
grupos compactos é mediável.

Dois exemplos de grupos deste gênero são os seguintes.

Exemplo 1.3. O grupo O(H) consiste de todos os operadores ortogonais sobre
o espaço de Hilbert H, ou seja, os operadores u : H → H com uu∗ = u∗u = I.
A topologia de O(H) é a topologia forte: a topologia mais fraca tal que todas
as aplicações de órbita,

O(H) 3 u 7→ uξ ∈ H, ξ ∈ H,
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são contínuas. É uma sequência de exercícios interessante, de verificar que
O(H) é um grupo topológico, metrizável, separável e completo seH é separável,
e que O(H) é aproximado por subgrupos compactos, nomedeamente os de
forma O(n).

Exemplo 1.4. Seja (X,µ) um espaço probabilístico padrão, ou seja, um con-
junto munido de uma sigma-álgebra isomorfa à sigma-álgebra boreliana de
um espaço métrico separável e completo, e uma medida de probabilidade não-
atómica. Denotaremos Aut (X,µ) o grupo de todas as classes de equivalência
de aplicações mensuráveis deX por se mesmo que conservam a media µ. (Duas
aplicações são equivalentes se eles coincidem em µ-quase toda parte, ou seja,
sobre um conjunto de medida 1). Um automorfismo possui um inverso, f−1,
que é também um automorfismo e satisfaz f ◦ f−1 = f−1 ◦ f = Id em quase
toda parte. (Exercício; usa-se teorema de Luzin, veja por exemplo [32], teor.
E.2.14, onde sem perda de generalidade pode-se supor que f toma valores em
X próprio).

A topologia sobre Aut (X,µ) é a chamada topologia fraca: a topologia mais
fraca tal que todas as aplicações

Aut (X,µ) 3 g 7→ µ(A∆gA) ∈ R

são contínuas, onde A ⊆ X é um subconjunto boreliano. (Basta supor que A
pertence à uma família que gera a sigma-álgebra boreliana, exercício). Mostrar
que Aut (X,µ) é um grupo topológico, separável, metrizável com uma métrica
completa (ou seja, um grupo polonês). Todos os resultados necessários sobre
espaços com medida podem ser achados em [32].

É menos trivial de mostrar que o grupo Aut (X,µ) é aproximado por sub-
grupos compactos - de fato, subgrupos finitos de permutações de subintervalos.
Isso é uma consequência do famoso lema de Rokhlin (ou de Kakutani–Rokhlin),
importante na teoria ergódica (veja, por exemplo, [21], pp. 65–68, ou [40], p.
25, 1.4.3, e p. 26, exercício 1.4.4). Veja também [14], sect. 4.

Nota-se que os grupos U(H) (quando dimH = ∞) e Aut (X,µ) não são
localmente compactos (exercício).
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Exercício 1.5. Seja X um espaço compacto totalmente desconexo (naquele
caso ele tem uma base que consiste de conjuntos abertos e fechados). Seja K
um grupo compacto. Mostra que o grupo C(X,K) de aplicações contínuas de
X para K, munido da topologia de convergência uniforme, é aproximado por
subgrupos compactos, em particular, é mediável.

1.2. Grupo aditivo R

Vamos mostrar que o grupo aditivo de números reais, com a topologia
padrão, é mediável. Dado x ∈ R e ε > 0, escolhemos T > 0 tão grande que
|x|/T < ε. Definamos uma medida de probabilidade, νT , como a restrição
de medida de Lebesgue sobre o intervalo [−T, T ], normalizada de modo que
νT (R) = 1. Em outras palavras,

νT (A) =
1

2T
λ(A ∩ [−T, T ]),

e para qualquer função mensurável e limitada, f ,∫
f dνT =

1

2T

∫ T

−T
f(t) dt.

Vamos introduzir uma notação geral. Suponha que um grupo G aja sobre um
espaço mensurável X, e µ é uma medida sobre X. Para um elemento g ∈ G,
denotaremos g ∗ µ a translação de µ por g:

g ∗ µ(A) = µ(g · A).

De modo equivalente, para cada função integrável sobre X,∫
f(x) dg ∗ µ(x) =

∫
gf(x) dµ,

onde
gf(x) = f(g−1 · x).

Por exemplo, vamos denotar xf a translação aditiva de f por x, definida por

xf(t) = f(t− x).
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Suponha para simplicidade que x > 0. A mudança de variáveis mostra que∫ T−x

−T
f(t) dt =

∫ T

−T+x

xf(t) dt.

Suponha que f é mensurável e limitada por 1. Temos∣∣∣∣∫ f dνT −
∫

xf dνT

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫
[−T+x,T ]

xf dνT −
∫

[−T,T−x]

f dνT

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∫
[T−x,T ]

f dνT

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∫
[−T,−T+x]

∫
xf dνT

∣∣∣∣
≤ 0 +

x

T
+
x

T

< 2ε.

Claro que a mesma conclusão é válida se x < 0. Isso significa que a distância
em variação total (que vamos definir em breve) entre a medida νT e a translação
dela por x converge para zero quando T →∞. Como diz-se, as medidas (νT )

são assintoticamente invariantes.
Agora suponha que R aja sobre um espaço compacto, X. Escolhamos

ξ ∈ X, e formamos as imagens direitas das medidas νT em X ao longo da
aplicação de órbita, orbξ : R 3 x 7→ x · ξ ∈ X:

µT = orbξ∗(νT ).

Para qualquer função contínua f ∈ C(X) e qualquer x ∈ R,∫
X

f dµT =

∫
R
f ◦ orbξ dνT ,∫

X

xf dµT =

∫
R
( xf) ◦ orbξ dνT ,

e por conseguinte ∣∣∣∣∫
X

f dµT −
∫
X

xf dµT

∣∣∣∣→ 0
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quando T →∞. As medidas (µT ) são assintoticamente invariantes também.
As medidas de probabilidade borelianos e regulares sobre um espaço com-

pacto correspondem aos funcionais φ sobre C(X) lineares, positivos, e enviando
1 para 1 (teorema de Riesz; no caso metrizável veja, por exemplo, [32], teo-
rema H.2.1). O conjunto de tais medidas forma, deste modo, um subconjunto
fechado da bola unitária do espaço dual, compacto na topologia fraca∗. A
sequência das medidas (µT ), T ∈ N, admite um ponto de acumulação, µ. A
invariância assintótica das medidas (µT ) implica que µ é invariante por ação
de R: para cada f ∈ C(X),∫

f(x) dµ(x) =

∫
xf(x) dµ(x),

qual quer que seja x ∈ R.
Os conjuntos [−T, T ] neste contexto se chamam conjuntos de Følner para

o grupo localmente compacto R. Eles testimunham que o grupo R é mediá-
vel. De fato, nós não precisamos trabalhar com uma ação sobre um espaço
compacto, tudo pode ser decidido dentro do grupo próprio. Basta produzir
uma sequência de medidas de probabilidades assintoticamente invariantes no
sentido da distância em variação total.

Exercício 1.6. Use o mesmo argumento com conjuntos de Følner propria-
mente escolhidos para mostrar que Z com a topologia discreta é mediável.
Modifique-o para mostrar que cada grupo abeliano com qualquer topologia
(incluindo discreta) é mediável. Por exemplo, R é mediável mesmo com a
topologia discreta.

1.3. Distância em variação total

Definição 1.7. A distância em variação total entre duas medidas de probabi-
lidade, µ e ν, sobre um espaço mensurável (X,A) (onde A é uma sigma-álgebra
de subconjuntos de X) é dada por

‖µ− ν‖TV = sup
A∈A
|µ(A)− ν(A)|.
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A distância em variação total é uma norma sobre o espaço maior de todas as
medidas assinadas de Radon, o que explica a notação. Em particulr, deixamos
como exercício a verificação dos axiomas de uma métrica.

Lema 1.8.

‖µ− ν‖TV =
1

2
sup
‖f‖∞≤1

∣∣∣∣∫ f(x) dµ(x)−
∫
f(x) dν(x)

∣∣∣∣ . (1.1)

Aqui, ‖·‖∞ é a norma uniforme (norma supremo).

/ Desigualdade ≤: se µ(A) − ν(A) = C, então para f = χA − χAc temos∫
f(x) dµ(x)−

∫
f(x) dν(x) = (µ(A)−ν(A))+(−(1−µ(A))+(1−ν(A)) = 2C.

Desigualdade ≥: Basta verificar para as funções simples. Suponha que a
restrição de f sobre cada elemento A de uma partição mensurável finita γ de
X é igual a fA ∈ [−1, 1]. Primeiramente suponha que f ≥ 0. Denota B a
união de todos os pedaços A ∈ γ onde µ(A) > ν(A). Então, temos∫

f(x) dµ(x)−
∫
f(x) dν(x) =

∑
A∈γ

fA(µ(A)− ν(A))

≤ µ(B)− ν(B)

≤ ‖µ− ν‖TV .

Para f qualquer, escreve f = f+ − f−, onde f± ≥ 0:∣∣∣∣∫ f(x) dµ(x)−
∫
f(x) dν(x)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ f+(x) dµ(x)−
∫
f+(x) dν(x)

∣∣∣∣+∣∣∣∣∫ f−(x) dµ(x)−
∫
f−(x) dν(x)

∣∣∣∣
≤ 2 ‖µ− ν‖TV .

.

Podemos generalizar o nosso argumento. Estamos deixando a prova da
afirmação seguinte como exercício.
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Proposição 1.9. Suponha que um grupo topológico G admite uma sequência
(ou bem uma sequência generalizada), µα, de medidas de probabilidade boreli-
anas e regulares, tais que para cada g ∈ G,

‖g ∗ µα − µα‖TV → 0 quando α→∞.

Então, G admite uma média invariante à esquerda sobre as funções borelianas
e limitadas. Em particular, G é mediável.

Nota que para grupos poloneses, que nos principalmente interessam, cada
medida de probabilidade boreliana é automaticamente regular ([32], p. 276,
E.2.10).

1.4. Funções uniformemente contínuas à direita

Uma função f : G → R sobre um grupo topológico G se chama unifor-
memente contínua à direita se para cada ε > 0, existe uma vizinhança V da
identidade de G tal que

∀g ∈ G, ∀v ∈ V, |f(g)− f(vg)| < ε.

Ou, de modo equivalente e mais convencional, trocando as variáveis v = gh−1,

∀g, h ∈ G, gh−1 ∈ V ⇒ |f(g)− f(h)| < ε.

Exercício 1.10. Mostrar que uma função limitada f : G→ R é uniformemente
contínua à direita se e somente se a aplicação de órbita, orbf ,

G 3 g 7→ gf ∈ `∞(G)

é contínua.

Exemplo 1.11. Suponha que um grupo topológico G aja sobre um espaço
compacto X. Sejam ξ ∈ X e f ∈ C(X). Então, a função f̃ = f ◦orbξ : G→ R,
dada por f̃(g) = f(g ·ξ), é uniformemente contínua a direita (e limitada, claro).
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/ Seja ε > 0. Usando a compacidade de X, escolha uma cobertura finita, γ,
de X com conjuntos abertos, tendo a propriedade: se x, y ∈ V ∈ γ, então
|f(x) − f(y)| < ε. (Essencialmente, isso é a prova do que f é uniformemente
contínua). Para cada x ∈ X, escolha uma vizinhança Wx de e em G e uma
vizinhança Ux de x em X tais que Wx · Ux ⊆ V para cada V ∈ γ que contém
x. (Isso é possível porque a ação de G é contínua). Escolha um conjunto finito
x1, . . . , xn tal que ∪ni=1Ui = X, e define W = ∩ni=1Wi. Agora sejam v ∈ V e
g ∈ G. Existe i tal que g · ξ ∈ Uxi , então para cada V ∈ γ que contém g · ξ e
para cada v ∈ W temos vg · ξ ∈ W · Uxi ⊆ V , logo:

|f̃(g)− f̃(vg)| = |f(g · ξ)− f(vg · ξ)| < ε . .

O que é importante, é que cada função limitada e uniformemente contínua
à direita sobre um grupo topológico G é obtida por esta contrução a partir de
uma ação apropriada de G sobre um espaço compacto. O conjunto RUCB (G)

de todas as funções limitadas e uniformemente contínuas à direita sobre G
forma uma C∗ álgebra comutativa, uma sub-álgebra de `∞(G). O espaço de
Gelfand de ideais maximais de RUCB (G), que consiste de todos os funcionais
lineares multiplicativos (φ(fg) = φ(f)φ(g)) e tais que φ(1) = 1, é um espaço
compacto, denotado S(G) e chamado o âmbito maior (greatest ambit) de G.
Isso é um sub-espaço compacto da bola unitária do espaço de Banach dual
RUCB (G)∗ munido da topologia fraca. Um argumento simples verifica que a
ação natural de G sobre S(G) é contínua.

Cada elemento g ∈ G defina um funcional multiplicativo de avaliação,
ĝ(f) = f(g), e a aplicação

G 3 g 7→ ĝ ∈ S(G)

é uma imerção homeomorfa e equivariante com relação à ação à esquerda de
G sobre ele-mesmo: ĝh = gĥ.

Agora cada função f ∈ RUCB (G) estende-se unicamente até uma função
contínua f̄ sobre S(G), e temos a identificação canónica entre dois C∗-álgebras
comutativas RUCB (G) ∼= C(S(G)). Relativo ao elemento ξ = ê, temos por
conseguinte

f = f̄ ◦ orbê.
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Todas essas afirmações são bastante simples para ser deixadas como exer-
cícios, com ajuda de alguns básicos da teoria de C∗-álgebras comutativas (veja
por exemplo as notas de aula de Ian Putnam [34]). Veja também [31], sect.
2.1, ou, para mais detalhes, [7], esp. sect. IV.4. O livro [26], disponível
gratuitamente, contém bastante informações sobre o âmbito maior.

Exemplo 1.12. Se G é um grupo discreto, então cada função G → R é
uniformemente contínua à direita, e por conseguinte o âmbito maior de G é
igual ao compactificado máximo de Stone-Čech, βG.

Teorema 1.13. Para um grupo topológico G, as condições seguintes são equi-
valentes.

1. G é mediável, isto é, cada ação contínua de G sobre um espaço compacto
admite uma medida de probabilidade boreliana e regular, invariante pela
ação de G.

2. O âmbito maior de G, S(G), admite uma medida de probabilidade bore-
liana e regular, invariante pela ação canónica de G.

3. Existe uma média invariante sobre funções limitadas e uniformemente
contínuas à direita sobre G, ou seja, um funcional linear e positivo
φ : RUCB (G) → R tal que φ(1) = 1 e para cada f ∈ RUCB (G) e
g ∈ G, temos

φ(gf) = φ(f),

onde gf(h) = f(g−1h).

/ (1) ⇒ (2) é trivial, e a equivalência (2) ⇐⇒ (3) é dévida ao teorema
de representação de Riesz. Só resta a mostrar (2) ⇒ (1). Suponha que G
aja sobre um espaço compacto X. Escolhemos um ponto qualquer ξ ∈ X. A
aplicação

C(X) 3 f 7→ f ◦ orbξ ∈ RUCB (G)

é um homomorphismo de C∗-álgebras unitais. Ela induz uma aplicação entre
os espaços correspondentes de ideais maximais,

S(G)→ Y ⊆ X,
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onde Y é a adherência daG-órbita de ξ emX. Verifica-se que a aplicação acima
é contínua e G-equivariante (commuta com as duas ações de G). A imagem
direita de uma medida G-invariante sobre o âmbito maior é uma medida de
probabilidade G-invariante sobre Y , logo, sobre X também. .

Observação 1.14. Para grupos localmente compactos, em particular discretos,
a propriedade de ser mediável e de admitir uma sequência (talvez generalizada)
de medidas assintoticamente invariantes em relação à distância em variação to-
tal são equvalentes (por exemplo, [17], Thm. 3.6.2). Porém, para grupos mais
gerais, “grupos de dimensão infinita,” isso não é mais verdadeiro. Por exemplo,
o grupo unitário U(`2) do espaço de Hilbert de dimensão infinita, munido da
topologia operadora forte, é mediável (exemplo 1.3), mas não admite uma mé-
dia invariante sobre as funções uniformemente contínuas à esquerda (Ex. 3.6.3
em [31]). Isso significa que para tais “grupos de dimensão infinita” existe uma
gradação — interessante, e ainda não completamente explorada — de noções
diferentes de mediavelidade. Além disso, existe uma noção importante — a
de grupos extremamente mediáveis [31] — que é nunca possuida por grupos
localmente compactos.

Exercício 1.15. Sejam G um grupo topológico e H um subgrupo denso de G.
Suponha que exista uma média φ (um funcional linear, positivo, com φ(1) = 1)
sobre RUCB (G) que é invariante pela ação de H à esquerda. Mostrar que G
é mediável.

Exercício 1.16. Sejam G um grupo topológico e H/G um sub-grupo fechado
normal. Suponha que os grupos topológicos H e G/H são mediáveis. Mostrar
que G é mediável. (Dado uma função f ∈ RUCB (G), aplique às translações
dela uma fixa média invariante φH sobre H. Determina se as translações à
esquerda ou à direita são necessárias para obter uma função uniformemente
contínua sobre G/H e depois aplicar uma média invariante φG/H?) Se precisar
de ajuda, consulta [18], Prop. 4.1.(3).
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Figura 1.1: Paradoxo de Banach–Tarski

1.5. Grupo discreto livre F2

Vamos concluir a primeira aula com o exemplo de um grupo não mediável.
Este exemplo foi às origens da teoria de grupos mediáveis. Ele foi isolado
por von Neumann durante a análise do famoso paradoxo de Banach–Tarski
(1924): a esfera unitária euclidiana pode ser partilhada em 5 pedaços, depois
montados de novo usando apenas as translações e rotações para obter duas
esferas idênticas do mesmo tamanho (Fig. 1.1). (Veja [41]).

Consideremos o grupo livre F2 sobre dois geradores, a, b, com a topologia
discreta. Cada elemento de F2 pode ser escrito de único modo como uma
palavra irreductível em a e b. Formemos o subconjunto:

G(a) = {palavras irreductíveis começando com a},

e de modo semelhante, G(a−1), G(b), G(b−1). Agora, F2 é a união disjunta de
cinco conjuntos {e}, G(a), G(a−1), G(b), G(b−1), e por isso a soma de funções
indicadoras correspondentes é igual a 1:

χ{e} + χG(a) + χG(b) + χG(a−1) + χG(b−1) = 1.
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Ao mesmo tempo, é fácil a ver que

G = a−1G(a) ∪ b−1G(b) = aG(a−1) ∪ bG(b−1).

Isso significa
1 ≤ aχG(a) + bχG(b),

1 ≤ a−1

χG(a−1) + b−1

χG(b−1).

Suponha que existe uma média invariante, φ, sobre RUCB (F2) = `∞(F2).
Aplicando φ às identidades / desigualdades acima, chegamos a uma contradi-
ção.
Observação 1.17. Cada subgrupo topológico de um grupo localmente compacto
mediável e mediável (veja, por exemplo, [17], Th. 2.3.2). Isso não é verdadeiro
no contexto mais geral: por exemplo, é fácil ver que o grupo livre F2 com a
topologia discreta é isomorfo a um subgrupo topológico de U(`2) (exercício). É
por isso que estabelecer se um dado grupo não localmente compacto é mediável
ou não é as vezes bastante difícil. (É verdade que isso pode ser muito difícil
mesmo no caso discreto, por exemplo, o problema famoso e sempre em aberto
pergunta se o grupo (F ) de Thompson é mediável [27]).

Porém, tem o resultado seguinte ([33], Thm. 12):

Teorema 1.18. Seja G um grupo topológico separável e metrizável com uma
métrica bi-invariante. Seja H um sub-grupo normal e co-compacto de G, ou
seja, tal que o grupo topológico quociente G/H é compacto. Se G e mediável,
então H é mediável.

Vamos esboçar a ideia de uma prova alternativa, diferente da prova original
no artigo [33]. A aplicação quociente de G para espaço quociente à direita,
K = H \ G = {Hg : g ∈ G}, estende-se até uma aplicação, π, contínua,
sobrejetora e equivariante (que comuta com a ação de H a esquerda) do âmbito
maior S(G) para K. Seja µ uma medida de probabilidade invariante sob S(G)

(que existe poisG é mediável). Segundo o teorema de desintegração de medidas
de Rokhlin (veja, por exemplo, [32], H.4), µ induz sobre cada fibra π−1(x) de
π uma medida de probabilidade, µ-q.c. invariante sob a ação de H. E cada
fibra é isomorfa, como espaço com ação de H, a H próprio, munido da ação à
esquerda. Isso mostra que H é mediável.





2
Medida de Wiener

2.1. Medidas gaussianas unidimensionais

Na seção 1.2 vimos uma prova simples e transparente do que o grupo adi-
tivo R, munido da topologia padrão, é mediável. Vamos começar a segunda
aula fazendo uma coisa um pouco estranha: dando uma prova alternativa e
relativamente complicada do mesmo fato, apresentando uma sequência dife-
rente de medidas assintoticamente invariantes sobre R. Estas são as medidas
gaussianas cuja variância cresce para infinito.

A medida gaussiana padrão γ = γ1 sobre R e dada pela densidade:

p(t) =
1√
2π
e−t

2/2.

Em outras palavras, para cada conjunto boreliano A ⊆ R,

γ(A) =
1√
2π

∫
A

e−t
2/2dt.

Um jeito de aceitar a medida gaussiana como natural é de vê-la como o limite,
no sentido de variação total, de projeções unidimensionais de medidas de Haar
nas esferas euclidianas de dimensão N e de raio

√
N , quando N → ∞. (O

resultado é normalmente conhecido como teorema de Poincaré, mesmo se a
atribuição pode ser imprecisa, veja [8]).

Um truque permite de verificar que γ é uma medida de probabilidade, ou
seja, ∫ ∞

−∞
dγ(x) = 1

15
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Figura 2.1: Densidades gaussianas com parâmetro t = σ2 = 1, 5, 8, 12, 20

(ao invés da integral, calcular o quadrado dela, usando o teorema de Fubini e
coordenadas polares). Agora, calculam-se facilmente a esperança e a variância
da medida γ, ∫ ∞

−∞
x dγ(x) = 0,

∫ ∞
−∞

x2 dγ(x) = 1.

A medida gaussiana γσ de variância σ2 é a imagem direita de γ pela aplica-
ção de dilatação, t 7→ σt. Para cada A ⊆ R, o valor γσ(A) é igual a γ(σ−1A),
e por conseguinte a densidade de γσ é dada por

pσ(t) =
1√
2πσ

e−t
2/2σ2

(a mudança de variáveis τ = σt no diferencial dγ). Finalmente, a medida
gaussiana γσ,a de variância σ2 e valor médio a ∈ R é obtida como a imagem
direita de γσ pela translação t 7→ t+ a, com a densidade

pσ,a(t) =
1√
2πσ

e−(t−a)2/2σ2

.

Como as medidas γσ são cada vez mais “aplainadas” e “espalhadas” na reta
quando σ → ∞ (Fig. 2.1), elas parecem um bom candidato para invariância
assintótica (Fig. 2.2). Vamos mostrar agora que isso é verdadeiro. Com
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Figura 2.2: Translações por a = 3 de gaussianas com σ2 = 10 (esq.) e σ2 = 100

(dir.)

este fim, precisamos estimar a distância em variação total entre γσ e a sua
translação, γσ,a = a ∗ γσ.

Lema 2.1. Sejam µ = pλ e ν = qλ duas medidas de probabilidade sobre R,
absolutamente contínuas em relação à medida de Lebesgue λ, com funções de
densidade p e q respectivamente. Então,

‖µ− ν‖TV =
1

2
‖p− q‖1 ,

onde ‖·‖1 é a distância L1.

/ Desigualdade ≤: usando lema 1.8, temos

2 ‖µ− ν‖TV = sup
‖f‖∞≤1

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

fp dλ−
∫
A

fq dλ

∣∣∣∣
≤ sup
‖f‖∞≤1

∫ ∞
−∞
|f ||p− q| dλ

≤
∫ ∞
−∞
|p− q| dλ

= ‖p− q‖1 .
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Desigualdade ≥: Defina A = {t ∈ R : p(t) ≥ q(t)}. Agora,∫ ∞
−∞
|p− q| dλ =

∫
A

(p− q) dλ+

∫
Ac

(q − p) dλ

=

∫ ∞
−∞

(χA − χAc)(p− q) dλ

=

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

(χA − χAc)p dλ−
∫ ∞
−∞

(χA − χAc)q dλ
∣∣∣∣

≤ 2 ‖µ− ν‖TV ,

pois ‖χA − χAc‖∞ = 1. .

Definição 2.2. Sejam µ = pλ e ν = qλ duas medidas de probabilidade abso-
lutamente contínuas sobre R, onde p, q são duas funções L1 não negativas. A
integral de Hellinger é o valor

H(µ, ν) =

∫ ∞
−∞

√
p
√
q dλ.

(A expressão
√

1−H(µ, ν)2 define uma métrica sobre o espaço de medidas
absolutamente contínuas, exercício, mas não vamos precisar deste fato).

Exercício 2.3. Verifique que

H(γσ, γσ,a) = exp

(
− a2

8σ2

)
. (2.1)

(O argumento não precisa muito mais do que saber completar o quadrado e
talvez reconfirmar o fato que a medida γσ é uma medida de probabilidade, ou
seja,

1√
2πσ

∫ ∞
∞

e−
t2

2σ2 dt = 1.)

Lema 2.4. Sejam µ e ν duas medidas de probabilidade absolutamente contí-
nuas sobre reta. Então,

‖µ− ν‖TV ≤
(
1−H(µ, ν)2

)1/2
. (2.2)
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/ Temos:∫
R
|p− q| dλ =

∫
R
(
√
p−√q)(√p+

√
q) dλ

≤
[∫

R
(
√
p−√q)2 dλ

∫
R
(
√
p+
√
q)2 dλ

]1/2

=

[(
2− 2

∫
R

√
p
√
q dλ

)
·
(

2 + 2

∫
R

√
p
√
q dλ

)]1/2

= 2
(
1−H(µ, ν)2

)1/2
.

Agora aplicamos lema 2.1. .

Observação 2.5. Um argumento semelhante mostra também um minorante:
‖µ− ν‖TV ≥ 1−H(µ, ν).

Lema 2.4 e exercício 2.3 juntos implicam:

Teorema 2.6. A família (γσ) de medidas gaussianas centradas na reta é as-
sintoticamente invariante no sentido de variação total sob translações quando
σ →∞.

2.2. Medidas gaussianas multidimensionais

As medidas gaussianas sobre o espaço euclidiano Rn são produtos de me-
didas unidimencionais correspondentes, então as densidades são os produtos
também. Nós apenas vamos nos interessar em poderes das medidas gaussianas
unidimensionais, e não em caso geral dado por uma matriz de covariância. A
medida gaussiana padrão,

γn = γ⊗n1 ,

tem a densidade
1√
2π
e−x

2
1/2 × 1√

2π
e−x

2
2/2 × . . .× 1√

2π
e−x

2
n/2× =

1

(2π)n/2
e−‖x‖

2
2/2.

Aqui, ‖x‖2 é a norma euclidiana. Como a densidade é manifestamente invari-
ante pelas isometrias lineares (ou seja, transformações ortogonais) do espaço
Rn, a medida γn é invariante sob a ação do grupo ortogonal O(n).
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Proposição 2.7. A medida gaussiana padrão γn é a única medida boreliana
µ sobre Rn com a propriedade que para cada funcional linear φ sobre Rn a
imagem direita de µ por φ é a medida gaussiana centrada sobre R de variância
‖φ‖2.

/ Um funcional qualquer φ 6= 0 pode ser escrito como φ(x) = ‖φ‖ 〈x, y〉, onde
‖y‖ = 1. Aplicando uma isometria u ∈ O(n) tal que u(y) = e1, concluímos que
a medida φ∗(γn) é a imagem direita de γn pela composição de u, a projeção
sobre a primeira coordenada, e a dilatação por ‖φ‖. Obtemos, desse modo,
γ‖φ‖.

A unicidade segue do teorema de Cramér-Wold: cada medida de proba-
bilidade sobre Rn é unicamente definida por suas projeções unidimencionais.
(Veja, por exemplo, [33], teor. 7.2.4, p. 230). .

Observação 2.8. Em particular, a medida gaussiana não depende da base or-
tonormal escolhida num espaço euclidiano. Já a norma euclidiana defina a
medida gaussiana unicamente.

Notemos que se φ é o funcional nulo, a imagem direita de γn por φ é a
medida de Dirac, cujo suporte é o conjunto unitário {0}. É o caso degenerado
de medida gaussiana, onde σ = 0.

A medida gaussiana γnσ de parâmetro σ2 é definida de mesmo jeito, pela
densidade produto

1

(2π)n/2σn
e−‖x‖

2
2/2σ

2

.

Finalmente, a translação da medida γσ por um vetor a ∈ Rn, denotada γnσ,a,
tem densidade

1√
2πσ

e−(x1−a1)2/2 × 1√
2πσ

e−(x2−a2)2/2 × . . .× 1√
2πσ

e−(xn−an)2/2×

=
1

(2π)n/2σn
e−‖x−a‖

2
2/2.

Agora vamos verificar a invariância assintótica das medidas γnσ , σ → ∞ por
translações.
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Lema 2.9. Sejam X e Y dois espaços mensuráveis, µ1, µ2 duas medidas de
probabilidade sobre X, e ν uma medida de probabilidade sobre Y . Denotemos
µi ⊗ ν o produto de medidas µi, i = 1, 2 e ν. Então,

‖µ1 ⊗ ν − µ2 ⊗ ν‖TV = ‖µ1 − µ2‖TV .

/ Desigualdade ≤: seja ε > 0, então existe A ⊆ X × Y tal que

|µ1 ⊗ ν(A)− µ2 ⊗ ν(A)| > ‖µ1 ⊗ ν − µ2 ⊗ ν‖TV − ε.

Sem perda de generalidade, suponha que µ1 ⊗ ν(A) ≥ µ2 ⊗ ν(A). Para cada
y ∈ Y , denotemos

Ay = {a ∈ X : (a, y) ∈ A}.
Segundo teorema de Fubini,

µ1 ⊗ ν(A)− µ2 ⊗ ν(A) =

∫
Y

(µ1(Ay)− µ2(Ay)) dν(y).

Existe y tal que µ1(Ay)− µ2(Ay) > ‖µ1 ⊗ ν − µ2 ⊗ ν‖TV − ε.

Desigualdade ≥: basta estimar a diferença entre os valores das medidas
produto sobre os conjuntos cilíndricos A× Y . .

Exercício 2.10. Seja π uma projeção ortogonal de Rn sobre um sub-espaço
V . Mostra que a medida γσ sobre Rn é igual ao produto de medidas gaussianas
de variância σ sobre os espaços euclidianos im π e kerπ. (Dica: aplique uma
transformação ortogonal que manda V para RdimV e use observação 2.8).

Corolário 2.11. A família de medidas γnσ sobre Rn é assintoticamente inva-
riante em variação total, em relação às translações, quando σ →∞.

/ Seja a ∈ Rn qualquer. Denote π a projeção ortogonal de Rn sobre o es-
paço unidimencional lin a gerado por a. Segundo exercício 2.10, γnσ é igual ao
produto de duas medidas gaussianas, γσ sobre lin a ∼= R e γn−1

σ sobre lin a⊥.
Concluímos com ajuda do lema 2.9 e teorema 2.6. .

Em particular, concluímos que o grupo aditivo Rn com a topologia usual
é mediável, embora isso possa ser concluído de um argumento muito mais
simples, tirando uma conclusão mais forte (Rn é um grupo abeliano), como no
exercício 1.6.
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2.3. Caso `2, tentativa fracassada

Seria atraente generalizar a medida gaussiana no caso de um espaço euclidi-
ano de dimensão infinita, ou seja, o espaço `2. Nossos requierimentos seriam os
mesmos que na proposição 2.7. Queremos uma medida boreliana de probabili-
dade, µ, sobre `2, tendo a propriedade: para cada funcional linear e limitado,
φ, sobre `2 a imagem direita de µ por φ é a medida gaussiana unidimensional
γ‖φ‖, centrada, de variância ‖φ‖2.

Suponha que uma tal medida µ exista. Estimemos a medida da bola,
BR(0) ⊆ `2, de raio R com centro em zero. Calculemos o valor da medida
gaussiana padrão do disco de raio R no espaço R2:

1

2π

∫
DR

e−(x2+y2)/2 dxdy =
1

2π

∫ 2π

0

dθ

∫ R

0

e−ρ
2/2ρ dρ

= 1− e−R2/2. (2.3)

A projeção ortogonal de µ sobre R2n, o espaço gerado pelos primeiros 2n

elementos da base ortonormal padrão de `2, é igual à γ2n, de acordo com
a proposição 2.7. A medida γ2n é igual a produto de n cópias de medidas
γ2 nos espaços gerados por pares consecutivos de vetores básicos e2i−1 e e2i,
i = 1, 2, . . . , n. A projeção ortogonal da bola BR sobre cada um desses espaços
de dimensão 2 é o disco de raio R. Concluímos:

µ(BR) ≤ γ2n(Dn
R)

= (1− e−R2/2)n

→ 0 quando n→∞,

ou seja, µ(BR) = 0. Como `2 = ∪∞n=1Bn, e nós desejamos uma medida sigma-
aditiva, segue-se que µ(`2) = 0. Uma medida de probabilidadde com proprie-
dades fantasiadas simpesmente não existe.

Vamos olhar para o mesmo resultado de uma perspectiva ligeiramente di-
ferente. Digamos que um conjunto A ⊆ `2 é cilíndrico se existem uma pro-
jeção ortogonal (equivalente: um operador linear limitado) T : `2 → E, onde
dimE <∞, e um conjunto boreliano B ⊆ E tais que A = T−1(B).
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Exercício 2.12. Mostrar que subconjuntos cilíndricos de `2 formam uma ál-
gebra de conjuntos. (Ou seja: `2 e cilíndrico; o complementar de um conjunto
cilíndrico é cilíndrico; e a união de uma família finita de conjuntos cilíndricos
é um conjunto cilíndrico).

Exercício 2.13. Mostrar que, dado um conjunto cilíndrico A, a fórmula

µ(A) = µ(π−1
E (B)) = γdimE(B),

onde πE é uma projeção ortogonal sobre um subespaço E de `2 não depende
da escolha de E e define uma medida finitamente aditiva sobre a álgebra de
conjuntos cilíndricos.

Exercício 2.14. Mostrar que a sigma-álgebra gerada pelos conjuntos cilíndri-
cos é a sigma-álgebra boreliana de `2, ou seja, a sigma-álgebra gerada pelos
todos os conjuntos abertos em `2.

Se a medida µ assim definida sobre os conjuntos cilíndricos fosse sigma-
aditiva, o teorema de Carathéodory (veja, por exemplo, [32], teorema E.1.15,
página 360) implicaria que µ se estende até uma medida de probabilidade sobre
a sigma-álgebra boreliana de `2. Porém, nós vimos que isso não é o caso.

Exercício 2.15. Dê uma prova direta de que a medida µ definida no exercí-
cio 2.13 sobre a álgebra de conjuntos cilíndricos não é sigma-aditiva. (Dica:
modificar o nosso argumento com as bolas).

2.4. Medida γ∞

Mesmo assim, podemos fazer algo mais evidente e menos satisfatório: for-
mar o produto de uma família infinita de cópias da medida gaussiana padrão
γ = γ1. É uma medida de probabilidade boreliana sobre o espaço RN munido
da topologia de produto. A topologia de produto é a topologia mais fraca tal
que todas as projeções sobre coordenadas,

πn : RN 3 x = (xi)
∞
i=1 7→ xn ∈ R,
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são contínuas. Munido dessa topologia, RN é um espaço linear localmente
convexo e completamente metrizável (espaço de Fréchet).

Tudo como no caso de `2, digamos que um conjunto A ⊆ RN é um conjunto
cilíndrico se existem uma aplicação linear e contínua f : RN → E, dimE <∞,
e um conjunto boreliano B ⊆ E tais que A = f−1(B). O espaço dual de RN

pode ser identificado com R∞, o espaço de todas as sequências x ∈ RN com
um número finito de coordenadas não nulas. Por isso, na definição de um
conjunto cilíndrico podemos supor que f = π{1,...,n}, a projeção canónica sobre
Rn, x = (xi)

∞
i=1 7→ (x1, . . . , xn). Em outras palavras, conjunto cilíndrico é

um conjunto definido por um número finito de coordenadas. Agora definemos
µ(π−1

{1,...,n})(B) = γn(B). A definição não depende da escolha de n.
Esta vez a medida µ é verificada de ser sigma-aditiva sobre a álgebra de

conjuntos cilíndricos. Pelo teorema de Carathéodory, ela estende-se sobre a
sigma-álgebra gerada pelos conjuntos cilíndricos, igual à sigma-álgebra bore-
liana. Vamos denotar a medida de produto γ∞, a medida gaussiana padrão
sobre RN.

A prova de sigma-aditividade da medida µ sobre os conjuntos cilíndricos é
bastante técnica, mas tem no coração — explicitamente ou implicitamente —
a propriedade seguinte (isolada e estudada por Prokhorov). Dado ε > 0, existe
um conjunto compactoKε ⊆ R∞ tal que, qual quer que seja conjunto cilíndrico
C ⊇ Kε, temos µ(C) > 1 − ε. É exatamente esta propriedade que previne o
“colapso” da medida, como na nossa tentativa com `2. Por exemplo, dada uma
sequência Ci de conjuntos cilíndricos dois a dois disjuntos que cobrem o espaço,
cadaum deles pode ser aproximado por um conjunto cilíndrico aberto Ui ⊇ Ci
(regularidade da medida γn), e agora Kε é coberto por um número finito de
conjuntos Ui. Logo, por aditividade finita (!) de µ,

∑∞
i=1 µ(Ci) > 1 − ε, para

cada ε > 0.
Como construir os conjuntos Kε ⊆ RN com a propriedade acima?

Exercício 2.16. Seja (xn) uma sequência de números, 0 ≤ xn < 1. Então o
produto infinito Π(1− xn) converge para um número não nulo se e somente se
a série

∑
xn converge.

(Mostra recursivamente que (1−
∑
xn) ≤

∏
(1− xn) ≤ exp(

∑
xn)).
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Agora seja (Rn) uma sequência de números positivos que converge para
infinito pelo menos tão rápido como nΘ(1). Para cada n, definamos DRn o disco
fechado do raio Rn no espaço de dimensão 2 que corresponde às coordenadas
2n− 1, 2n de RN.

A série
∑
e−R

2
n/2 é somável, porque a integral

∫∞
0
e−x

1/k
dx é, qual quer

que seja k ∈ N: a mudança de variáveis x = yk transforma a integral em
k
∫∞

0
e−yyk−1dy, que é finita (como mostra, por exemplo, integração por partes

repetida). Segundo exercício 2.16, o produto
∞∏
n=1

(1− e−R2
n/2)

converge para um número estritamente positivo. Ademais, o mesmo argumento
implica que

∞∏
n=1

(1− e−cR2
n/2)→ 1

quando c→ +∞. Escolhemos c > 0 tão grande que o conjunto compacto

Kε =
∞∏
n=1

DcRn

tem medida gaussiana > 1− ε.
Seja C um conjunto cilíndrico que contém Kε. Existem k par e C1 ⊆ Rk

tais que C = π−1
{1,...,k}(C1). Logo, C1 ⊇

∏k
n=N DcRn , e temos

µ(C) = γk(C1)

≥ γk

 k/2∏
n=1

DcRn


=

k/2∏
n=1

(1− e−cR2
n/2)

>

∞∏
n=1

(1− e−cR2
n/2)

> 1− ε.
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Vamos guardar os conjuntos Kε assim construidos para uso futuro.
Agora tentaremos explorar os laços entre a medida γ∞ é o espaço `2. Pri-

meiramente, nota-se que `2 se imerge em RN de modo natural:

i : `2 3 (xn)∞n=1 7→ (xn)∞n=1 ∈ RN.

A imersão é obviamente contínua, já porque as restrições das projeções πn
sobre `2 são contínuas. Ao mesmo tempo, a topologia de produto é bem mais
fraca de que a topologia de norma, de fato, mais fraca ainda de que a topologia
fraca de `2 próprio. A imagem de `2 é denso em RN.

Exercício 2.17. Mostrar que a imagem de `2 é um subconjunto boreliano de
RN, e γ∞(`2) = 0.

É claro que as mesmas construições e argumentos aplicam-se às medidas
gaussianas γ∞σ de parâmetro σ2 (de variância σ).

Exercício 2.18. Usando a regularidade de medidas borelianas nos espaços
métricos, mostra o seguinte. Sejam µ, ν duas medidas borelianas de proba-
bilidade sobre RN, seja A ⊆ RN um conjunto boreliano qualquer, e ε > 0.
Existem um conjunto cilíndrico compacto K e um conjunto cilíndrico aberto U
que aproximam A simultaneamente para todas as duas medidas: K ⊆ A ⊆ U ,
µ(U)− µ(K) < ε, ν(U)− ν(K) < ε.

A afirmação seguinte pertence à vizinhança do teorema de Cameron–Martin.

Proposição 2.19. As medidas (γ∞σ ) são assintoticamente invariantes em va-
riação total em relação às translações por elementos a ∈ `2, quando σ → ∞.

/ Seja a ∈ `2. Segundo exercício 2.18, para estimar o valor
∥∥γ∞σ − γ∞σ,a∥∥TV ,

basta estimar supC |γ∞σ (C)− γ∞σ (a+ C)| para todos os conjuntos cilíndricos,
C. Seja C = π−1

[n] (C
′), onde π[n] = π{1,2,...,n} é a projeção de RN sobre as n

primeiros coordenadas. Denota π[n](a) = an. Então a + C = an + C. A
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medida γ∞σ é o produto de medida γnσ sobre Rn e a medida gaussiana sobre
R{n+1,n+2,...}, e lema 2.4, exercício 2.3, e lema 2.9 implicam que

|γ∞σ (C)− γ∞σ (a+ C)| ≤
∥∥γ∞σ − γ∞σ,an∥∥TV

≤

(
1− exp

(
−‖an‖

2

8σ2

))1/2

≤

(
1− exp

(
−‖a‖

2

8σ2

))1/2

,

e por conseguinte

∥∥γ∞σ − γ∞σ,a∥∥TV ≤
(

1− exp

(
−‖a‖

2

8σ2

))1/2

→ 0 quando σ →∞.

.

Observação 2.20. A afirmação é incorreta para qualquer translação por um
elemento a ∈ RN \ `2: neste caso, as medidas γ∞σ e a ∗ γ∞σ são mutualmente
singulares para todos os valores de σ > 0, ou seja, ‖γ∞σ − a ∗ γ∞σ ‖TV = 1.
O cálculo pode ser feito usando a cota inferior da observação 2.5 junto com
exercício 2.3.

Teorema 2.21. Seja a ∈ `2. Então para γ∞-quase todos x ∈ R∞,

〈a, x〉 =
∞∑
i=1

aixi <∞.

A aplicação
RN 3 x 7→ 〈a, x〉 ∈ R

é mensurável e pertence ao espaço L2(R∞, γ∞), e a sua norma L2 é igual a
‖a‖2.
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/ A soma
∑∞

i=1 aixi converge no espaço L2(R∞, γ∞), porque
∫
xixjdγ

∞ = 0 se
i 6= j,

∫
x2
i dγ

∞ = 1, e por conseguinte∫
(akxk + . . .+ ak+mxk+m)2dγ∞ =

∫
(a2
kx

2
k + . . .+ a2

k+mx
2
k+m)dγ∞

= a2
k + . . .+ a2

k+m

→ 0 quando k →∞.

Em particular, segue-se que∥∥∥∥∥x 7→
∞∑
i=1

aixi

∥∥∥∥∥
2

= ‖a‖2 .

A esperança condicional da variável aleatória
∑∞

i=1 aixi em relação à sigma-
álgebra gerada pelos primeiros n projeçõs coordenadas – ou, seja, a integral
em relação à medida gaussiana sobre o espaço R{n+1,n+2,...} para x1, x2, . . . , xn
fixos – é obviamente igual à

∑n
i=1 aixi. Agora é fácil verificar que a sequên-

cia (
∑n

i=1 aixi) forma um matringale uniformemente integrável que satisfaz as
hipóteses do primeiro teorema de Doob sobre a convergência de martingales
([10], p. 195; [3], Thm. A.3.5; as ideias do teorema de Doob num contexto
mais simples de sigma-álgebras finitas estão explicadas em [32], H.3.1). O te-
orema de Doob implica a convergência de somas parciais para

∑∞
i=1 aixi em

quase toda parte. .

Observação 2.22. Deste modo, cada elemento a ∈ `2 defina um funcional men-
surável, 〈a,−〉, sobre RN, definido para γ∞-quase todo ponto x. Este funcional
é linear para quase todos pares x, y.

Observação 2.23. O domínio de todos x onde 〈a,−〉 converge forma um sub-
conjunto boreliano de RN (exercício), logo mensurável em relação à medida γ∞

e, como nós vimos, de medida plena. Além disso, este conjunto é um subes-
paço linear. Por conseguinte, o funcional 〈a,−〉 converge sobre um subespaço
linear de RN de γ∞-medida 1. Ele pode ser estendido até uma aplicação linear
(e sempre γ∞-mensurável) sobre o espaço inteiro, R∞, usando o complimento
algébrico deste subespaço linear.
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Exercício 2.24. Dada uma sequência de subconjuntos (An) de um conjunto
qualquer, denotemos

lim sup
n

An = ∩∞n=1 ∪∞i=n Ai, lim inf
n

An = ∪∞n=1 ∩∞i=n Ai.

Em outras palavras, lim supnAn consiste de todos os pontos que pertencem a
An para um número infinito de n, e lim infnAn consiste de todos os pontos que
pertencem a todos An a partir de um certo n. Mostra que

lim sup
n

An =
(

lim inf
n

Acn

)c
.

Exercício 2.25. Sejam An subconjuntos borelianos de um espaço métrico X,
e seja µ uma medida de probabilidade boreliana sobre X. Mostrar que

µ(lim sup
n

An) ≥ lim sup
n

µ(An), µ(lim inf
n

An) ≤ lim inf
n

µ(An).

Exercício 2.26. Seja fn : X → Y uma sequência de aplicações (não necessari-
amente mensuráveis) entre dois espaços métricos, que converge pontualmente
para uma aplicação f : X → Y . Seja U ⊆ Y um subconjunto aberto qualquer.
Mostra que

f−1(U) ⊆ lim inf
n

f−1
n (U).

Estebeleça um resultado correspondente para conjuntos fechados F ⊆ Y .

Exercício 2.27. Agora sejam fn, f : X → Y aplicações borelianas entre dois
espaços métricos. Seja µ uma medida de probabilidade boreliana sobre X.
Suponha que fn → f em µ-quase toda parte. Seja A ⊆ Y um conjunto
mensurável e tal que a fronteira topológica de A é um conjunto nulo:

µ(Ā \ IntA) = 0.

Mostra que
µ(f−1(A)) = lim

n
µ(f−1

n (A)).

(Usar a regularidade de medidas borelianas em espaços métricos). Em outras
palavras, as imagens direitas, fn,∗µ, da medida µ por funções fn convergem
fracamente para a imagem direita, f∗µ, de µ por f .
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Teorema 2.28. A medida gaussiana γ∞ é a única medida de probabilidade bo-
reliana µ sobre RN tal que a imagem direita de µ sob cada funcional mensurável
〈a,−〉, a ∈ `2, é a medida gaussiana unidimensional γ1

‖a‖.

/ A suficiência segue-se do fato que w é a única medida tal que a sua imagem
direita sob cada projeção πn sobre a coordenada n-ésima é γ1, é a definição
da medida de produto. Para mostrar necessidade, seja a ∈ `2, onde a = (an).
Denote sn =

∑n
i=1 aiei a soma parcial de a. Seja πn a projeção ortogonal de Rn

sobre R dada por πn(x) =
∑n

i=1 aixi. A funcional 〈sn,−〉 sobre RN é definido
em toda parte, e é igual à composição de x 7→ (x1, x2, . . . , xn) com πn. Por
conseguinte, a imagem direita de γ∞ sob 〈sn,−〉 é γ1

‖sn‖. Os funcionais 〈sn,−〉
convergem para 〈a,−〉 em quase toda parte (teorema 2.21), e segundo exercício
2.27, as medidas γ1

‖sn‖ convergem fracamente para a imagem da medida γ∞ por
〈a,−〉. Ao mesmo tempo, verifica-se direitamente que estas medidas convergem
fracamente (de fato, em variação total) para a medida γ1

‖a‖. .

Cada operador ortogonal, u ∈ O(`2), é representado por uma matriz semi-
infinita na base ortonormal padrão, cujas linhas u(i,−), i ≥ 1, formam uma
base ortonormal. Dado uma linha u(i,−), o valor de 〈u(i,−), x〉 é definido para
quase todos x. Por conseguinte, podemos definir o produto ux, um elemento
de RN cujos componentes são de forma (ux)i = 〈u(i,−), x〉, i = 1, 2, 3, . . . . O
produto ux é definido para quase todos x. Obtemos desse modo um operador,
u∼, sobre RN estendendo u. Agora pode-se verificar que este operador é linear
em quase toda parte, e que (uv)∼ = u∼v∼. Também temos e∼ = Id.

Corolário 2.29. Seja u ∈ O(`2). Então para γ∞-quase todo x ∈ R∞, o
elemento de RN dado por

(u∼x)i =
∞∑
j=1

uijxj

é bem definido. A aplicação

RN 3 x 7→ ux ∈ RN

é mensurável.
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Observação 2.30. Pode-se mostrar também que o domínio de definição natural
de ux, que consiste de todos x onde as séries 〈u(i,−), x〉, i ∈ N, convergem
de verdade, é um subconjunto boreliano e um subespaço linear de RN de γ∞-
medida 1. Claro que no complemento linear deste domínio, que é um conjunto
nulo, o operador pode ser redefinido de forma arbitrária.

Exercício 2.31. Sejam u ∈ O(`2) e a ∈ `2. Verifique que para γ∞-quase todos
x ∈ RN,

〈a, u∼x〉 = 〈u∗a, x〉.

Corolário 2.32. Para cada u ∈ `2, a aplicação mensurável u∼ : RN → RN

conserva a medida γ∞.

/ Seja a ∈ `2 qualquer. A imagem direita da medida u∼∗ (γ∞) sob o funcional
〈a,−〉 é igual à imagem direita de γ∞ sob a composição de u∼ com 〈a,−〉, ou
seja, o funcional

〈a, u∼−〉 = 〈u∗a,−〉

(exercício 2.31). Segundo teorema 2.28, tal imagem ’e igual a γ1
‖u∗a‖ = γ1

‖a‖.
Agora usamos teorema 2.28 de novo, para concluir. .

Deste modo, obtemos uma ação do grupo O(`2) pelos isomorfismos conser-
vando a medida sobre o espaço gaussiano (RN, γ∞), ou seja, um homomorfismo
O(`2)→ Aut (RN, γ∞).

Exercício 2.33. Eis um exercício desafiador (não vai ser usado neste mini-
curso). Mostrar que as três topologias seguintes são iguais sobre o grupo O(`2):

1. A topologia forte (como grupo de operadores sobre `2),

2. A topologia fraca induzida de Aut (RN, γ∞),

3. A topologia de convergência em medida se cada operador u é visto como
uma função mensurável do espaço com medida (RN, γ∞) com valores no
espaço de Fréchet RN.
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Observação 2.34. Cada extensão u∼ de um operador ortogonal tem o seu pró-
prio domínio de definição. A pergunta natural será: existe um domínio comum
de medida 1 onde todos os operadores u∼, u ∈ O(`2), estejam definidas simul-
taneamente? A resposta é negativa, e a primeira prova completa (altamente
não trivial) aparece em [16, 15]. Para uma apresentação simpificada, veja [31],
sect. 7.1.

Observação 2.35. Os argumentos acima se repetem para definirmos sobre RN

a medida gaussiana γ∞σ de parâmetro σ2, possuindo as mesmas propriedades.

Observação 2.36. Segue-se de nossos resultados que cada projeção ortogonal
π de posto finito de `2 define uma aplicação mensurável de R∞ sobre o espaço
im π de dimensão finita, e a imagem direita de γ∞ sob π é exatamente a medida
gaussiana γn.

Em um sentido, a medida γ∞ sobre RN “realiza” nossa medida finitamente
aditiva sobre a álgebra de conjuntos cilíndricos de `2, impossível a realizar em
próprio `2.

A situação parecida é a seguinte. Suponha que nós queiramos definir uma
medida sigma-aditiva sobre os racionais, Q, de modo que µ([a, b]) = b − a.
Obviamente isso é impossível, pois a sigma-aditividade implica que µ(Q) = 0,
exatamente como no caso de `2. Para definir uma tal medida, temos que
“engrossar” o espaço, Q, substituindo um espaço mais massivo, R, capaz de
suportar a medida que nós queremos. No nosso caso, o espaço RN é um tal
engrossamento de `2. (Esta comparação eu emprestei do artigo introdutório e
muito interessante de Stroock [38]).

Ao mesmo tempo, o espaço RN não parece muito interessante. A estrutura
de RN como espaço localmente convexo é bastante pobre, ele raramente aparece
nas aplicações. Seria mais interessante de ver a medida gaussiana suportada
sobre um espaço de Banach mais comun e mais útil.
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2.5. Espaço de Wiener clássico

A ideia é de encaixar entre `2 e RN um espaço de Banach (ou de Hilbert,
ou localmente convexo), E, mais interessante:

`2 ⊆ E ⊆ R∞,

de modo que as imerções fossem contínuas, e a medida da imagem de E fosse
plena. Deste modo, a medida gaussiana γ∞ vai induzir uma medida de pro-
babilidade sobre E, chamada medida de Wiener. O primeiro exemplo desse
gênero, historicamente, foi o espaço E = C0[0, 1] de funções contínuas sobre o
intervalo fechado que se anulam em 0, munido da norma uniforme.

Para realizar a imersão contínua `2 ⊆ E, vamos usar uma cópia isométrica
de `2, o espaço L2(0, 1). A imagem i(f) de uma função f integrável com o
quadrado é dada por

i(f) =

∫ •
f ds, i(f)(t) =

∫ t

0

f(s) ds. (2.4)

A função g =
∫ •
f ds é absolutamente contínua. De fato, isso vale para uma

classe de funções mais geral, as funções L1.

Exercício 2.37. Verificar que se f ∈ L1(0, 1), então a função g = i(f) no eq.
(2.4) é absolutamente contínua: qualquer que seja ε > 0, existe δ > 0 tal que
se a soma de comprimentos de intervalos (a1, b1), . . ., (an, bn) é menor que δ,
então

n∑
i=1

|g(ai)− g(bi)| < ε.

(Pode ser mais fácil de mostrar uma afirmação formalmente mais forte: se
f ∈ L1(0, 1), então para cada ε > 0, existe δ > 0 tal que se µ(A) < δ, então∣∣∫
A
f dµ

∣∣ < ε. Suponha o contrário. Sem perda de generalidade, pode-se supor
que f ≥ 0. Escolha uma sequência (An) com µ(An)→ 0 e

∫
An
f dµ ≥ δ0 > 0,

note que pode supor An ⊇ An+1, e use o fato que fµ é uma medida finita e
sigma-aditiva).
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Figura 2.3: Função de Haar h2,1 (esq.) e a imagem dela, β2,1 dλ.

Exercício 2.38. Verificar que a aplicação linear i : L2(0, 1)→ C0[0, 1] definida
por eq. (2.4) é injetora e contínua, e a sua imagem é densa em C0[0, 1].

A base ortonormal de funções de Haar em L2(0, 1) consiste de funções
h−1,0 ≡ 1 e

hi,j = 2i/2χ[j2−i−1,(j+1)2−i−1) − χ[(j+1)2−i,(j+2)2−i−1),

onde i = 0, 1, 2, . . ., j = 0, 1, . . . , 2−i − 1 (Fig. 2.3, à esq.).
As imagens βi,j(t) =

∫ t
0
hi,j(s) ds de funções de Haar sob a aplicação

∫ • são
contínuas, afins a pedaços (Fig. 2.3, à dir.), o máximo de βi,j é igual a 2−i/2−1,
e a constante de Lipschitz (o gradiente máximo), é igual a 2i/2.

Exercício 2.39. Mostra que as somas parciais f =
∑
ai,jβi,j =

∑
bi,jβi,j são

exatamente todas as funções afins por pedaços cujos pontos de não diferenci-
abilidade são de forma i2−n, i = 0, 1, 2, . . . , 2n.

Exercício 2.40. Supoha que f =
∑
ai,jβi,j =

∑
bi,jβi,j, onde f é uma funçào

contínua, ai,j, bi,j ∈ R, e a convergência de séries é uniforme sobre [0, 1]. Mos-
trar que ai,j = bi,j. (Foco nos valores das funções em pontos racionais diádicos).



Grupos de Caminhos e Laços, Medida de Wiener, e Médias Invariantes 35

Exercício 2.41. Seja (fn) uma sequência de Cauchy de funções em C0[0, 1]

em relação à norma uniforme. Suponha que cada função fn pode ser escrita
como a soma da série que converge uniformemente sobre [0, 1]:

fn =
∑
i,j

a
(n)
i,j βi,j.

Mostra que para cada i, j a sequência de coeficientes (a
(n)
i,j )∞n=1 é uma sequência

de Cauchy.
(Use a definição de uma sequência (xn) de Cauchy sequinte: para cada

ε > 0, existe N tal que para todos n ≥ N , temos d(xN , xn) < ε. Examine os
coeficientes recursivamente, começando com a−1,0, depois a0,0, a1,0, a1,1, etc.,
em blocos.)

Teorema 2.42. Cada função f ∈ C0[0, 1] é igual à soma de uma série
∑
ai,jβi,j,

ai,j ∈ R, que converge uniformemente sobre [0, 1] e cujos coeficientes são úni-
camente definidos.

/ Cada função de forma
∫ •
f , onde f ∈ L2(0, 1), admite o desenvolvimento

desejado, usando os coeficientes de Fourier de f em L2: se f =
∑∞

n=1 ai,jhi,j
no sentido L2, então

∫ t
0
f(s) ds =

∑∞
n=1 ai,jβi,j no sentido de convergência

uniforme. Tais funções são densas em C0[0, 1] (eles incluem, por exemplo,
todas as funções polinomiais que se anulam em 0, e agora teorema de Stone–
Weierstrass se aplica, cuja prova curta e elegante pode ser vista em [4], ou [32],
F.3, p. 392). Agora seja f ∈ C0[0, 1] uma função qualquer. Escolhemos fn que
admitem uma representação em questião e convergem para f uniformemente.
Usando as notações do exercício 2.41, denotaremos ai,j = limn→∞ a

(n)
i,j . Agora

não é difícil verificar que a série
∑
ai,jβi,j converge uniformemente para f . A

unicidade segue-se do exercício 2.40. .

Observação 2.43. Diz-se que as funções βi,j formam uma base de Schauder
no espaço C0[0, 1]. Esta base de Schauder particular se chama o sistema de
Faber–Schauder. Veja, por exemplo, [37] para um tratamento detalhado, ou
[12] para uma prova simples, com coeficientes de Faber–Schauder explícitos.
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Exercício 2.44. Mostrar que a aplicação de C0[0, 1] por RN enviando cada
função f para a sequência de coeficientes de Faber–Schauder dela é contínua.
(É praticamente uma reformulação do exercício 2.41...)

Escrevemos as nossas funções como uma sequência simples, βn, enume-
rando todas as funções βi,j antes das funções βi+1,j. Desse modo, as funções
βi,j andam em blocos: todas as 2i funções com suportes em intervalos de
comprimento 2−i, seguidos por 2i+1 funções com suportes em intervalos de
comprimento 2−i−1, etc.

Teorema 2.45. γ∞-Quase toda sequência x = (xn) ∈ RN tem a propriedade
que a série ∑

xnβn

converge uniformemente em C0[0, 1].

/ Para cada i e a parte da soma que corresponde ao bloco i, temos

max
t

∣∣∣∣∣∑
j

|ai,j|βi,j(t)

∣∣∣∣∣ ≤ 2−i/2−1 max
j
|ai,j|.

Por conseguinte, a série
∑
ai,jβi,j converge uniformemente se∑
i

2−i/2−1 max
j
|ai,j| <∞.

Por exemplo, isso é o caso se maxj |ai,j| = O(2−i/4). Em outras palavras, o
coeficiente 2i-esimo deve ser de ordem de grandeza O(2−i/4), ou bem, voltando
para a sequência simples βn, o coeficiente n-esimo deve ser O(nn/4).

Escolhemos uma sequência Rn > 0, Rn = Θ(n1/4), tomando valores iden-
ticos sobre cada par de números vizinhos 2n − 1, 2n e limitada por baixo por
nn/4. A construção na página 25 implica que, dado ε > 0, existe um conjunto
Kε ⊆ RN com γ∞(Kε) > 1 − ε tais que todos elementos x ∈ Kε satisfazem
xn ≤ cRn para um certo c > 0. A série

∑
n xnβn converge uniformemente em

C0[0, 1] para cada x ∈ Kε, definindo uma função f ∈ C0[0, 1]. Isso termina a
demonstração. .
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Observação 2.46. Pode-se mostrar que o resultado acima é verdadeiro se ao
invés de (βn) usamos qualquer família de funções de forma

∫ •
hn, onde (hn) é

uma base ortonormal no espaço L2(0, 1).

A aplicação j : C0[0, 1] → RN, enviando cada função para a sequência de
coeficientes de Faber–Schauder, é contínua (exercício 2.44). A aplicação con-
versa, definida pelo menos sobre o conjunto de medida plena ∪ε>0Aε, é bo-
reliana graças a um resultado geral (cada aplicação boreliana e injetora de
um espaço boreliano padrão para outro é um isomorfismo boreliano sobre a
imagem, veja [24], p. 89). Porém, vamos deduzir este fato direitamente. A es-
trutura boreliana de C0[0, 1], como de cada espaço de Banach separável, é igual
à sigma-álgebra gerada por todos os funcionais lineares e contínuos. A restri-
ção de cada funcional φ ∈ C0[0, 1]∗ sobre `2 é um funcional linear contínuo, de
forma φ(x) = 〈ξ, x〉, e ele se estende até um funcional 〈ξ,−〉 γ∞-mensurável
sobre RN. A restrição de 〈ξ,−〉 sobre C0[0, 1] é igual a φ em quase toda parte.
Isso mostra que a aplicação inversa de j,

j−1 : RN ⊇
⋃
ε>0

Aε 3 x 7→
∑

xnβn ∈ C0[0, 1]

é γ∞-mensurável.
Por conseguinte, a medida gaussiana é transferida no espaço C0[0, 1], por

w = j−1
∗ (γ∞).

Como espaços com medida (RN, γ∞) e (C0[0, 1], w) são isomorfos. Isso permite
de definir a ação do grupo ortogonal O(`2) sobre (C0[0, 1], w) por automorfis-
mos, e afirmar todas as propriedades que nós estabelecemos nessa seção. A
medida w se chama medida de Wiener clássica. De mesmo modo, podem se
definir as medidas de Wiener wσ de parâmetro σ2.

2.6. Funções Lipschitz-α contínuas

Seja 0 < α ≤ 1. Uma função real f : X → R sobre um espaço métrico é
dita Lipschitz-α contínua, ou de classe C0,α de Hölder, se existe C > 0 tal que
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para cada par x, y ∈ X

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|α.

Cada função Lipschitz-α contínua é contínua, mas o converso não é verdadeiro:
por exemplo, f(x) = xβ, 0 < β ≤ 1, é Lipschitz-α contínua se e somente se
0 < α ≤ β.

As funções Lipschitz-α contínuas sobre um espaço métrico X que se anulam
num ponto escolhido x0 ∈ X formam um espaço linear, que torna-se um espaço
de Banach sob a norma

‖f‖Lip-α = sup
x 6=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

.

Nos vamos trabalhar com o espaço C0,α
0 [0, 1] de funções Lipschitz-α contínuas

sobre [0, 1] que se anulam em 0.

Exercício 2.47. Sejam 0 < α ≤ 1 e i ∈ N. Mostra que o supremo de valores
de norma ‖f‖Lip-α, onde f =

∑
j ai,jβi,j e maxi,j |ai,j| = a, é atingido em dois

pontos x e y cuja diferença é 2−i e a função toma valores ±2−i/2a, e é igual a

2i(α−1/2)+1a.

Exercício 2.48. Suponha que 0 < α < 1/2 e |ai,j| = O(2i(1/4−α/2)). Mostra
que a série

∑
i,j ai,jβi,j converge uniformemente sobre [0, 1] para uma função f

que é Lipschitz-α contínua.

Exercício 2.49. Usando a sequência de valores de raio R2n = n(1/4−α/2) e a
construção na página 25, mostrar que, quando 0 < α < 1/2, para γ∞-quase
todo x ∈ RN a imagem j(x) pertence a C0,α

0 [0, 1].

Deste modo, a medida deWiener é suportada no espaço de funções Lipschitz-
α contínuas, qual quer que seja α < 1/2. Este espaço é menor do que C0[0, 1],
e a topologia dele, estritamente mais fina. Para α ≥ 1/2, o resultado não
é verdadeiro: já γ∞(C

0,1/2
0 [0, 1]) = 0. Um fato interessante é que os espaços
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C0,α
0 [0, 1], 0 < α < 1, não são separáveis: eles são dois a dois isomorfos entre

eles e a espaço `∞ [6], logo a medida de Wiener é suportada num subespaço
próprio deles (necessariamente separável, sendo a união de uma sequência de
compactos por causa da regularidade).

A apresentação de duas últimas seções foi inspirada por [13], embora todos
os erros vem do atual autor.

Observação 2.50. Uma norma contínua (necessariamente gerando uma topo-
logia estritamente mais fraca) sobre `2 se chama mensurável se o espaço de
Banach completamento de `2 munido desta norma tem a medida gaussiana
plena e, logo, suporta uma medida de Wiener. Um tal complemento se chama
um espaço de Wiener abstrato. Existe uma caraterização geométrica de tais
normas, que exige, intuitivamente, que a bola unitária desta norma seja bas-
tante grande para não admitir o argumento negando a existência da medida
gaussiana, semelhante ao na seção 2.3. A teoria de espaços abstratos de Wie-
ner baseada sobre essa noção é extensa. Eu recomendo os artigos originais de
Leonard Gross [19, 20].





3

Integral multiplicativa

3.1. Derivada logarítmica à direita

Os resultados da nossa terceira e última aula aplicam-se a qualquer grupo de
Lie compacto e conexo, K. É bastante ter em mente o exemplo K = SO(n) de
grupo ortogonal especial SO(n), que consiste de todas as matrizes u ∈Mn(R)

tendo as propriedades uu∗ = u∗u = Id e detu = 1. Como uma referência
excelente para todas as noções da teoria de Lie, baseada sobre uma aborda-
gem com matrizes, eu sugiro o livro do meu antigo colega na Universidade de
Ottawa, Wulf Rossmann [35].

A topologia do grupo SO(n) é induzida da topologia natural do espaço
de matrizes Mn(R), identificado com o espaço vetorial de dimensão n2 com a
sua topologia padrão. Com esta topologia, o grupo é compacto. A métrica
compatível usada será a métrica de Hilbert–Schmidt:

‖A‖2 = (tr(A∗A))1/2. (3.1)

Em outras palavras, é a restrição da norma euclideana padrão quando pen-
samos do espaço de matrizes como um espaço euclideano de dimensão n2.
Escrever a norma sob a forma (3.1) tem a vantagem do que é fácil verificar
que a distãncia é bi-invariante sobre o grupo SO(n): quais quer que sejam
u, v, w ∈ SO(n),

‖wu− wv‖2 = ‖uw − vw‖2 = ‖u− v‖2 .

(Exercício).

41
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A aplicação exponencial, definida por

expA =
∞∑
n=0

An

n!
= Id+ A+ A2/2 + . . . ,

manda cada matriz deMn(R) para uma matriz inversível. Em particular, cada
matriz antisimmétrica A vai para uma matriz ortogonal, expA (exercício). O
inverso da aplicação exponencial, definido localmente, é dado pela aplicação
logarítmica:

logU =
∞∑
n=1

(−1)n+1 1

n
(U − Id)n.

Denotaremos so(n) o espaço linear de todas as matrizes antisimmétricas. Este
espaço é uma álgebra de Lie, munida de colchete de Lie [x, y] = xy−yx, mas nós
não vamos usar a estrutura de álgebra de Lie de verdade. As aplicações exp e
log estabelecem um difeomorfismo local entre uma vizinhança de identidade em
SO(n) e uma vizinhança de zero em so(n). Deste modo, o grupo SO(n) forma
uma variedade suave, de dimensão dimSO(n) = dim so(n) = n(n− 1)/2, cujo
atlas consiste de aplicações φu : x 7→ log(x ·u−1), definidos em uma vizinhança
de u. As operações de grupo são suaves (de classe C∞, e de fato, Cω).

Finalmente, definamos a representação adjunta, Ad gy = gyg−1, de SO(n)

em so(n):
Ad gy = gyg−1.

É fácil ver que Ad é uma ação de SO(n) sobre so(n) por transformações
lineares (de mais, automorfismos de álgebra de Lie), e além disso, ortogonais
em relação à distância de Hilbert-Schmidt.

Se agora K é um subgrupo fechado de SO(n), então pode se verificar o
seguinte. O conjunto k de x ∈ so(n) tais que exp(tx) ∈ K para todos t ∈ R
forma uma sub-álgebra de Lie de so(n). As restrições de exp sobre k e de
log sobre K definam um difeomorfismo local. A álgebra de Lie k é fechada
em relação à restrição da representação adjunta. Veja [35]. De outro lado,
cada grupo de Lie compacto pode ser realizado como um subgrupo fechado de
SO(n).
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Agora sejam K um grupo de Lie compacto realizado como um subgrupo de
SO(n), f : I→ G, e t ∈ I um ponto onde f é diferenciável. A derivada de f em
ponto t ∈ I pertence ao espaço tangente Tf(t)K. Dentro deMn(R), este espaço
linear é obtido do espaço tangente em identidade, k, pela multiplicação (à
esquerda ou à direita) por uma matriz unitária, nomeadamente U = f(x). Para
obtermos um elemento da álgebra de Lie k = TId(K), temos que multiplicar a
derivada por f(x)−1.

A derivada logarítmica à direita de f em t é um elemento da álgebra de Lie
k de G definido por:

∂logf(t) = f ′(t) · f(t)−1. (3.2)

Seja t um ponto comum de suavidade para duas aplicações f, g : I → G.
Temos:

∂log(fg)(t) = lim
∆t→0

1

∆t
[f(t+ ∆t)g(t+ ∆t)− f(t)g(t)] (f(t)g(t))−1

= lim
∆t→0

1

∆t
[f(t+ ∆t)(g(t+ ∆t)− g(t))] g(t)−1f(t)−1+

lim
∆t→0

1

∆t
[(f(t+ ∆t)− f(t))g(t)] g(t)−1f(t)−1

= f(t)g′(t)g(t)−1f(t)−1 + f ′(t)f(t)−1

= Ad f(t)∂
logg(t) + ∂logf(t).

Escrevemos a fórmula assim:

∂log(fg)(t) = ∂logf(t) + Ad f(t)∂
logg(t). (3.3)

A fórmula está válida num contexto muito mais geral de grupos de Lie de
dimensão infinita ([28], p. 250).

Uma função real f absolutamente contínua sobre o intervalo fechado I =

[0, 1] é diferenciável em λ-quase toda parte, e se f(0) = 0, então f(t) =∫ t
0
f ′(s) ds, para λ-quase toda t. Por conseguinte, o mesmo é válido para uma

aplicação com valores em um espaço vetorial de dimensão finita como Mn(R).
(Para os fatos básicos sobre funções absolutamente contínuas, veja Appen-
dix 4.4 do livro [39], disponível na página web do autor). Concluímos: cada
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aplicação absolutamente contínua f : I → K (um caminho) tem a derivada
logarítmica à direita definida em λ-quase toda parte.

Digamos que um caminho f tem energia finita se∫ 1

0

∥∥∂logf(t)
∥∥2
dt <∞.

Em outras palavras, um caminho f : I→ G tem energia finita se e somente se
∂logf pertence ao espaço L2(I, k).

Sejam f, g dois caminhos de energia finita. Definamos a distância entre eles
como segue:

d(f, g) =
∥∥∂logf − ∂logg∥∥

2
, (3.4)

onde ‖·‖2 é a norma no espaço de Hilbert L2(I, k) = L2(0, 1)⊗ k.
Denotemos H1

e (I, K) o conjunto de todos os caminhos f : I→ K de energia
finita tais que f(0) = e, identidade de K. (A origem da notação é que esses são
aplicações de classe de Sobolev H1 = W 2,1, se o grupo K é visto como uma
sub-variedade suave de Mn(R)). Vamos mostrar que tais caminhos formam
um subgrupo de C(I, K), que torna-se um grupo topológico polonês (separável
e completo) sob a métrica (3.4).

Uma prova direita pode ser vista em [1], Sect. 1.8. Outra segue-se dos
resultados de [30], Corol. 9.7, p. 30. Nós vamos apresentar uma prova usando
o fato que a derivada logarítmica

∂log : H1
e (I, K)→ L2(I, k) = L2(0, 1)⊗ k (3.5)

é uma bijeção. Com esta finalidade, vamos construir a aplicação inversa dela.
Intuitivamente, o inverso de derivada deve ser uma espécie de integral. É a
chamada integral multiplicativa, ou integral de produto [9, 28].

3.2. Integral multiplicativa

Seja f uma função simples de I = [0, 1] para k, tomando valores constantes
em cada intervalo [ti, ti+1), i = 0, 1, . . . , n − 1. Para quaquer t ∈ [tj, tj+1), a
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integral multiplicativa de f entre 0 e t é definida por
t∏
0

exp f(s) ds = exp(t− tj)f(tj) exp(tj − tj−1)f(tj−1) . . . exp t1f(0). (3.6)

Exercício 3.1. Notar que se A e B são duas matrizes que comutam, AB =

BA, então exp(A+B) = expA expB.

Exercício 3.2. Deduzir que o valor da integral
∏t

0 exp f(s) de uma função
simples não depende da escolha de uma partição finita, uma vez que f tomar
valores constantes sobre os intervalos daquela partição.

O resultado seguinte permite-nos a estender a integral sobre todas as fun-
ções de classe L1.

Lema 3.3. Sejam f e g duas funções simples. Então,
t∏
0

exp f(s) ds−
t∏
0

exp g(s) ds =

∫ 1

0

[
t∏
s

g(x) dx (f(s)− g(s))
s∏
0

f(y) dy

]
ds.

(3.7)

/ Denotaremos, para simplicidade e sem perda de generalidade, ti+1 = t, ∆j =

(tj+1 − tj), fj = f(tj), gj = g(tj), e

aj = exp fj∆j, bj = exp gj∆j,

para todos i = 0, 1, . . . , i. Temos
t∏
0

exp f(s) ds−
t∏
0

exp g(s) ds = aiai−1 . . . a2a1 − bibi−1 . . . b2b1

= (ai − bi)ai−1 . . . a2a1 + bi(ai−1 − bi−1)ai−2 . . . a1

+ bibi−1(ai−2 − bi−2)ai−3 . . . a1 + . . .

+ bibi−1 . . . b1(a0 − b0).

Representemos

ai − bi = exp fi∆i − exp gi∆i

≈ 1 + fi∆i + (fi∆i)
2/2 + . . .− (1 + gi∆i + (gi∆i)

2/2 + . . .)

= (fi − gi)∆i + (. . .)∆2
i /2.
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Menos a termos de segunda ordem, a expressão original torna-se

i∑
j=1

 ti∏
tj

exp g(x) dx · (fj − gj) ·
tj∏
0

exp f(y) dy

∆i

e converge para a integral clássica de Riemann na eq. (3.7). A contribuição
total dos termos de ordem ≥ 2 vai ser de ordem de grandeza O(max ∆i), pois
f e g são limitadas e ai, bi são matrizes ortogonais (logo, isometrias). Por
conseguinte, essa contribuição vai desaparecer no limite max ∆i → 0. .

Corolário 3.4. Dadas funções simples f e g com valores em K,∥∥∥∥∥
t∏
0

exp f(s) ds−
t∏
0

exp g(s) ds

∥∥∥∥∥
∞

≤ ‖f − g‖1 . (3.8)

Exercício 3.5. Deduzir que a integral multiplicativa estende-se de modo único
por continuidade uniforme sobre todas as funções de L1(0, 1)⊗ k.

Observação 3.6. Por conseguinte, a identidade na eq. (3.7) vale para quaisquer
funções f, g de classe L1. Ela se chama fórmula de Duhamel. A desigualdade
(3.8) é válida para funções L1 também. Para um tratamento detalhado e
aprofundado, consulta a monografia [9].

Exercício 3.7. Seja f ∈ L1(0, 1)⊗ k. Verifique que a função

I 3 t 7→
t∏
0

exp f(s) ds ∈ K

é absolutamente contínua e satisfaz

∂logt

t∏
0

exp f(s) ds = f(t), em λ-quase toda parte.

(Se precisar de ajuda, consulte [9], Thm. 1.2, e Sect. 1.8, p. 55, eq. (8.6).)
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Concluímos que a derivada logarítmica (eq. (3.5)) é uma bijeção entre
H1
e (I, K) e L2(I, k). A operação de multiplicação usual (pontual) de funções

emH1
0 (I, K) corresponde, graças à identidade de cociclo (eq. (3.3)), à operação

binária seguinte em L2(I, k):

f ∗ g = f + Ad Π exp fg. (3.9)

Como a operação ∗ é bem definida para todos f, g ∈ L2 ⊗ k, concluímos que
H1

0 (I, k) é fechado por multiplicação. A operação de inverso corresponde à

∂log(f−1) = (Ad f )
−1(−∂logf)

(exercício), logo, também é bem definida. Denotamos o inverso de f em relação
à operação ∗ por f−1∗, então

f−1∗ = −Ad −1
Π exp ff.

Por conseguinte, H1
e (I, K) é um subgrupo de C(I, K).

A distância euclidiana sobre L2⊗k é invariante por translações e operadores
ortogonais. Logo, ela é invariante por multiplicação ∗ à esquerda. Isso implica
que a métrica sobre H1

e (I, K) dada por eq. (3.4) é invariante à esquerda:

d(fg, fh) = d(g, h).

Para mostrar que a topologia dada pela métrica d é uma topologia de grupo,
resta mostrar que para cada ε > 0 e f existe δ > 0 tal que fBδ(e)f

−1 ⊆ Bε(0).
Vamos trabalhar “en cima”, no espaço L2⊗k munido da operação ∗ e da norma
euclidiana.

Denotemos a norma uniforme sobre Mn(R) por ‖·‖u. Sobre o grupo com-
pacto K ⊆ SO(n), ela é equivalente à norma de Hilbert–Schmidt, ‖·‖2.

Exercício 3.8. Verifique que a norma uniforme é bi-invariante sobre SO(n)

(assim como a norma de Hilbert–Schmidt).
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Temos, para quais quer matrizes ortogonais u, v e uma matriz A ∈Mn,

‖Ad uA− Ad vA‖2 =
∥∥uAu−1 − vAv−1

∥∥
2

≤
∥∥uAu−1 − uAv−1

∥∥
2

+
∥∥uAv−1 − vAv−1

∥∥
2

≤ 2 ‖u− v‖u ‖A‖2

≤ 2 ‖u− v‖2 ‖A‖2 .

Se agora u, v : I → K são tais que maxt ‖u(t)− v(t)‖2 < γ, e f ∈ L2(I, k),
então

‖Ad uf − Ad vf‖2 =

[∫ 1

0

∥∥Ad u(t)f(t)− Ad v(t)f(t)
∥∥2

2
dt

]1/2

≤ 2γ

[∫
‖f(t)‖2

2 dt

]1/2

= 2γ ‖f‖2 .

Agora sejam f ∈ L2 ⊗ k e ε > 0. Denotaremos C = ‖f‖2. Definamos
δ = min{ε, ε/2C}.

Seja g ∈ L2 ⊗ k qualquer com ‖g‖2 < δ. A conjugação fuf−1, escrita
usando a operação ∗, é igual a

f ∗ u ∗ f−1∗ = f + Ad Π exp fg − Ad Π exp fΠ exp g(Π exp f)−1f.

Da fórmula de Duhamel, concluímos que ‖Π exp g − 1‖∞ ≤ δ (a norma de
supremo no intervalo calculada usado a norma de Hilbert-Schmidt sobre as
matrizes). A bi-invariância da distância de Hilbert–Schmidt sobre o grupo
SU(n) implica que ‖Π exp fΠ exp g(Π exp f)−1 − 1‖∞ < δ. Segue-se que

‖f + Ad Π exp fg − Ad Π exp fΠ exp gΠ exp f−1f‖
2
≤ ‖Ad 1f − Ad Π exp fΠ exp gΠ exp f−1f‖

2
+

‖Ad Π exp fg‖
≤ 2δ ‖f‖2 + ‖g‖2

< 2ε.

Finalmente, como o espaço L2 é separável e completo, o grupo topológico
H1
e (I, K) o é também, ou seja, é um grupo polonês.
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3.3. Aplicação de Itô

A ação do grupo topológico H1
e (I, K) de caminhos de energia finita sobre

se mesmo por multiplicação à esquerda admite uma realização isomorfa no
espaço L2(I, k). Seja f ∈ H1

e (I, K), então a ação por isometrias afins,

g 7→ ∂logf + Ad gf,

admite um isomorfismo com a ação acima mencionada no sentido de dinâmica
topológica (ou de grupos de transformações). O isomorfismo numa direção
é estabelecido pela derivada lorarítmica ∂log, na outra direção, pela integral
multiplicativa

∏
exp.

Nota-se que o espaço de Hilbert L2(I, k) imerge-se no espaço de funções con-
tínuas C0(I, k), munido com a medida de Wiener clássica (as modificações do
caso C0[0, 1] são bastante evidentes). Cada translação aditiva por um elemento
f de L2⊗ k estende-se até uma translação do espaço C0(I, k), é simplesmente a
translação aditiva por

∫ •
f . Cada operador ortogonal, inclusive Ad f , estende-

se até um automorfismo de espaço com medida, no caso, Ad ∼f . Deste modo,
cada caminho f ∈ H1

e (I, K) define, para wσ-quase todas funções g ∈ C0(I, k),
a transformação:

C0(I, k) 3 g 7→
∫ •

f + Ad ∼∏ exp f (g).

Pode-se verificar que, para cada σ > 0, esta fórmula define uma ação do grupo
H1
e (I, K) sobre o espaço C0(I, k) por transformações definidas em wσ-quase

toda parte e que preservam a classe de equivalência da medida.
Segue-se de nossos resultados (corolário 2.32 e proposição 2.19) que as

medidas de Wiener wσ, σ →∞, são assintoticamente invariantes em relação à
ação do grupo H1

e (I, K). Por conseguinte, existe uma média sobre o espaço de
funções borelianas e limitadas sobre C0(I, k), invariante sob a ação de H1

e (I, K)

assim definida.
Agora seria desejável de transferir as medidas wσ (ou simplesmente a média

invariante) para o grupo C0(I, K) de aplicações contínuas. De mesmo modo
como o espaço de Banach C0(I, k) é um completamento do espaço de Hilbert
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L2(I, k) em relação a uma norma mais fraca, o grupo topológico de funções
contínuas C0(I, K) é um completamento do grupo H1

e (I, K) em relação a uma
métrica bi-invariante mais fraca. O grupo H1

e (I, K) age sobre os dois – o
espaço de Banach C0(I, k) assim como o grupo polonês C0(I, K) – e a ideia
parece atraente, de estabelecer um isomorfismo entre os dois sistemas dinâmi-
cos, estendendo o isomorfismo já existente entre as duas realizações do grupo
H1
e (I, K). Um tal isomorfismo deve ser (1) mensarável, para nossas medidas

(ou a média invariante) descerem de C0(I, k) para C0(I, K), e (2) equivariante,
ou seja, comutar com a ação do grupo H1

e (I, K).
A nossa aplicação hipotética, I, deve estender a integral multiplicativa.

Mas exatamente, a imagem de L2(0, 1)⊗ k sob a aplicação
∫ • consiste de todas

as funções de classe H1 de Sobolev: as funções absolutamente contínuas cuja
derivada é somável com o quadrado. Como o domínio de I vai ser C0[0, 1]⊗ k,
a restrição de I sobre H1(I, k) deve ser igual à composição f 7→ Π exp f ′(s) ds.
Como f ′∆ti aproxima ∆fi = f(ti) − f(ti−1), a eq. (3.6) sugere aproximar I
por expressões

In(f)(t) = exp

(
t− tj
tj+1 − tj

(f(tj+1)− f(tj))

)
exp(f(tj)− f(tj−1)) . . . exp f(t1),

(3.10)
onde f ∈ C0(I, k) e t ∈ [tj, tj+1).

Em outras palavras, a partir da função f , construimos uma função simples,
f∆
n , cujo valor constante sobre cada intervalo [ti−1, ti) é o quociente diferencial:

f∆
n (t) =

f(ti)− f(tj−1)

ti − ti−1

, se t ∈ [ti−1, ti).

Esta função f∆
n é uma aproximação da (em geral não existente) derivada de

f . Nesta notação,

In(f)(t) =
t∏
0

exp f∆
n (s) ds.

Espera-se que a sequência (In(f)) convirja uniformemente para um limite,
I(f) =

∏• exp df , a aplicação de Itô.
Nota-se que se f ∈ H1

0 (I, k), então a sequência f∆
n aproxima f ′ no espaço

L2(I, k). Neste caso, a sequência (In(f)) de fato converge uniformemente, e o
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limite é exatamente a integral multiplicativa de f ′:∏
exp f∆

n (s) ds→
∏

exp f ′(s) ds.

Isso mostra que estamos no caminho certo. Agora vamos concentrar sobre a
convergência uniforme de In(f).

Se K é abeliano, então exp(x+ y) = expx exp y, os termos no produto na
eq. (3.10) se anulam de forma telescópica, e obtemos simplesmente I(f)(t) =

exp(f)(t).
No caso não comutativo,

expx exp y = (1 + x+ x2/2 + ...)(1 + y + y2/2 + ...)

= 1 + x+ y + x2/2 + y2/2 + xy + ...,

enquanto

exp(x+ y) = 1 + x+ y + (x+ y)2/2 + . . .

= 1 + x+ y + x2/2 + y2/2 + xy/2 + yx/2 + . . . ,

então, a diferença entre eles é

1

2
[x, y] =

1

2
(xy − yx),

mais termos de terceira ordem. O comutador, sendo de segunda ordem de
grandeza, vai causar dificuldades para funções não suaves.

Suponha que a nossa partição tem 2n elementos, e que dividamos cada
subintervalo em dois subintervalos de mesmo tamanho. Denotemos o incre-
mento da função f em cada um destes dois subintervalos ∆f1,∆f2. Logo, o
incremento no subintervalo original é igual a ∆1 + ∆2, e a diferença de termos
correspondentes nas expressões de I2n e I2n+1 vai ser

exp(∆1 + ∆2)− exp ∆1 exp ∆2 ≈ −
1

2
[∆1,∆2].

O mesmo vale, a terceira ordem menos, para quociente:

exp(∆1 + ∆2)−1 exp ∆1 exp ∆2 ≈ exp
1

2
[∆1,∆2].
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Se os termos a livrar-se fossem de terceira ordem, nós poderiamos usar o fato
que a medida de Wiener é suportada nas funções α-Lischitz contínuas para
qualquer α < 1/2. Se além disso α > 1/3, então cada termo de 3a ordem pode
ser estimado por

∆f 3
i ≤ C ((ti − ti−1)α)3 = C2−n3α,

onde C = C(f) = ‖f‖0,α. A soma de todos os 2n termos é limitada por

C2n(1−3α),

e como 3α > 1, a série é ainda somável. Então, os termos de terceira ordem não
causam dificuldade. Porém, o mesmo jeito apenas vai dar certo para termos
de segunda ordem se α > 1/2, e tais funções já tem a medida de Wiener nula.

E os termos de segunda ordem são tipicamente bastante grandes para uma
função aleatória seguindo a distribuição de Wiener, f ∼ w.

Exercício 3.9. Mostre que o incremento ∆f = f(s) − f(t), onde s < t,
f ∈ C0[0, 1], and f ∼ w, segue a lei gaussiana com σ2 = |s − t|. (Calcule a
norma da restrição do funcional correspondente sobre L2).

Exercício 3.10. Deduza que o incremento análogo no espaço C0(I, k) segue a
lei γd√

|s−t|
, onde d é a dimensão de k como espaço vetorial.

Então, o valor típico de ∆fi é de ordem de grandeza
√

∆xi, e a cota ingénua
para a soma de n colchetes de forma [∆1,∆2] vai ser de ordem O(1), que é
inútil.

Exercício 3.11. Mostra que os incrementos sobre dois intervalos disjntos, [t, s]

e [a, b], onde t < s ≤ a < b, são variáveis aleatórias independentes.

Isso oferece a solução: um grande número de incrementos grandes e inde-
pendentes vão se anular mutualmente, no mesmo espírito como no Teorema
Central do Limite.

Teorema Central do Limite diz que, dada uma sequência X1, X2, . . . de
variáveis aleatórias independentes e identicamente distribuídas, seguindo uma
lei µ com média 0 e variância 1, as variáveis Sn/

√
n, onde Sn =

∑n
i=1Xi,



Grupos de Caminhos e Laços, Medida de Wiener, e Médias Invariantes 53

convergem em lei para a distribuição normal padrão. Em outras palavras, as
distribuições de Sn/

√
n convergem fracamente para γ1.

Relembramos que Dε denota o disco de raio ε > 0 em R2. Para cada ε > 0,
pelas considerações geométricas,

2γ1[ε,+∞) < 1− γ2(Dε)

= 1− (1− e−ε2/2)

= e−ε
2/2.

Então, para X ∼ γ1,
P [|X| > ε] < e−ε

2/2.

Segue-se que, para cada ε > 0 e n bastante grande,

P

[∣∣∣∣ Sn√n
∣∣∣∣ > ε

]
< e−ε

2/2,

e para cada a e n bastante grande,

P

[∣∣∣∣ Sn√n
∣∣∣∣ >√2a log n

]
< e−a logn

= n−a.

Quando a > 1, a série é somável. Agora seja n = 2k. Denotamos µ a lei de
X1. Escolhemos a > 1 qualquer e denotemos

pk = pk(µ) = P

[
2k

max
i=1
|X1 +X2 + . . .+Xi| > 2k/2+1

√
a(k + 1)

]
. (3.11)

Temos:

pk = P

[
2k

max
i=1
|X1 +X2 + . . .+Xi| >

√
2a(2k) log(2k+1)

]
≤ P

[
2k

max
i=1

∣∣∣∣X2k+1 +X2k+2 + . . .+X2k+i√
2k + i

∣∣∣∣ >√2a log(2k + i)

]
≤

2k∑
i=1

(2k + i)−a

= sk. (3.12)
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Nota-se que
∞∑
k=0

sk =
∞∑
n=1

n−a <∞.

Lema 3.12. Seja µ uma medida de probabilidade sobre R com média 0 e
variância finita. Seja a > 1 qualquer. Sejam X1, . . . , X2k variáveis aleatórias
i.i.d., seguindo a lei 2−k = D2−kµ (a imagem de µ pela dilatação). Denotemos

sk = P

[
2k

max
i=1
|X1 +X2 + . . .+Xi| > 2−k/2+1

√
a(k + 1)

]
.

Então, a seguência (sk) é somável. Em particular, quase certamente, para cada
k bastante grande,

2k

max
i=1
|X1 +X2 + . . .+Xi| ≤ 2−k/2+1

√
a(k + 1).

/ As probabilidades pk são as mesmas probabilidades da eq. (3.12). A coisa
importante é que as variáveis 2kXi do lema todas seguem a mesma lei µ para
valores de k diferentes. .

Lema 3.13. Seja X uma variável aleatória tomando valores em Rd e seguindo
a lei γd. Seja U uma variável aleatória tomando valores no grupo ortogonal
O(d) de Rd e independente de X. Então a variável aleatória UX ∈ Rd segue
a lei γd e é independente de U .

/ Cada matriz ortogonal u preserva a medida gaussiana, então a lei condicional
de UX dado U = u é igual a γd quase sempre. Isso implica que a lei de UX é
γd, e também que UX é independente de U . ([22], lemma 86.(i), p. 169). .

Agora vamos estimar a diferênça entre I2n(f) e I2n+1(f), para simplicidade,
usando as partições uniformes. Para cada intervalo [i2−n, (i+ 1)2−n], denota-
remos ∆i,1 = f(i2−n + 2−n−1)−f(i2−n) o incremento de f na primeira metade
do intervalo, e ∆i,2 = f((i + 1)2−n) − f(i2−n + 2−n−1) o incremento na se-
gunda metade. Deste modo, ∆i,1 + ∆i,2 é o incremento no intervalo inteiro.
Denotaremos

ai = exp(∆i,1 + ∆i,2), bi = exp(∆i,1 + ∆i,2)−1 exp(∆i,1) exp(∆i,2).
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É bastante estimar o valor só em pontos extremos dos intervalos. Temos

I2n(f)((i+ 1)2−n) = aiai−1ai−2 . . . a2a1,

I2n+1(f)((i+ 1)2−n) = aibiai−1bi−1ai−2bi−2 . . . a2b2a1b1

= aiai−1ai−2 . . . a2a1 × (ai−1 . . . a2a1)−1bi(ai−1 . . . a2a1)×
(ai−2 . . . a2a1)−1bi−1(ai−2 . . . a2a1)×
. . .×
a−1

1 b2a1 × b1.

Nós sabemos lidar com os termos de terceira ordem. A estes termos menos,

(ai−1 . . .a2a1)−1bi(ai−1 . . . a2a1)× (ai−2 . . . a2a1)−1bi−1(ai−2 . . . a2a1)×
. . .× a−1

1 b2a1 × b1 − 1

≈ (ai−1 . . . a2a1)−1 1

2
[∆i,1∆i,2](ai−1 . . . a2a1)+

(ai−2 . . . a2a1)−1 1

2
[∆i−1,1,∆i−1,2](ai−2 . . . a2a1)+

. . .+ a−1
1

1

2
[∆2,1,∆2,2]a1 +

1

2
[∆i,1,∆i,2].

Aplicação recursiva do lema 3.13 mostra que as variáveis aleatórias

(aj−1 . . . a2a1)−1(∆j,1,∆j,2)aj−1 . . . a2a1 (3.13)

são i.i.d. gaussianas com a lei γ2d
2−(n+1)/2 , onde d = dim k. Segue-se que as v.a.

(aj−1 . . . a2a1)−1[∆j,1,∆j,2]aj−1 . . . a2a1

são i.i.d. (não mais gaussianas), simétricas, com a média 0. As componentes
delas (projeções para espaço funcional gerado pelo qualquer vetor de base de
k) são variáveis aleatórias reais i.i.d., simétricas, e tem variância limitada pelo
produto de variâncias de ∆j,1, ∆j,2, ou seja, σ = O(2−n). Denotemos estas
componentes Yi.

Agora apliquemos lema 3.12 à nossa sequência de variáveis Yi. Nota-se
que a imagem de cada variável [X, Y ] pela dilatação D2n segue a mesma lei,
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com variância 1. Para w-quase todas f , para n bastante grande, a distância
uniforme entre In(f) e In+1(f) satisfaz

‖In(f)− In+1(f)‖ = O(2−n/2).

Isso permite a concluir que a sequência funcional In(f) é uniformemente Cau-
chy, logo converge uniformemente, para w-quase todas funções f . Denotemos

lim
n→∞

In(f) = I(f) =
∏

exp df.

Sendo um limite pontual de uma sequência de aplicações contínuas, I é men-
surável (admite uma realização de classe de Baire, [24], p. 52).

Nós mostramos:

Teorema 3.14. As aplicações

In(f) = Π exp(f∆
n )

convergem para w-quase toda f ∈ C0(I, k) para uma aplicação mensurável

I : C0(I, k)→ Ce(I, K)

(a aplicação de Itô).

Observação 3.15. A aplicação de Itô I pode ser também chamada a integral
multiplicativa estocástica. Porém, isto precisa de uma clarificação.

As medidas de Wiener de parâmetros diferentes são duas a duas singulares:
‖wσ − wσ′‖TV = 1 se σ 6= σ′. (Exercício). Então, existe uma versão da
aplicação de Itô para cada valor de parâmetro σ2 > 0.

Porém, como para cada f a convergência uniforme de In(f) (se tivesse
lugar) não dependem da medida, podemos concluir que o conjunto de todos f ∈
C0(I, k) onde I(f) é bem definido tem medida plena para qualquer wσ. Neste
sentido, I é uma aplicação boreliana determinística, definida parcialmente,
sobre um subconjunto boreliano de C0(I, k).
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3.4. Equivariância

Denotemos C1
0(I, k) o subgrupo de H1

0 (I, k) que consiste de todas as funções
f : I → k de classe C1 tais que f(0) = 0. De mesmo jeito, C1

e (I, K) denota o
grupo de aplicações de classe C1 do intervalo para K tais que f(0) é identidade
de K.

Teorema 3.16 (Malliavin e Malliavin [25]). Para todas f ∈ C1
0(I, k) e w-quase

todas g ∈ C0(I, k),

I(f + Ad ∼I(f)g) = I(f) · I(g). (3.14)

Ou, de modo equivalente, para todas funções h ∈ C(I, k) e w-quase todas g ∈
C0(I, k),

I(∫ h+ Ad ∼Π exphg) = Π exp(h) · I(g).

Mais uma reformulação equivalente: para todas k ∈ C1
e (I, K) e w-quase todas

g ∈ C0(I, k),
I(∂logk + Ad ∼k g) = k · I(g).

Aqui, Ad ∼x significa a extenção, definida em w-quase toda parte, do ope-
rador ortogonal Ad x de L2(I, k) para C0(I, k).
Observação 3.17. Parece provável que o resultado seja válido para todos f ∈
H1

0 (I, k), mas eu não sei verificar isso.

Relembramos que, dado uma função g ∈ C0(I, k) e uma partição do inter-
valo t1, t2, . . . , tn, a função simples g∆

n é definida por

g∆
n (t) =

g(ti+1)− g(ti)

tj+1 − ti
,

onde t ∈ [ti, ti+1).
Se h ∈ L1(I, k), definamos a função simples h−n por

h−n (t) =

∫ ti+1

ti
h(s) ds

tj+1 − ti
,
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quando t ∈ [ti, ti+1). Então, sobre cada subintervalo da partição a função h−n
toma valor constante igual ao valor médio de h sobre este intervalo. Em outras
palavras,

h−n =

(∫ •
h

)∆

n

.

Agora voltemos para eq. (3.14). Como f ′, g∆
n ∈ L2(I, k), nós já sabemos

graças à eq. (3.3) e teorema 3.14 que

Π exp(f ′ + Ad Π exp f ′g
∆
n ) = Π exp f ′ · Π exp g∆

n

q.c.→ Π exp f ′ · I(g)

= I(f) · I(g).

Resta a verificar que

Π exp(f ′ + Ad ∏
exp f ′g

∆
n )

q.c.→ I(f + Ad ∼I(f)g), (3.15)

ou seja, que∥∥Π exp(f ′ + Ad ∏
exp f ′g

∆
n )− Π exp((f + Ad ∼∏ exp f ′g)∆

n )
∥∥
∞

q.c.→ 0.

Segundo o corolário do fórmula de Duhamel (observação 3.6), basta mostrar
a convergência para a distância L1 entre os argumentos. Como

(f + Ad ∼∏ exp f ′g)∆
n = f∆

n + (Ad ∼∏ exp f ′g)∆
n ,

e ∥∥f ′ − f∆
n

∥∥
1

=
∥∥f ′ − (f ′)−n

∥∥
1
→ 0,

a afirmação a mostrar simplifica-se assim:∥∥Ad ∏
exp f ′g

∆
n − (Ad ∼∏ exp f ′g)∆

n

∥∥
1

q.c.→ 0.

Escolhemos uma base ortonormal e1, . . . , ek de k. Escrevemos

sn =
n∑
i=0

2n∑
j=1

d∑
k=1

aijkβij ⊗ ek, rn =
∞∑

i=n+1

2n∑
j=1

d∑
k=1

aijkβij ⊗ ek,
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a soma parcial e o resto de desenvolvimento de g na base de Faber–Schauder
(teorema 2.42, com ajustes evidentes para o caso de C(I, k)). Então, sn ⇒ g

(convergência uniforme sobre [0, 1]) e rn ⇒ 0. Segundo exercício 2.39,

(sn)∆
n = g∆

n .

Para simplicidade, denotamos

h = Π exp f ′ ∈ H1
e (I, K).

Esrevemos (
Ad ∼∏ exp f ′g

)∆

n
= (Ad ∼h g)∆

n

= (Ad ∼h sn)∆
n + (Ad ∼h rn)∆

n

=
(
Ad hg

∆
n

)−
n

+ (Ad ∼h rn)∆
n .

Então,∥∥Ad ∏
exp f ′g

∆
n − (Ad ∼∏ exp f ′g)∆

n

∥∥
1
≤
∥∥∥Ad hg

∆
n −

(
Ad hg

∆
n

)−
n

∥∥∥
1︸ ︷︷ ︸

(I)

+
∥∥∥(Ad ∼h rn)∆

n

∥∥∥
1︸ ︷︷ ︸

(II)

.

Estimemos os dois termos separadamente.
(I). Como a função h = Π exp f ′ é de classe C1, o incremento de h em cada

intervalo [ti, ti+1) pode ser aproximado, menos a termos de segunda ordem, por
h′(ti)∆ti. Logo,

Eg∼w
∥∥∥Ad hg

∆
n −

(
Ad hg

∆
n

)−
n

∥∥∥
1

= Eg∼w
∫ 1

0

∥∥∥Ad hg
∆
n (s)−

(
Ad hg

∆
n

)−
n

(s)
∥∥∥

2
ds

≤
n−1∑
i=0

Eg∼w
∫ ti+1

ti

∥∥∥Ad hg
∆
n (s)−

(
Ad hg

∆
n

)−
n

(s)
∥∥∥

2
ds

≤
n−1∑
i=0

Eg∼w
∫ ti+1

ti

∆hi

∥∥∥∥∆gi
∆ti

∥∥∥∥
2

ds

≤
n−1∑
i=0

‖f ′‖∞∆ti

√
∆ti

∆ti
∆ti

≤ ‖f ′‖∞
√

∆ti.



60 Vladimir Pestov

Agora relembremos que sn é a soma de n primeiros blocos no desenvolvimento
de Faber–Schauder, e que o bloco n-ésimo corresponde à partição do intervalo
em 2n subintervalos. A estimativa torna-se O(2−n/2), uma série convergente, e
por isso temos a convergência do termo (I) para zero para w-quase toda função
g.

(II). Para cada elemento βijk da base de Schauder do espaço de Banach
C0(I, k), temos

Ad ∼h (βijk) =

∫ •
Ad hhijk ds,

e
(Ad ∼h (βijk))

∆
n = (Ad hhijk)

−
n .

Por consequinte, se hi é uma função simples tomando valores constantes sobre
todos os intervalos (j2−i, (j + 1)2−i), então(

Ad ∼hi

(∑
j,k

aijkβijk

))∆

n

= 0.

Denotando hi uma aproximação simples de h (por exemplo, hi(t) = h(j2−i)

sobre cada intervalo [j2−i, (j + 1)2−i)) e usando o fato que h ∈ C1(I, K),
concluímos:∥∥∥∥∥∥

(
Ad ∼h

∑
j,k

aijkhijk

)∆

n

∥∥∥∥∥∥
1

≤

∥∥∥∥∥(Ad h − Ad ∼hi
)∑
j,k

aijkhijk

∥∥∥∥∥
1

≤ max
j,k
|aijk|

∑
j,k

∫ ti+1

ti

‖f ′‖∞∆tids

= max
j,k
|aijk|k ‖f ′‖∞ 2−i,

e ∥∥∥(Ad ∼h rn)∆
n

∥∥∥
1

=

∥∥∥∥∥Ad ∼h
∑
i≥n,j,k

aijkhijk

∥∥∥∥∥
1

≤
∑
i≥n;j,k

max
j,k
|aijk|k ‖f ′‖∞ 2−i. (3.16)
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Denotaremos KC o conjunto de funções f ∈ C0(I, k) cujos coeficientes de
Faber–Schauder crescem como C · 2i/4:

|aijk| ≤ C · 2i/4.

A cota superior na eq. (3.16) será uma série somável, e o primeira lema de
Glivenko-Cantelli garante a convergência em quase toda parte de KC . Como
∪C>0KC tem medida de Wiener plena, concluímos.

3.5. Médias invariantes sobre grupos de caminhos e
laços

Teorema 3.18. Existe uma média sobre o espaço de funções borelianas li-
mitadas sobre o grupo C0(I, K) invariante à esquerda pela multiplicação por
funções de subgrupo denso H1(I, K).

/ As medidas (wσ), σ → ∞ sobre o espaço de Banach C0(I, k) formam uma
família assintoticamente invariante sob as transformações

C0(I, k) 3 g 7→ ∂logf + Ad fg ∈ C0(I, k),

onde f ∈ H1(I, K). Por conseguinte, as imagens direitas I∗(wσ) (medidas
de Wiener não lineares) formam uma família de medidas de probabilidade
borelianas sobre o grupo C0(I, K), que é assintoticamente invariante pela mul-
tiplicação à esquerda por elementos de H1(I, K). .

Corolário 3.19. Os grupos topológicos de caminhos baseados C0(I, K), laços
baseados C0(S1, K), caminhos livres C(I, K), e laços livres C(S1, K) são me-
diáveis.

/ O resultado para C0(I, K) segue do teorema 3.18 e exercício 1.15. Agora
o caso C0(S1, K) segue-se do teorema 1.18, e os casos restantes C(I, K) e
C(S1, K) seguem do exercício 1.16. .
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Observação 3.20. Nota-se que na prova do corolário 3.19 nós apenas usamos
o fato que a média sobre o grupo de caminhos é invariante pela ação de um
sub-grupo denso. A natureza desse subgrupo não importa.

Isolemos a versão de mediavelidade seguinte. Digamos que um grupo to-
pológico G é mediável no sentido de Malliavin–Malliavin, ou M-M mediável,
se existe uma média sobre o espaço de funções borelianos e limitados sobre G,
invariante pela ação de um subgrupo H denso de G à esquerda.

Essa propriedade implica que G é mediável (exercício 1.15). Para grupos
localmente compactos, as duas propriedades são equivalentes (observação ??).
Vários grupos topológicos de dimensão infinita possuem esta propriedade de
ser M-M mediáveis, inclusive U(`2) com a topologia forte e Aut (X,µ) com a
topologia fraca.

Até o momento quando comecei trabalhar sobre o meu minicurso, eu não
tive dúvidas de que poderia facilmente construir um exemplo que distinguisse
dois conceitos, ou seja, um grupo topológico (digamos, polonês) mediável, mas
não M-M mediável. O candidato de grupo que tive em mente foi o grupo de
bijeções de racionais que preservam a medida, Aut (Q, <), com a topologia
mais fraca tal que os estabilizadores de todos os pontas sejam sub-grupos
abertos. (Este grupo é extremamente mediável, cada ação dele sobre um espaço
compacto tem um ponto fixo [31]).

Porém, depois eu notei que mostrar que Aut (Q, <) não é M-M mediável
implicaria uma solução do famoso problema em aberto sobre o grupo (F ) de
Thompson sendo ou não mediável... então, pode ser um problema difícil. No
entanto, não tenho outro candidato e não sei dizer se cada grupo topológico
mediável será M-M mediável também.
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