e

SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA






A Matematica no
Jogo

Torres 3
de Hanol



A Matematica no Jogo Torres de Handi

Copyright ©2023 Débora Borges Ferreira e Edvan Pontes Oliveira

Direitos reservados pela Sociedade Brasileira de Matematica.

A reproducéo nédo autorizada desta publicacdo, no todo ou em parte,

constitui violacao de direitos autorais. (Lei 9.610/98).

Sociedade Brasileira de Matematica

Presidente: Paolo Piccione

Vice-Presidente: Jaqueline Godoy Mesquita

Diretores: Walcy Santos, Jorge Herbert Soares de Lira, Daniel Gongalves
e Roberto Imbuzeiro

Editor Executivo

Ronaldo Alves Garcia

Assessor Editorial

Tiago Costa Rocha

Colecgdo Coletaneas de Matematicas

Comité Editorial

Gregorio Silva Neto e Marcelo Viana

Capa

Pablo Diego Regino

Editoracdo Eletronica

Editora Pi

(21) 97636-9137 | https://www.editorapi.com.br | contato@editorapi.com.br

Distribuicao e vendas

Sociedade Brasileira de Matemética

Estrada Dona Castorina, 110 Sala 109 - Jardim Botéanico, 22460-320 Rio

de Janeiro RJ

(21) 2529-5073 | http://www.sbm.org.br | lojavirtual@sbm.org.br

ISBN 978-85-8337-211-0

DOI https://doi.org/10.21711/SBM /000005

Dados Internacionais de Catalogacio na Publicagido (CIP)
(Camara Brasileira do Livro, SP, Brasil)

Ferreira, Débora Borges

A matemadtica no jogo de Torres de Handi [livro
eletronico] / Débora Borges Ferreira, Edvan Pontes de
Oliveira. — Rio de Janeiro : SBM - Sociedade Brasileira
de Matematica, 2023.

PDF

Bibliografia.
ISBN 978-85-8337-211-0

1. Jogos no ensino de matematica 2. Matemética -
Estudo e ensino 3. Matemaética recreativa I. Oliveira,

Edvan Pontes de. II. Titulo.

23-154604 CDD-510.7

Indices para catalogo sistematico:
1. Matematica : Estudo e ensino 510.7
Cibele Maria Dias - Bibliotecdria - CRB-8/9427


https://wa.me/5521976369137
https://www.editorapi.com.br
mailto:contato@editorapi.com.br
http://www.sbm.org.br
mailto:lojavirtual@sbm.org.br
https://doi.org/10.21711/SBM/000005

A Matematica no
Jogo

Torres
de Hanol

Débora Borges Ferreira =~ |\
Edvan Pontes de ,,
X w e

12 edigao
2023
Rio de Janeiro

"m S BM
SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMﬂTICA






AGRADECIMENTOS

A Sociedade Brasileira de Matemética (SBM) pela avaliacio
e revisao desse livro.

Edvan Pontes agradece a esposa Camila Jordana e aos seus
pais Francisca Pontes e Edmilson Ferreira.

Ao Heliton Martins Reis Filho (graduando em Quimica Com-
putacional na UFMG) pela contribuigdo no LaTeX.






APRESENTACAO

E possivel se divertir com Matemdtica!

O presente e-book ¢é resultado de uma parceria de trabalho
que iniciou-se em 2019 com o meu Trabalho de Conclusdo de
Curso do PROFMAT, orientado pela professora Débora Borges
Ferreira, intitulado As Diversas Maneiras de Explorar a Mate-
matica através do Jogo Torres de Handi.

Para ler esse livro é preciso dominar matemaética basica nos
primeiros 5 capitulos. O contetddo exigido é resumidamente o
dominio de sequéncias numéricas: monodtonas, oscilantes, pro-
gressoes aritméticas, progressoes geométricas e recursividade. Ja
o ultimo capitulo, requer um conhecimento mais aprofundado,
pois inclui topologia e analise.

O Capitulo 1 é fundamental para o entendimento de todo o
livro, pois o foco é compreender as regras e objetivos do jogo.
Além disso, exploramos um pouco da histéria do quebra-cabega
torres de Hanéi. No Capitulo 2, apresentamos as sequéncias,
suas defini¢bes, teoremas, proposigoes e exemplos. Nesse capi-
tulo, ndo ha aplicagdo direta com o puzzles, porém é necessario
que o leitor domine os conceitos.

Caso o leitor tenha conhecimento prévio de sequéncias numé-
ricas, recorréncias e das torres de Handi, recomendo a leitura a
partir do Capitulo 3. H& muitos temas aplicados da matemética
no jogo, possibilitando abordagens em sala de aula para o pu-
blico do ensino médio. Ja no Capitulo 5, sdo exploradas outras
variagoes do quebra-cabeca, ndo tao populares como o classico,
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entretanto, para quem ja estd habituado ao jogo, potencializa a
motivacao de novos desafios. O Capitulo 6 mostra a relacdo do
jogo com o Tridngulo de Sierpinski.

Esperamos que o leitor se divirta com as Torres de Handi,
suas variagoes e curiosidades. Grande parte do livro é animado
e para usufruir basta abrir no Adobe Acrobat Reader através de
um notebook ou Computador Pessoal (PC).

Boa leitura!

FEdvan Pontes de Oliveira
Joao Camara, RN, 2022



PREFACIO

No ano de 2010, quando cursava o técnico subsequente e era
monitor de Matemética no Instituto Federal do Rio Grande do
Norte, IFRN, participei indiretamente de uma atividade apli-
cada em sala de aula sobre as Torres de Handi que foi realizada
nas turmas do 1* ano do técnico integrado de informdatica. O
professor aplicador dessa atividade era Francisco Quaranta Neto
e foi nesse periodo que conheci esse jogo fantastico. A atividade
continha perguntas simples que exploravam seus objetivos, en-
tretanto a pergunta que mais chamou minha atengao foi como
escrever uma fungdo matematica que contasse o niimero minimo
de jogadas em funcdo do niimero de pecgas do jogo. Trés anos
depois, fui convidado para participar do Projeto Espago do Co-
nhecimento, destinado a professores de matematica da rede mu-
nicipal de Mossoré e Pendéncias (RN) onde uma das atividades
aplicadas foi sobre, justamente, as Torres de Handi.

Por vivéncias em salas de aula, é notavel a dificuldade dos
alunos expressarem ideias matematicas no papel. Executam bem
as tarefas, identificam padroes, porém ao tentar descrever esses
padrbes no matematiqués, simplesmente travam. Diante disso,
por que nao explorar mais a Matematica elementar e tentar che-
gar a solugdo? Existem outras maneiras de resolvé-lo? Sempre
existiram criticas em relacdo ao ensino da matematica com a
falta de atividades praticas, entretanto a esséncia estd na abstra-
¢a0, é a partir desta que chegamos a solugoes praticas perfeitas.

Ao invés de pensar apenas na quantidade minima de jogadas
para vencer as Torres de Handi, pensei em qual disco é movido

numa jogada qualquer? Quantas vezes um certo disco passou
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pelo pino inicial? Como seria o grdfico da fungdo nimero de jo-
gadas e numero de pecas? e etc. Fiz esbogos sobre essas pergun-
tas e tentei construir relacbes matematicas, contudo sem rigor, o
que era natural, porque cursava o ensino basico. Posteriormente,
na graduagdo, ndo dei continuidade a esses estudos. Porém, em
2017, ao ingressar no mestrado em matematica, a ideia de escre-

ver um texto com bases sélidas sobre o jogo floresceu.

A professora Débora Borges foi primordial na minha disserta-
cao intitulada As Diversas Maneiras de Explorar a Matemdtica
através do Jogo Torres de Handi e de outros trabalhos posterio-
res. Ao ser apresentada ao jogo e as minhas ideias de dissertacao,
nao pensou duas vezes em aceitar. Se alguém me perguntasse o
porqué da professora Débora ser uma companheira de trabalho
ao longo desses 5 anos, afirmaria com convicgdo que é uma pro-
fissional que ama desafios. A verdadeira esséncia de um professor
de matematica é sempre buscar novos desafios, é o combustivel

resolver problemas interessantes, sejam eles de qualquer nivel.

Em 2020, publicamos o artigo A Matemdtica da Ordem de
Movimentacio das Pecas da Torre de Handi na revista portu-
guesa Gazeta de Matemdtica da Sociedade Portuguesa de Ma-
temédtica. A seguir, no mesmo ano, publicamos o artigo Torres
de Hanoi de 3 e 4 pinos: abordagens para o Ensino Bdsico na

revista Professor de Matematica Online, da SBM.

Apds essas publicagoes, surgiu a ideia de escrevermos um
e-book dissertando mais sobre o tema. Entdo, estendemos os
estudos para variadas formas do jogo ja conhecidas na litera-
tura. Fizemos um apanhado bibliografico de seus criadores e
suas solucbes, quando existem, e as descrevemos em detalhes.
Adentramos também no estudo de fractais e grafos para mostrar
curiosidades da Torre de Handi e o Tridngulo de Sierpinski.



O diferencial do nosso livro, além do rigor matematico, sao
as animacoes em tex sendo possivel a interacdo do leitor com o

tépico abordado.

15 de dezembro de 2022

Os autores
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CapriTUuLO 1

ENTENDENDO O JOGO
CLASSICO, SUAS REGRAS E
ESTRATEGIAS PARA
VENCER

1.1 Um pouco da histéria do jogo

Hanéi é uma bela cidade, capital da Republica Socialista
do Vietname, vulgo Vietna, foi ocupada por tropas francesas
entre os anos de 1872 a 1882. S6 em 1954, os franceses foram
totalmente retirados de la. Estava sempre nas manchetes dos
jornais de Paris na época da ocupagao, era um nome recorrente
e muito comum. Hoje, mais famoso que a propria cidade é um
quebra cabecas conhecido por Torres de Handi, e a escolha do
seu nome se deve a fama da cidade na época em que foi criado.
Vamos conhecer um pouco sua histéria que foi retirada de [15].

H&a no Museu das Artes e Oficio em Paris um quebra ca-
becas com 8 discos em madeira denominado Torres de Handi,
com data de 1883, e cuja patente é dada ao matematico francés
Francois Edouard Anatole Lucas (1842-1891). Acredita-se que
seja o primeiro exemplar do jogo. O mesmo foi comercializado
e popularizado rapidamente nos Estados Unidos e Reino Unido,
inclusive aqui no Brasil ha uma ampla variedade de fabricantes

para todas as idades.



Figura 1.1: Tlustracao da Torre de Handi do século XIX

Em 1892, na obra Récréations Mathématiques, Vol.III, Lucas
detalha o jogo e explica suas origens. Segundo ele, foi apresen-
tado ao jogo pelo professor N. Claus, que na verdade era o seu
pseudonimo quando trabalhava no colégio Observatério de Pa-
ris, Lycée Saint-Louis. Segundo ele, N. Claus conheceu o jogo
em uma de suas viagens ao Vietna, o mesmo lecionava no colégio
Li-Si-Sou-Stian, que nada mais é que um anagrama de Lucas e
Saint-Louis!!!

Lucas estimou o tempo necessario para resolver o quebra-
cabegas considerando um movimento por segundo. Por curio-
sidade, ele cita um jogo com 64 discos, no qual sdo necessarios
18.446.744.073.709.551.615 movimentos para vencé-lo, o que le-
varia bilhoes de séculos para resolver sem pausas. Além disso,
Lucas equiparou a solu¢do matemadatica com um quebra-cabeca
muito famoso da China, o Baguenaudier, que é um quebra-
cabeca de desemaranhamento de anéis. Junto com o jogo, tam-
bém é muito famosa a lenda por tras das Torres de Handi:



No grande templo em Benares, India, abaixo da cipula
que marca o centro do mundo, ha trés pinos de diamante
fixados em uma placa de latdo. Em um desses pinos, Deus
colocou, no inicio dos tempos, sessenta e quatro discos de
ouro puro, o maior apoiado no metal, e os outros, cada vez
mais estreitos, sobrepostos um ao outro de forma crescente.
E a torre sagrada de Brahma. Noite e dia, os sacerdotes se
sucedem nos degraus do céu, ocupados carregando os discos
do primeiro pino de diamante ao terceiro, sem se afastar das
regras, e foram impostas por Brahma. Quando tudo estiver
terminado, a torre de Benares se transformara em po, e entéo
serd o fim dos mundo. [3§]

Figura 1.2: Edouard Lucas

Segundo [11], logo apés a descoberta do jogo, surgiram ou-
tras variagoes do desafio no inicio do século XX, dentre as quais
falaremos aqui, no Capitulo 5, da torre com quatro pinos, ciclica,
dupla, de Antuérpia, magnética e cadtica. A mais famosa destas
é a Torre de Handi com quatro pinos.

H& muitas curiosidades envolvidas nesse jogo e trataremos al-
gumas delas, por exemplo, no Capitulo 6, veremos a semelhanca
entre o Tridngulo de Sierpinsk e um grafo representando os pos-
siveis movimentos dos discos da Torre, ver também em [1]. Para
0 caso classico, isto é, a torre com trés pinos proposta por Lu-
cas, em uma solucao do jogo utilizando a menor quantidade de

movimentos possivel, suponha que esta é interrompida em uma



jogada 7, no Capitulo 4 ou em [13] ou [29] é descrita a configu-
racao da torre nesse instante, isto é, em qual pino cada um dos
discos estara. Mais curiosidades e detalhes sobre o assunto no
livro [15].

1.2 Funcionamento do jogo

As Torres de Handi sdo um quebra-cabeca composto por uma
base e trés pinos. Em um dos pinos ha discos empilhados com
diferentes tamanhos, em sequéncia do menor para o maior, como
mostra a Figura 1.3.

O objetivo do jogo é transferir a pilha de discos do pino
inicial, onde se encontra, para o pino livre na outra extremidade
da base, usando as regras a seguir:

e apenas um disco pode ser movido por vez;
e nenhum disco pode ficar em cima de um de raio menor;

e apenas o disco do topo pode ser movido.

[ -
Figura 1.3: Torre de Hanoi com 5 discos

Identificaremos os pinos pelas letras A (pino da esquerda), B

(pino intermediario) e C' (pino da direita). Sera usado nimeros



para diferenciar os discos (de 1 a n, ntimero 1 para o menor e n
para o maior disco). Para simbolizar o movimento realizado, é
feita a combinagdo da representacido do pino com o disco. Por
exemplo, na figura a seguir o disco 1 foi movimentado para o
pino C":

Figura 1.4: Soluc¢ao com um disco

Agora, veja 0 mesmo movimento da forma animada:

(=Je(+)
Chamamos de S1 a solugao tnica para um disco e a representa-
mos por: S = (10).
Esse tipo de notagao funciona como coordenadas, primeiro é
identificado o disco (nimero do disco de acordo com o seu ta-



manho) e logo em seguida o pino de destino para onde queremos
mover o disco (A, B ou C). A préxima figura apresenta outro
exemplo, agora com dois discos, e uma possivel solugdo:

— A
1
=3 1
A B c A B C
/\ ~ A
— —> |
1 [ | | o |
A B c A B C

Figura 1.5: Solugdo com dois discos

Agora, veja a mesma solugdo animada:

S



Chamamos de S essa solugdo para dois discos. O disco 1
(menor disco), que estava no pino A, vai para o pino B; o disco 2
é movido para o pino C'; o disco 1 para o pino C, totalizando trés
movimentos (quantidade minima de movimentos). A solugao

utilizando o registro dos movimentos ja mencionado é:
Sy = (1B,2C,10).

Observe que, nas solugbes S1 e Sy seus elementos estdo en-
tre parénteses, isso acontece porque esses elementos representam
uma sequéncia de movimentos e devem estar em ordem. Deno-
tamos por S, a solugdo do problema com n discos. A seguir,
a solucao animada para trés discos, ou seja, S3. Veremos, no
Capitulo 3, que essa solugao é Unica.

(=)

Logo, S3 = (1C,2B,1B,3C,1A,2C,1C). O passo-a-passo

dessa solucdo estd na proxima figura:



CApriTULO 1. ENTENDENDO O JOGO CLASSICO

b=l 1]
(11~ 1
~[1l=[11
> | l=]]4

Figura 1.6: Solucdo com trés discos

E se tivéssemos 4 discos? Nesse caso, uma solugéo seria:

S, = (1B,2C,1C,3B,1A,2B,1B,4C,1C, 24,14, 3C, 1B, 2C,1C).

Veremos uma animagao com 4 discos seguida de outra com
5 discos:



§1.3. ESTRATEGIAS PARA RESOLVER O JOGO COM n DISCOS

GCTE3

Qe

1.3 Estratégias para resolver o jogo com n
discos

Nesta secao veremos duas estratégias para vencer o jogo. A
primeira, focada nos movimentos do menor disco, e a segunda,
utilizando uma ideia mais geral do que a primeira.



1.3.1 Estratégia pelo menor disco

Uma estratégia para resolver a Torre de Handi intuitivamente
¢é saber onde o menor disco deve se mover nas primeiras jogadas.
Vejamos possiveis solucoes do jogo com até 5 discos, conside-
rando o pino final da torre como o C:

c)
1B,2C,1C)

(1
(
(10,2B,1B,3C,14,2C,1C)
(1B
=(

,2C,1C,3B,14,2B,1B,4C,1C,2A,1A,3C, 1B,2C, 1C)
10,2B,1B,3C,14,2C,1C,4B,1B,2A,1A,3B,1C, 2B,
1B,5C,1A,20,1C,3A,1B,2A,14,4C,1C,2B, 1B, 3C,
14,2C,1C).

Observando as solugbes anteriores e acreditando que essas
executam a menor quantidade de movimentos, (provaremos isso
no Capitulo 3) é possivel notar um padrao referente a paridade
com a primeira jogada do menor disco. Quando o total de dis-
cos é impar, o menor disco inicialmente vai para haste C, em
seguida para haste B, por fim haste A, seguindo a sequéncia
(C,B,A,C,B,A,...,C). Caso o numero de discos seja par, a
sequéncia de movimentos muda. O menor disco inicialmente vai
para haste B, depois para haste C', depois A, entdo a sequéncia
fica (B,C,A,B,C,A,...,B,C). Conhecendo o primeiro movi-
mento do menor disco e sabendo que ele se movimenta alter-
nadamente com os demais discos, podemos resolver o quebra
cabecas de modo pratico. Agora, ja temos uma estratégia pra
resolver o problema da Torre com n discos.

Uma outra estratégia é sempre mover o menor disco para o
pino intermediario B, independentemente da paridade do total
de discos. Nessa estratégia, o pino destino para finalizagao do



§1.3. ESTRATEGIAS PARA RESOLVER O JOGO COM 7 DISCOS

A B C

Figura 1.7: Torre de Handi com n discos

jogo varia entre o pino B e C.

(1B)
(1B,2C,1C)

(1B,2C,1C,3B,14,2B,1B)
(1B,2C,1C,3B,1A,2B,1B,4C,1C,24,14,3C, 1B,2C, 1C).

S1
So
S3
Sy

Nesse caso, a menor pega sempre segue uma mesma sequéncia
de movimentos para os pinos (B, C, A).

1.3.2 Estratégia geral

Como o objetivo do jogo é transferir os n discos para o pino
C, entao devemos primeiro transferir os n — 1 discos para o pino
intermediario B, assim o maior disco de tamanho n ficara livre
para ir para o pino C. Em seguida, transferiremos os n — 2
menores discos para o pino A, logo o disco de tamanho n — 1
ficara livre para ir para o pino C, e assim sucessivamente. Veja
um exemplo para 3 discos:



CApriTULO 1. ENTENDENDO O JOGO CLASSICO

S

Podemos reduzir o problema principal (resolver o jogo com
n discos) em problemas menores, ou seja, a ideia é resolver por
etapas. Agora veja uma solugdo com 4 discos:

(=)(+)



ExErcicios po CAPIiTULO 1

Exercicios do Capitulo 1

1.1. Resolva o quebra cabecas para uma torre com 5 discos usan-
do a estratégia de transferir o primeiro disco para o pino B.

1.2. Suponha que vocé encontra a torre distribuida assim:

Como vocé terminaria de resolver o problema? Serd a me-
lhor solugao?

1.3. Dada uma torre com 3 discos empilhados na haste A, é
possivel transferir esses discos para outra haste de modo que
a quantidade de movimentos seja qualquer niimero natural?
H4 alguma limitacio para essa quantidade?






CAPITULO 2

SEQUENCIAS NUMERICAS

Os tépicos abordados nesse capitulo aparecerao ao longo da
leitura no livro. Trataremos, de forma iniciante, temas relacio-
nados a sequéncias numéricas: mondtonas, oscilantes, progres-
sOes aritméticas, progressoes geométricas e recursividade. Caso
o leitor ja esteja familiarizado com esse assunto, sugerimos que

desconsidere esse capitulo.

2.1 Sequéncias monoétonas

Uma sequéncia numérica é uma fungao com dominio no con-
junto dos naturais, N = {0,1,2,3,---}, e imagem no conjunto
dos niimeros reais, nos restringiremos a esse caso:

f+ N - R
n — f(n).

Usualmente, se escreve f(n) = x,, e, para simplificar a no-

(2.1)

tacgdo, representamos essas fungdes por

(_Z'n):(xo’xl,... 7xn,...).

2.1. DEFINIGAO.

Denominamos uma sequéncia (z,) de monétona quando seus

termos estdo ordenados de uma das formas a seguir:

e nao-decrescente: xp <z <--- <z, < -1
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crescente: ro <1 < - < Ty < -

e nao-crescente: rg > x| > - > Ty > -

decrescente: xg > x1 > - > > -

e constante: ro=x1=---=x, =---

H4 sequéncias que possuem uma forma fechada, isto é, ha
uma expressao algébrica que caracteriza seu termo geral e a de-
fine. H& varias outras que nao.

A sequéncia dos nimeros pares positivos é crescente e tem

termo geral com forma fechada
Tn = 2n, para todo n € N.

Logo,
(z) =(0,2,4,6,8,10,12,---).

Uma das sequéncias mais famosas e intrigantes é a sequéncia
de Fibonacci. Lucas, o criador do jogo Torres de Handi classico,
gostava muito de estudar essa sequéncia numérica. A sequéncia

é crescente e:
(xn) =1(0,1,1,2,3,5,8,13,---).
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Seu termo geral espantosamente é

1<1+\/5>” 1 (1_\/5

V5 2 5 2

n
Ty = > , para todo n € N.

A sequéncia crescente formada por todos os niimeros da forma
n ’ . 7
22" + 1, n € N, é conhecida por nimeros de Fermat:

(3,5,17,257,65537, - - - ).

Fermat, em 1640, propds que esse conjunto de nimeros era com-
posto apenas por primos. Mas, quase 100 anos depois, Leonard

Euler mostrou que o sexto termo da sequéncia nao era primo:

22’ 41 = 4.294.967.297 = 641 - 6700417.

A sequéncia formada por todos os niimeros primos néo tem

ainda uma forma fechada definida.

H& sequéncias cujo dominio é um subconjunto dos ntimeros

naturais, nesse caso, é preciso especificar quem é o dominio.

A sequéncia dos nimeros de Mersenne tem termo geral

xp, = 2P — 1, para todo p primo.



Assim,
($p)p primo — (3, 7,31,127,--- )

Uma sequéncia numérica pode ser definida por partes, ou
seja, para alguns valores de n ela possui certa expressao algé-

brica, e para os demais, outra expressao. Por exemplo,

2" —1,n par
In = n ;
2" 'n impar

Assim,
(xn) =(0,2,3,8,15,32,63,---).

H&a muitas sequéncias que ndo sdo monotonas, ou seja, seus

termos nao estdo todos ordenados.

A sequéncia com termo geral
xn, = (—=1)", para todo n € N,

nao é mondtona, recebe o nome de oscilante pois seus termos

variam entre positivos e negativos, e

(xn) =(1,-1,1,—-1,1,—-1,---).
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A sequéncia com termo geral
xn, = 3(—2)", para todo n €N,
nao é uma sequéncia mondtona e sim oscilante:

(zn) = (3, 6,12, 24, ).

2.2 Progressoes aritméticas e geométricas

2.10. DEFINIGAO.

Uma sequéncia numérica (z,,) é chamada de progressao arit-

mética quando a diferenga entre dois termos consecutivos é sem-
pre constante ¢, ¢ € R, ¢ é chamado de razao da progressao, isto

€,

Tpt+l — Ty = ¢, para todo n € N.

2.11. PROPOSICAO.

O termo geral de uma progressao aritmética qualquer (),
com razao c, tem a forma

Tn = Tg + nc.
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Pela defini¢do de progressao aritmética:

rT = xg+c
To = x1+¢cC
Ty = Tp—1-+cC.

Somando os membros do lado esquerdo da igualdade, somando
os membros do lado direito e igualando-os, obtemos:

r1+x2+...+xp=20+c+x1+c+...+xHp_1+¢c
eliminando os que aparecem nos dois lados da igualdade temos:

Ty = o + Nc.

A sequéncia
($n) = (37 67 97 12a 153 o )
é uma progressao aritmética com razao 3. Seu termo geral é

Ty, = 3+ 3n.

2.13. TEOREMA.

A soma dos primeiros n termos de uma progressao aritmética
(z,) de razado c é



§2.2. PROGRESSOES ARITMETICAS E GEOMETRICAS

n-! (xo+ Tp-1) - n
k=0

n—1

Observe que se n é par, a soma Y. xj possui um numero par
k=0

de termos, e a soma dos pares equidistantes das extremidades

sdo iguais, isto é,

Lo+ Tp1 =21+ Tp2=T2+Tp-3=""=  Tpp 1+ Tpp

= 29+ (n—1)c.
Logo, temos % pares cuja soma de seus termos sao iguais. Assim,

n—1

n
kazxo—f—xl ‘ot .ty = §($0+$n_1).
k=o

Se n fosse impar, entdo teriamos "Tfl pares cuja soma dos

termos é igual a o + x,—1 € 0 termo central zn.—1 = 2o + —”;10-
2

Entao
n—1 n—1
To+ a1+ T2 At T = (ro + zp—1) + 0 + 5 ¢
n +1 +n—1 +n—1
TpteTote T Ty e Ty e
n 1 n—1
= 5330 + ézvn_l + 5 Tp—1

n
=§(a:0 + ZTp_1)-
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2.14. DEFINICAO.

Uma sequéncia numérica (x,) é chamada de progressao ge-
ométrica quando o quociente entre dois termos consecutivos é
sempre constante ¢, isto €,

Tn41
Tn

=¢, para todo n € N.

Esse ¢ € R é chamado de razao.

2.15. PROPOSIGAO.

O termo geral de uma progressao geométrica qualquer (x,,),
de razao ¢, ¢ € R, tem a forma

T, =xo-C".

Pela definicao de progressao geométrica:

r1 = Xp-C
o = X1-C
Tp = Tp-1-C.

Agora, multiplique todos os membros do lado esquerdo e iguale
ao produto dos membros do lado direito:

1 -T2 ... Tp=2xp"C-T1-C+...-Tp-1"¢C,

cancelando os termos iguais temos x, = xg - c".
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A sequéncia
(xn) =1(1,3,9,27,81,---)

tem a forma de uma progressdo geométrica com razao 3. Seu
termo geral é

Ty, =3".

2.17. TEOREMA.

A soma dos primeiros n termos de uma progressao geométrica
(zy,) de razao c é

(I=c")
Zﬂfk:a'}o 1—c .

Denomine por S, a soma procurada:

Sp=x0+x1+To+...+xp_1
=zo+ax0-Cc+...+x0 "t
:a:0+c-(m0+x0-c+...+x0-cn_2)

=x9+c-Sp_1.

Como S, = Sp—1 + 2o - "1, entdo Sp_1 = Sy — 2 - "1, por
conseguinte
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Sp=xzo+c- (S, —xo-cnfl),

dai,
Sp(l—c)=axp—c-(xo-c" ) =ap-(1-c"),
logo
Sn = %0 11_—Ccn

2.3 Equacoes lineares recursivas

Ao longo do texto, principalmente do Capitulo 5, nos depara-
remos com um tipo de equacdo denominada recursiva, portanto,
dedicamos essa se¢do a resolugdo dessas equacdes, mas nos res-
tringiremos a alguns casos de interesse. Tudo que sera feito aqui
se encontra em [27].

Seja (x,) uma sequéncia numérica que desejamos encontrar
seu termo geral. Suponha que existe uma relacdo entre seus
elementos da seguinte forma:

Tn = f(Zn-1,Tn—2, -, Tn—k), (2.2)

para algum k < 1 e alguma fun¢do f. Essa expressao (2.2) é de-
nominada de equacdo recursiva ou recorrente de ordem k. Nesse
livro, aparecerao apenas os casos em que f é funcdo de primeiro
grau e depende de x,—1 ou de x,_o.
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2.3.1 Equagoes lineares recursivas de ordem 1

2.18. DEFINIGAO.

Seja (z,) uma sequéncia numérica, se

ZTpn = f(xp—1), paran > 1,

onde f é uma fungdo polinomial de primeiro grau, isto é, f(x)
tem a forma a,x + by, onde (a,) e (b,) sdo sequéncias quaisquer,
an # 0 para algum n, entao:

Ty = QpTp—1 + bn. (2.3)

Dizemos que (2.3) é uma equagado linear recursiva de ordem 1.
Quando b,, = 0, para todo n, ela recebe mais um nome extra: ho-
mogénea. Nos casos em que b, # 0 para algum n, serd chamada
de nao-homogénea.

Em toda progressao geométrica (x,) a relacdo entre seus ter-
mos consecutivos é uma equacdo linear recursiva de ordem 1

homogénea:

Tn+1
T,

=Cc=>Tpy1 =C Ty, n >0,

portanto

Tp=Crp_1, n>1 ceR.

Logo, por (2.3) temos que a,, = ¢ e b, = 0, para todo n > 0.

Iniciamos resolvendo equacdes lineares recursivas de ordem
1 homogéneas:
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2.20. TEOREMA.

Se (xy) é uma sequéncia que satisfaz a equagao linear recur-
siva de ordem 1 homogénea do tipo

Tn4+1 = Andn,

entao
n—1
Ty — H arprog — apgal...pn—12Q.
k=0
Temos que

1 = QoTo

To = a1r

Lp = An—-1Tn—1-

Multiplicando todos os membros do lado esquerdo da igual-
dade e igualando com o produto do membros do lado direito,
obtemos

122...Tp = ApA1...Ap—-120L1.--Lp—1,

cancelando os fatores iguais, obtemos

Ty = QoQ1...Gp—1%Q-
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Vimos no Exemplo 2.19, que toda relacdo entre termos con-
secutivos de uma progressao geométrica é recursiva homogénea
de ordem 1. Nesse caso, (a,) é uma sequéncia constante igual a
¢, segundo o Teorema 2.20, seu termo geral deve ser

Ty =C" 20 =1230C".

Se rp41 = 2z, e 29 = 1, seu termo geral x,, tem a forma

Tp,=2"-1=2"

Agora, o caso ndo-homogéneo:

2.23. TEOREMA.

Se (x,) é uma sequéncia que satisfaz a equagao linear recur-
siva de ordem 1 nao-homogénea do tipo

Tptl = Tn + bn,

entao

n—1
.CIZn=.CI}()+Zbk=$0—|—bo+b1+...—|—bn_1.
k=0




Nesse caso

1 = xo+ by
T2 = T1+b
Ty = Tp_1-+by_1.

Somando todos os membros do lado esquerdo da igualdade e

igualando com o somatério do lado direito, obtemos
ri+zo+..+rp,=x0+21+ ... tTp_1+bg+b1+...+by_1,
cancelando os termos iguais, obtemos

Tp =29+ bo+ ... +bp_1.

Seja (x,) uma progressao aritmética com x, 41 —x, = ¢, para
todo n € N, ¢ € R. Seu termo geral deve ser encontrado levando
em consideracao que b, = ¢, para todo n, segundo o teorema
anterior. Entao x,, = xg + nc.

Seja ¢p = ¢p_1 4+ 2", com ¢; = 3. Vamos encontrar uma
expressao para ¢,. Como nao temos o valor de ¢g, iniciamos com

ca = ¢1 + 23, como na demonstracio do teorema anterior:
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co = 1+ 23
c3 = Co+ 24
Ch = Cp—1+ 2n+1

Cancelando os termos iguais:

3271 -1

h=c1+22+2 . 42" =342 S

donde
e = 2" — 5.

Seja 11 = o, + 2", para alguma sequéncia (k). Segundo

o teorema anterior:

T = zo + 280 4 2F1 4 21,

2.27. TEOREMA.

Se (z,,) é uma sequéncia que satisfaz a equagao linear recur-
siva de ordem 1 nao-homogénea do tipo

Tpt1l = ApTy + by, (2.4)

entdo x, = h,yy, onde h, é uma solucdo nao-nula qualquer da
parte homogénea de (2.4), isto é,

hn—l—l = anhna
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e yp, € solucao de
n

anhy, ‘

Ynt+l = Yn +

Temos que h, é solucdo de x,+1 = anxn, l0go hpi1 = anhy.

Fazendo a substituicao x,, = h,y, em (2.4), temos

hn-i—lyn—i-l = anhnyn + b, = anhnyn—i—l = anhnyn + by,

logo
br,
anhny ‘

Yn+l = Yn +

A ideia desse resultado é resolver equacodes mais complica-
das como (2.4) usando as que conseguimos resolver com mais
facilidade, que sdo as homogéneas. Vejamos um exemplo para

entender melhor.

Seja (x,,) uma sequéncia que satisfaz z,+1 = 2z, + 1, com
xg = 0. Para encontrar x,, observe que essa recursao é do tipo
(2.4) para a, = 2 e b, = 1, para todo n. A solugéo é x,, = hyyn,
onde h,, é solucao de

Tnt1 = 237717

que é, segundo o Teorema 2.20, igual a h,, = 2"¢c, ¢ € R. Observe

que existem varias solugdes para o problema, arbitrariamente
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escolhemos uma, por exemplo ¢ = 1, entdo h,, = 2". Agora, fare-

mos a substituicao z, = h,y, = 2™y, na equacado do problema:

1
2" 1 = 22" + 1= Ynit = Yn + Gory

Segundo o Teorema 2.23,

_ 1 1 1
yn—yo+§+§+...+2—n
11— (1/2)"
=Yoot o 19
2 1-1/2

=yo+1-(1/2)".
Assim, temos que
Tn =2"Yn =2"(yo +1 - (1/2)") = po2" +2" - 1.

Vamos determinar o valor de yy. Como zg = 0 e z,, = 2"y,,

entdo zo = 0 = 2%y = yo, entdo yp = 0 também. Finalizando:

Ty =2" — 1.

Uma solugao geral para o caso a, = a e b, = b, para todo n,
é proposta a seguir.

2.29. PROPOSICAO.

Seja (z,) uma sequéncia que satisfaz z,41 = az, + b, sua

forma fechada, para g = ¢, em que a,b,c € R, é

Ty =ca” + (" —1).




Primeiro, encontraremos uma solucao qualquer de
Tpil = ATy,

que é segundo o Teorema 2.20 igual a, por exemplo, h, = a™.
Agora, faremos a substituicdo z, = h,y, = a"y, na equacao

do problema:
" ynr = a- "y +b = Yot =Y+ o

Segundo o Teorema 2.23,

b b b b
yn:yo+7+7+—3+...+7
a a2 a a
B b1—(1/a)"
R

ot — <1 1)
T ar )’

Assim, temos que

Tp =a"yn
b 1

n

= (1= =
¢ (y0+a—1( a”))

n n

= ~1).

Yoa —|—a_1(a )

Vamos determinar o valor de yg. Como zg = ¢ e xg = hoyg =

1-¢c=c¢, entdo yy = ¢, finalizando:

(a" - 1).

Ty = ca”™ +
a—1



Observe que a escolha de h, nao altera a solugdo. Se esco-
lhermos h,, = 2a", por exemplo, entao x,, = 2a™y,,, substituindo

em Tpy1 = axn +b:

20" i1 = 420"y + b= Yng1 = Yo + 5oy
logo
TN
yn - 3/0 2 2a2

+. +2i
s ()

Como g = ¢ = hoyo = 2a"yg, entdo yo = 5. E assim,

n(cC b 1 o b n

Resolvemos até aqui todos os tipos de equacgles recursivas

=Y+ ——

lineares de ordem 1. Agora, veremos apenas alguns tipos das

recursivas de ordem 2 que sdo do nosso interesse.

2.3.2 Equacgoes lineares recursivas de ordem 2
As recursividades lineares de ordem 2 sao aquelas do tipo
Tn = f(Tn-1,Tn—2)
para f uma funcao polinomial de grau 1, isto é,
Ty = AnTp—2 + bpTp_1 + Cp,

e (an), (bn) € (cn) sdo sequéncias numéricas quaisquer, a, # 0
para algum n.

Comegaremos pelo caso mais simples que é a, e b, constan-
tes, e ¢, = 0, para todo n.
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2.30. TEOREMA.

Se (xy,) é uma sequéncia que satisfaz a equagao linear recur-
siva de ordem 2 do tipo

Ty = ATp—_1 + bTp_o, (2.5)
ea’?+4b>0,a,beR, entdo
Ty = Cﬂ‘? + CQT‘S

¢ a tnica solugao de (2.5) para quaisquer C; e Co reais e 11,72

raizes de r2 —ar — b= 0.

O problema (2.5) parece bem mais dificil que as recursdes
de ordem 1 j4 vistas até aqui. E natural imaginarmos que uma
solucdo de uma equagao recursiva de ordem 1 talvez possa nos
ajudar a chegar na solucio da equacdo de ordem 2. A equacao
recursiva de ordem 1 mais parecida é x,, = ax,_1, cuja solugdo é
x, = a”. Entao, serd que a solugdo de (2.5) nao seria do tipo r",
para algum r € R? Se sim, vamos tentar fazer a substituicao:

= ar™ " = "2 (2 —ar — ) = 0,

3 2
queremos achar o r # 0, assim r“—ar—>b = 0, logor = ai\/w'

Por hipétese, a® 4+ 4b > 0, entdo temos 2 raizes reais distintas
r1 e ro. B P e 73 sdo solugdes de (2.5). E facil mostrar que
xy = C17] + Cary é solugdo de (2.5) também para quaisquer C
e (5 reais:

C1r? + Corh = a(Cyr ™ Cord ™) + b(Cyr 2 4 Cor ™ 2)

2

=Cir] + Cory — a(Clr?_l - Cgrg_l) - b(Clrf_2 - Cgr;‘_Q) =0

=Cr 2 (rE —ary — b) + Cory™2(r3 —arg — b) = 0,
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todos os parénteses sao nulos, pois r; e ry sdo raizes de r? —ar —
b=0.

Na verdade, essa é a tnica solugdo de (2.5). Se y, é outra so-
lugdo qualquer com valores iniciais y; e ys fixados, mostraremos
que y, = Cir! + Cory, para alguns C7 e C3. O modo padrao
desse tipo de prova é: seja z, = Y, — Tpn, para T, a solucio
apresentada anteriormente, mostraremos que z, = 0 para todo
n.

Primeiro, veremos que z, satisfaz (2.5):
azp—1 + bzp—2 = a(yp—1 + n-1) + b(Yn—2 + T,_2)
= ayp—1+ byn—2 + axp_1 + bx,_2
=Yn+Tn
= Zn.

Agora, z1 = y1 — T1, 22 = Y2 — X2, como x1 = Cyir1 + Corg €
x9 = C17? + Cor3, para quaisquer Oy e Cy, escolha-os tais que
Cir1+ Corg =9 € C’lr% + C’gr% = o, entdo z; = 29 = 0. Logo,
2’3:2’4:...:0.

Seja {x,} uma sequéncia que satisfaz x,, = 2,2, encontra-
remos uma forma fechada para x,.

Esse problema estd na forma (2.5) para a = 0 e b = 2. Como
024+4.2=28>0, entdo z, = Cir} + Cary, para rq,ry raizes de
r2 —2=0, que sdo 1 = v/2 e 13 = —/2. Logo,

on = CL(V2)" + Co(—V/2)".
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Na sequéncia de Fibonacci (z,,) seus termos tém a proprie-
dade

Ty = Tp—1 + Tp—2,

logo, é uma equagao linear recursiva de ordem 2. Encontraremos
uma forma fechada para x, usando o resultado anterior para
a=1leb=1.

Como 12 + 4.1 =5 > 0, entdo x, = C17} + Cor}, para 71,72

raizes de r?> —r — 1 =0, que sdo r; = 1+2‘/5 ery = 172‘/5. Logo,
1+v5\" 1-v5\"
iUn:Cl< 2\/_> +C’2< 2\/_> .

Comoxzg=0ex; =1, entdo C;+Cy =0¢ 01#54_02%5 =

1. Logo, Chy = —Cs = \/ig, e

1 (1+vB\" 1 (1-B)\"
xn—% — —% — ] -

2.33. TEOREMA.

Se (zy) é uma sequéncia que satisfaz a equagao linear recur-
siva de ordem 2 do tipo

Tp = ATp_1 + bxp_o, (2.6)

e a® + 4b = 0, entdo

ry, = (C1 4+ nCy) <g)"

¢ a tnica solucgao de (2.6) para quaisquer C; e Cy reais.
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Veremos que z,, = (C1 + nC>) (%)n satisfaz (2.6):

1 +bn_s = a(Cr+(n—1)Ch) (g)"_1+b(01+(n—2)02) (g)H

2 ~
como b = —“-, entao

aTp_1 +bxp_o = (g) (201 + 2C9n — 202)

— (g) (Cl + Con — 202)

- (g) (Cy + nCyn)
=I,.

A prova da unicidade da solucao é exatamente igual & do teorema

anterior.

Para concluir o capitulo, estudaremos o caso nao-homogéneo
das equacoOes lineares recursivas de ordem 2 com coeficientes
constantes.

2.34. TEOREMA.

Se (z,,) é uma sequéncia que satisfaz a equagao linear recur-

siva de ordem 2 nao-homogénea do tipo
Ty = ATp_1 + bTp_o + Cp, (2.7)
entdo x, pode ser decomposta em duas partes:

Tp = hn + Pn

w
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para h,, solugdo de x, = ax,—1 + br,_2, € p, uma solugdo par-
ticular qualquer de (2.7).

Mostraremos que x,, = hy, + py é solugao de (2.7):
axp—1 + bwn—2 +cn = a(hn—l +pn—1) + b(hn—2 +pn—2) +cp

= (ahn—l + bhn—Q) + (apn—l + bpr—2 + Cn):

o primeiro paréntese vale h,, conforme o enunciado do teorema.
O segundo paréntese vale p,, pois é uma solugdo particular qual-
quer de (2.7). Assim,

aTp_1 +bxy_9+cp = hp+pp = 2.

Essa decomposicao é sempre valida, vejamos: seja y, uma so-
lugdo qualquer de (2.7) e p, uma solugdo particular qualquer,
isto é, p, = apn—1 + bpp—o + c,. Entdo y, — p, é solucdo de
Tp = axp_1 + bx,_o, pois

a(Yn—1 = Pn—-1) + b(Yn—2 — pn—2)
=ayn—1 + byn—2 — apn—1 — bpp—2
=ayn—1+byn—2+cn — app—1 — bpp—2 —cn
=Yn — Pn-
Logo, hy, = Yn — Dn € Yn = hn + D

2.1. OBSERVACAO.

Essa solugdo particular para a recursividade (2.7) é obtida
da parte ndo-homogénea ¢,. E intuitivo esperar que a natureza
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dessa solugao particular seja a mesma de ¢,, entao supoe-se que
um caso geral da parte ndo-homogénea seja a solugao e substitui-
se na equagao recursiva inicial para encontrar a tal solucao par-

ticular. Vejamos algumas situagoes:

e ¢, = n3, entdo espera-se que p, = An3 + Bn?> + Cn + D,
substitui-se em (2.7) e obtém-se os valores de 4, B, C e D;

e ¢, = msin(n), entdo colocariamos p, = (An + B)(sin(n) +
cos(n));

e Pode ocorrer que o p, suposto nao seja solucdo da equa-
¢ao recursiva em questao, nesse caso, faz-se altera¢des como
aumentar o grau do polinémio sugerido para solugao parti-
cular.

Seja (y,) uma sequéncia tal que y, = 2yp,—2+ 3, y1 = 1l e
y2 = —3. Calcularemos y,.

Encontraremos primeiro h,, solu¢ao de y, = 2y,_2. A equa-
cdo do segundo grau relacionada a esse problema é 72 — 2 = 0,
logo r = V2 ou r = —/2. Assim,

hn = C1(V2)™ + Co(—V2)™.

Agora, encontraremos uma solu¢do particular para o problema.
Veja que a parte ndo homogénea da recorréncia é igual a 3, assim,
a primeira coisa que se imagina sobre a natureza de uma solucao
particular para a equacao é que essa seja uma constante qualquer

C, isto é, p, = C, vamos determiné-la.

Pn=2pn2+3=20+3=C=C=-3.



Logo,
yn = CL(V2)" + Co(—V2)" = 3,

Agora, determinaremos Cy e Cy usando as condigoes iniciais y; =

leys=-3:
Y1 =C1V2+ Co(—V2) -3 =1
e
yo = 2C1 +2Cy — 3 = -3,
da segunda informacao temos Cy = —C5, substituindo na pri-

meira informacdao: C1v2 — C1(—v/2) = 4 logo, C; = V2 e
Cy = —V/2.

Seja (zp) uma sequéncia tal que x, 42 = x, + 2. Encontrare-
mos .

Primeiro, seja h, solugdo de x,12 = x,, precisamos de r
solucdo de 2 — 1 = 0, assim r = 1 ou r = —1. Logo,

h, =C1 + CQ(-l)n.

A solugao particular deve ser de mesma natureza da parte
nao-homogénea 2. Entao, supoe-se que p,, = C, vamos determina-
la:

Pnio=pn+2=C+2=C=2=0,

um absurdo! Logo, precisamos alterar nossa proposta de p,.

Suponha agora que p, = An + B, entéo

An+2)+B=An+B+2= An+2A+ B = An+ B +2,



logo, A =1e B € R. A escolha de B é arbitraria, tome B =1,
entdo p, = n + 1. A solugdo serd x, = C1 + Co(—1)" + n + 1.

Seja (d,,) uma sequéncia tal que d,, = 2d,—1 + 2d,—2 + n,
encontraremos d,,.

Primeiro, d,, é solucéo de d,, = 2d,,_1 + 2d,_2. A equagdo do
segundo grau relacionada a esse problema é 72 —2r —2 = 0, logo
r=14++v3our=1-+/3. Assim,

hn = C1(1+V3)" + Ca(1 — V3)".

Agora, encontraremos uma solugao particular para o problema.
A parte ndo homogénea da recorréncia é igual a n, assim, é de
se esperar que uma solucdo para a equagao seja uma polinomial
do tipo An + B, isto é, p, = An + B, vamos determiné-la.
Pn = 2pp—1+2pp—2+n

= 2(An—-1)+B)+2(An—-2)+B)+n

= An+ B,
logo

An+ B =4An+n—6A+4B = (4A+ 1)n — 6A + 4B,

igualando os coeficientes: A = 4A+1 = A = —1/3 e B =
—6A + 3B = B = —2/3. Portanto,

Yo = C1(1+V3)" + Co(1 — V3)" —n/3 — 2/3.
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2.2. OBSERVAGAO.

Uma situagdo que pode surgir é a solucdo particular coin-
cidir com a solucdo da parte homogénea. Nesse caso, devemos
propor que a solucao particular seja uma generalizacao da parte
nao-homogénea multiplicada por uma polinomial, altera-se até

encontrar a solucao particular.

Seja xpro = 4x, + 2", Encontremos xy,.
A homogénea associada a esse problema é h,1o = 4h,, cuja
solucao é
hy, = C12™ + Cz(—?)n.

A parte nao-homogénea é 2", e esta ja aparece na solugao ho-
mogénea! Entao, propomos que p, = (An + B)2". Substituindo
na equagcao original obtemos

[A(n 4 2) + B]2""2 = 4(An + B)2" 4 2",

donde
4A(n+2)+4B =4(An+ B) + 1,

logo A =1/8, e B € R. Assim, tome por exemplo B = 0, entdo

Dn = gnQ" =n2"73,

Portanto, a solugao sera

T, = C12" + 02(—2)71' + n2"3,



ExERcicios Do CAPITULO 2

Exercicios do Capitulo 2

2.1.

2.2.

Julia observou a sequéncia numérica (0, 2, 6, 14, 30,62, - - - ).
Depois de muito pensar, percebeu que os termos da sequén-
cia tinham uma relagdo entre si: o n—ésimo termo era o
dobro do anterior a ele somado 2 unidades. Serda que 10878

pertence a essa sequéncia?

Seja a equagdo recursiva Ty, = 2ntly 4+ 2. Encontre duas

solucOes possiveis para .






CapriTULO 3

QUANTIDADE MINIMA DE
JOGADAS

Nesse capitulo, exploramos as ferramentas matematicas basi-
cas no estudo da quantidade minima de movimentos necessarios
para vencer o quebra-cabega com n discos, no caso classico com
3 pinos ou hastes. Seja (a,) uma sequéncia numérica que re-
presenta a quantidade minima de jogadas para vencer o jogo
com n discos, obteremos uma forma fechada para a,, de diversas
maneiras distintas usando ferramentas matemaéticas basicas.

Apresentamos também quantas vezes cada disco se movera
para os pinos A, B e C, para o caso classico com 3 pinos, durante

a solucao do quebra-cabecas.

3.1 A Recorréncia do Jogo

Suponha que temos os n discos empilhados no pino A em
forma de cone, do menor para o maior, e desejamos transferi-los
para o pino C. Seja (a,) uma sequéncia numérica que representa
a quantidade minima de movimentos necessarios para mover os
n discos do pino A para o pino C. Observe que o tltimo disco, ou
seja, o maior de todos, serd movido apés retirarmos os n—1 discos
que estao em cima dele, para isso usaremos a,_1 movimentos e

os colocaremos no pino B. Veja a figura a seguir:
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A B C
——a /\ ——a
A B c A B (e A B C

Figura 3.1: Solugdo com n discos.

Entao, transferimos o maior disco para o pino C usando 1
movimento, e para finalizar realocamos os n — 1 discos do pino
B para o pino C', usando mais a,_1 movimentos e concluimos o
jogo. Para isso, efetuamos a,_1 + 1+ a,—1 movimentos no total,
ou seja,

an = 2ap-1 +1 (3.1)

que é uma recorréncia linear de ordem 1.

Qe

Conforme o capitulo anterior, sua solucao é

an = 2" — 1, (3.2)



pois a1 = 1, uma vez que com 1 disco temos apenas 1 movimento
que seria retird-lo do pino A e coloca-lo do pino C. Agora,
veremos alguns casos paran =1,2 e 3.

Para uma torre com 1 disco é necessario 1 movimento apenas,
daia; =1:

RN

=

A B c A B C

Figura 3.2: Solucao com 1 disco.

Para uma torre com 2 discos sdo necessarios 3 movimentos:

A
S5 |
A B c A B c

A B C A B C

Figura 3.3: Solugdo com 3 discos.

Logo, as = 2a;+1 =2.14+1 = 3. Com 3 discos, substituimos
a3 =2ay+1=234+1=7:
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A B c A B c
A A
= 5] . [ ]
A B c A B c
T P
S i . S ]
A B c A B c
/A /\
A B c A B C

Figura 3.4: Solucdo com 3 discos.

3.2 Modelagem matematica: que funcao

W,
a,”’ assume?

Consideramos a sequéncia numérica (ay,), onde a,, é a quan-
tidade minima de movimentos necessarios para transferir os n
discos de um pino A para C quando possuirmos 3 pinos. Esta-
mos & procura de uma expressao para a,, suponhamos conhecida

a recorréncia da secdo anterior, mas desconhecida sua solucdo
(3.2).



Como vimos no capitulo anterior, a sequéncia numérica (ay,)
é uma funcdo com dominio nos naturais e imagem nos reais.
Procuramos f : R — R dentre as fungdes estudadas no ensino
béasico (polinomial, trigonométrica, logaritmica e exponencial)
que coincida com (a,), isto é, a, = f(n). Para facilitar, a partir
de agora chamamos a,, de f(n). Considere a tabela abaixo que
representa as quantidades minimas de movimentos necessarios

para vencer o jogo de acordo com a quantidade de discos:

n|l/2/3/4|5|6] 7
an |13 |7|15|31|63|127

Tabela 3.1: Ntmero minimo de jogadas em fun¢do do niimero de discos.

A partir dela, tracamos o grafico de pontos cujo eixo das abs-
cissas corresponde ao nimero de discos e das ornadas a quanti-

dade minima de movimentos como se mostra na Figura 3.5.

500 1 £(n)

255 e .

127 P .

B3 v .
31 P Ree . n

Figura 3.5: Grafico ajustado.
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Observando o grafico, desconfiamos que seja uma polinomial
ou func¢do com crescimento exponencial. Primeiramente, observe
intuitivamente que f é crescente e injetiva pois quanto mais dis-
cos 0 jogo possui, maior a quantidade de movimentos necessaria

para vencer o jogo. Mostraremos que f nao é do tipo polinomial.

3.1. PROPOSIGAO.

A funcdo f(n), nimero minimo de movimentos para resolver

a torre em fun¢ao do nimero de discos n, ndo é polinomial.

k
Suponha por contradi¢do que f(n) = > b,nP é um polind-
p=0
mio de grau k, com b # 0. Entao:
(n+1) Z bp(n + 1 (3.3)
Subtraindo de (3.3) f(n), obtemos:
fn+1) = f(n)
k
= bp(n+ 1) Z byn?
p=0
k
= by ((n+ 1) —n?)
p=0
=by, ((n+ 1) +Zb ((n 4 1)P — nP)

_ k-1
—by (nk n Z (k ; 1) nk-1-p _ nk) i Z by ((n+ 1)P — nP)

p=0

—k(k_1<k; ) hols ”>+Zb (n+ 1) —n?),



que é um polinémio de grau k — 1. Por recorréncia, vimos que

fln)=2-f(n-1)+1,
logo
fln+1)=2-f(n)+1.
Assim,
fin+1) = f(n) = f(n) + 1.
Se f fosse uma polinomial de grau k, entao o grau de f(n+1) —

f(n) teria o mesmo grau de f(n)+1, que é k. O que néo ocorre

em polindmios. Logo, f nao é uma fungdo polinomial.

Uma outra demonstracdo da Proposicao 3.1 é por meio de
derivadas de ordem superior. Vejamos a seguir.

Seja
k
f(n) = Z bpn”
p=0

um polindémio de grau k, com by # 0.
Sabendo que

fn)=2-fln-1)+1
e derivando k vezes f, obtemos:
F®(n) = k! by,
Assim, temos:
fPm) =2 fBn-1)
= kl-bp=2-k! b

= bp=2-b.
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Essa igualdade s6 é verdadeira se by, = 0, o que contraria a nossa
hipétese. Portanto, funcao f nao pode ser um polinémio.

3.2. PROPOSIGAO.

A funcao f(n), ntimero minimo de movimentos em fungao do
nimero n discos, ndo é logaritmica.

Seja

f(n) =log,(bn +¢c) +d, Ya,b,c,d € R,

ondea#1ea>0.

Utilizando a rela¢do da recorréncia (3.1), temos:

fn)=2f(n-1)+1
=f(n+1)=2-f(n)+1
=log, (b(n+1)4+c)+d=2-(log,(bn+c)+d)+1
=2-log,(bn+c)+2d+1

= log, (b(n+1)+¢) =log,(bn+c)?> +d +1

—~

=log, (b(n+1) +¢) —log,(bn+c)> =d+ 1
(b(n—i—l)—i—c)
1 —— | =d+1
:oga< (bn + ¢)? *
:adH:b(n—i-l)—i-c

(bn + ¢)?
=a®™ . (bn+c)? =bn+1)+c

=a™1?n? 4+ 20 ben + et = bn + b+ c.

ot
)



§3.2. MODELAGEM MATEMATICA: QUE FUNQAO “a,” ASSUME?

Igualando os coeficientes de mesma poténcia temos:

a®t? = 0, (3.4)
207 e = b e
ca™ = b+e (3.6)

De (3.4), temos que a = 0 ou b = 0. Nao é possivel a = 0, pois
contraria a definigdo de logaritmo, logo b = 0. Assim, f(n) =
log,(c) + d é constante, mas f néo é constante, logo nao pode
ser desse tipo.

Continuando a nossa andlise, vamos verificar se f é expo-
nencial. Analisando o comportamento das derivadas de ordem
superior da funcdo polinomial f*)(n) = 2. f*)(n — 1), vemos
que a fungao relacionada ao jogo é uma fung¢do de crescimento
exponencial. Logo, a fungao f(n) = k-a"+b, talque k,bea € R
constantes, com a # 1, é a fungdo candidata que procuramos.

3.3. PROPOSIGAO.

A fungéo f(n), nimero minimo de movimentos em funcao do

nimero n de discos nao é exponencial, isto é, ndo tem a forma
f(n) =b",0 < b # 1, mas é de crescimento exponencial, sua
expressao é f(n) =2" — 1.

De acordo com [22], as fungdes exponenciais tém, exclusiva-
mente, as seguintes propriedades:

L f(z)- fly) = flx +vy)

ot
w



2. f(x) =b",Vz € R, onde f(1) =10

3. f(nz) = f(z)"

4. z<y= f(x) < f(y),b>1
r<y= fly) < f(zx),0<b<1

Sabemos que para vencer o jogo com 1 disco é necessario
apenas 1 movimento, ou seja, f(1) = 1. Com 2 discos, sao
necessarios 3 movimentos, entdo f(2) = 3. Com 3 discos, sdo
necessarios 7 movimentos, ou seja, f(3) =17.

Observando as caracteristicas da definicdo de func¢do expo-

nencial, vemos que obedece apenas uma das propriedades:
1. f(1)- f(2)=1-3=f(1+2) =7 (falso)
2. f(z) =b",Vz € N, onde f(1) =b=1 (falso)
3. f(2-1) = f(1)? (falso)
4. 1<2= f(1) < f(2), b > 1 (verdadeiro).

O que mostra claramente que a funcdo nao é do tipo f(n) =b".
Resta-nos analisar a funcao da familia da exponencial mais geral,
a do tipo

fn)=k-b"+¢c, a>0,b#1,k#0,b,c,k €R.
Pela relagdo da recorréncia (3.1) sabemos que

fn)=2-f(n-1)+1,
dai obtemos:
k-a®+b=2-(k-a" ' 4+0b)+1
=2 k-a" ' 4+2.b+1
= k-a"=2-k-a"14+b+1
= k-a-a"'=2k-a" " +b+1. (3.7)



Da equagdo (3.7), vamos igualar os coeficientes dos dois la-
dos. Temosque 2-k=k-a=a=2eb+1=0=0=—1.
Portanto, a fungdo f(n) = k-2" — 1 é a procurada. Resta saber
o valor de k. Como f(1) = 1, entdo f(1) = k-2' — 1 = 1. Logo,
2k = 2, implicando em k = 1. Assim, a fungdo que procuramos
é f(n)=2"—-1.

3.3 Progressao Geométrica

Agora, encontraremos uma expressao para f(n) usando pro-
gressoes geométricas e a quantidade total de movimentos de cada
disco na solucao do jogo.

Suponha uma torre com n discos. Se observarmos o movi-
mento de cada disco no jogo, vemos que o maior disco move-se
uma tnica vez. O disco n — 1 move-se duas vezes: uma vez para
ir ao pino B, logo a seguir n — 2 discos serdo colocados em cima
dele, o maior disco fard seu tnico movimento para o pino C, a
seguir os n— 1 discos retornam ao pino A, e o disco n—1 fara seu
segundo movimento para o pino C, totalizando dois movimen-
tos. O disco n — 2 fard o dobro de movimentos do disco n — 1,

totalizando 4 movimentos. E assim sucessivamente.

Considere a Tabela 3.2 onde a primeira coluna é a quantidade
total de discos e a segunda descreve a soma dos movimentos de
cada disco, do maior (sempre 1) até o menor. Tal tabela mostra
que a quantidade de movimentos de cada disco é o dobro do
anterior, em especial poténcias de base 2, sendo que o maior

disco tem apenas 1 movimento.



N¢ discos ‘ Quant. movimentos

1 1

2 1+2

3 1+244

4 1+2+4+8
) 1+24+448+16

Tabela 3.2: Numero minimo de jogadas para 5 discos em funcdo da
soma dos movimentos de cada disco

Pra reforcar esse padrao, vamos utilizar novamente a propo-
sicdo, mostrando a quantidade minima de movimentos para 6

discos:

an =2 -ap-1+1
2542t 423492 40t 4120 —9. (20 42t 422 123 L9 11

6 discos 5 discos

N€ discos ‘ Quant. movimentos ‘

1 20

2 2l 4 20

3 22 421 20

4 23 +22 420 420
5 24 123 122 421 1 20

Tabela 3.3: Ntumero minimo de jogadas para 5 discos em funcdo da
soma dos movimentos de cada disco

As tabelas anteriores mostram essa propriedade de uma ma-
neira empirica. Vamos ver uma prova formal para um disco k.
Intuimos que, para uma Torre de Handi com n discos, a quanti-

dade minima de movimentos de um disco k serd 2",
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A quantidade de movimentos de um disco k em func¢ao de n
discos no total é dada por d,, = onk 1 <k<n.

Seja k fixado tal que k < n. Paran = 1, entao k = 1 e
dig = 2171 = 29 = 1 que é verdadeiro, pois com 1 disco s6
ocorre 1 movimento. Suponha por hipétese que d, = on—k
para algum k£ < n. Provaremos que dy411 = 2nt1=k para todo
k<n+1. Sek < n, entdo para movermos a torre com n + 1
discos do pino A para o pino C, primeiro movemos a torre com
n discos de A para B, realizando d,, ; movimentos com o disco
k, por hipotese movemos o disco k£ 4 1 para o pino C, e depois
movemos a torre com n discos de B para C, realizando mais
2"~k movimentos com o disco k. Totalizando 2- 27~k = 2n+1-k,

Assim, dyq15 = ontl=k se k < n. Se k = n+ 1, entdo
dp1nyr = 270D = 90 — 1 que ¢ a quantidade de movi-
mentos do disco n + 1.

Agora que ja sabemos que a quantidade de jogadas de cada
disco é uma progressao geométrica de razdo 2, com o primeiro
elemento valendo 1, podemos encontrar a férmula fechada da
quantidade minima de movimentos em funcao de n.

Aplicando a férmula da soma S,, de n termos de uma pro-

gressao geométrica, de dy, ;1 = 1 e razao igual a 2, temos:

1o (2P —=1) 1-(2"—1
2-1 2-1

Logo, a, = S, =2" — 1.

ot
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/A 7 T
8 = A = A

Figura 3.6: Solucdo da Torre com 3 pinos.

3.4 Numero de vezes que um disco k vai
para os pinos A, B ou C

Nesta secao, iremos estudar, através de sequéncias e recor-
réncias, o numero de vezes que cada disco é movido para o pino
inicial (A), o pino intermedidrio (B) e o pino final (C'), durante
a solucao do quebra-cabeca.

Sejam A,, ., By 1 € Cy 1 a quantidade minima de jogadas que
um disco k faz para os pinos A, B e C, e d, ;, a quantidade de
movimentos que do disco k para um total de n discos.

Primeiramente, vamos observar o padrdao com 1, 2, 3,4 e 5
discos no total.

Como temos apenas 1 disco, entdo este s6 é movimentado
uma vez para o pino C, ou seja, A1 =0, Bj1 =0e Cy 1 = 1.

Discok | A| B|C | Total
Discol |00 |1 1

Tabela 3.4: Numero de vezes que um disco vai para os pinos



Para 2 discos temos a Tabela 3.5.

Discok | A| B|C | Total
Disco2| 0|0 |1 1
Discol | 0|11 2

Tabela 3.5: Ntumero de vezes que os discos 1 e 2 ocupam os pinos

O maior sempre vai primeiramente para o pino final C, en-
quanto o disco menor vai para o pino B e (', uma vez para cada.
Usando a notagao, teremos:

AQ}Q == 0,3272 =0e 0272 =1.
A271 == 0,3271 =1le 02’1 =1.

Vejamos agora uma tabela para 3 discos no total:

Discok | A| B|C | Total
Disco3 |00 |1 1
Disco2 |01 |1 2
Discol | 1]1]2 4

Tabela 3.6: Numero de vezes que os discos 1, 2 e 3 ocupam 0s pinos

A373 = 0,3373 =0e 0373 =1.
A372 = 0,3372 =1le 0372 = 1.
A371 = 1,33,1 =1le 0371 = 2.

Observe que a soma das quantidades das jogadas do disco
k em cada pino resulta na quantidade total de movimentos do
disco k, que pelo Teorema 3.3.1 é 2% ou seja:

An,k + Bn,k + Cn,k =9k, (38)
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Considere o jogo com n discos. A quantidade de vezes que

o disco k ocupa os pinos A, B e C, respectivamente, durante a

solucao do jogo é dada por:

2n+1—k +34+ (_1)n+k

Chr = 5 , (3.9)
2n—k -1 n+k+1
2n+1fk -3 -1 n+k

Anp = 6+( iy (3.11)

Usaremos Indugdo Matemaética. Primeiro, mostraremos que
as trés formulas anteriores sao verdadeiras para n = 1; por hi-
pétese de inducdo, suporemos que sao verdadeiras para um n
qualquer, e mostraremos que valem para n + 1 discos, isto é,

2n+2—k -3 4 (_1)n—|—k+1

An+1,k = 6 )
2n+1—k 4 (_1)n+k+2

Bn+1,k = 3 ’
2n+2—k +34 (_1)n+k+1

Cn+1,k = 6 .

Paran =1, temos que k=1, e

60



21+1—1 — 34+ (_1)1-1—1

Aip = 5 =0,
21—1 -1 1+1+1
Bix = ) =0,
3
21+1—1 3 -1 1+1
Cii = * 6+( AR}

Logo, as trés férmulas valem para n = 1.

Suponha que sejam vilidas para n discos, e vamos provar
que valem para n + 1 discos. Para movermos n + 1 discos para
o pino C, primeiro movemos os n discos menores para o pino B,
o maior disco para o pino C, e por ultimo os n discos que estao
em B para C' também.

Observe que A, j, é a quantidade de vezes que o disco k passa
por A ao movermos a pilha de n discos de A para C. Assim,
Ay 1 € também a quantidade de vezes que o disco k passa por B
ao movermos a pilha de n discos de B para C. Como B, } ¢ a
quantidade de vezes que o disco k passa por B ao mover a pilha
de n discos de A para C, B, é também a quantidade de vezes
que o disco k passa por C ao mover a pilha de n discos de A
para B. Seguindo o raciocinio, C), 1, ¢ a quantidade de vezes que o
disco k se movimenta para o pino C' ao transferirmos os n discos
de A para C, e é também a quantidade de vezes que o mesmo
disco k passa por B ao movermos os n discos de A para B.

Para sabermos quantas vezes um disco k se movimentara
para o pino A durante esse processo de transferir n + 1 discos
de A para C, calculamos quantas vezes ele se move para A ao
colocarmos os n discos em B e somamos as quantidades de vezes
que se move em A para transferir os n discos de B para C:
Apt1k = Ap i+ By ;. Da mesma forma, By = App+Chpi €
Cn—i—l,k = Bn,k + Cn,k‘



Assim, se as féormulas valem para n, podemos mostrar que

valem para n + 1.

An—l—l,k = An,k + Bn,k
2n+17k — 34 (_1)n+k ank + (_1>n+k+1

- 6 * 3
2n+1fk — 34 (_1>n+k 9. 2n7k +92. (_1)n+k+1
= -
6 6
2n+1—k — 34 (_1)n+k’ 2n+1—k +92. (_1)n+k+1
= +
6 6
_ 2. 2n+1—k _3_ (71>n+k
B 6
B 2n+2—k: —3— (_1)n+k+1
N 6

De modo andlogo, obtemos

Bn—l—l,k = An,k + Cn,k
2n+1—k . (_1)n+k 2n+1—k 34 (_1)n+k
6 6
9. 2n+1fk +92. (_1)n+k
6
2n+1fk 4 (_1)n+k
3 .

E, também,

Cn—l—l,k = Bn,k + Cn,k
2n—k + (_1)n+k+1 2n+1—kz +34 (_1)n+k
+
3 6

9.9n—k +92. (_1)n+k+1 on+1-k +34 (_1)n+k

6 + 6
2n+2—k +34 (71)n+k’+1

6




Para concluir, vamos verificar que A, + Bpi + Cpp = on—k,
pois essa soma corresponde ao total de vezes que o disco k passou
pelos pinos A, B e C, respectivamente, logo, devera valer 2",

2n+1fk — 34 2n+1fk + 2n+17k +3

An,k + Bn,k + Cn,k’ =

6
2(_1)n+k 4 2(_1)n+k+1
+ 6

B 3. 2n+1—k 4 2(_1)n+k 4 2(_1)n+k+1
B 6

3. 2n+1—k
- 6

2n+1—k:
2
= 2"k

Considerando o jogo das Torres de Han6i com 10 discos, cal-
culemos quantas vezes o disco 1 foi movido para o pino C.

Aplicando a férmula (3.9) obtemos:

21O+171 4+ 34+ (_1)10+1

Cioq = 6
1024431
N 6
1026
6
= 171.

Logo, o disco 1 foi movido para o pino C' 171 vezes.



Calculemos quantas vezes o disco 4 foi movido para o pino
B com um jogo de 6 discos.
Aplicando a férmula (3.10) obtemos:

964 | (_1)6+4+1
3

Bgy =
4—1

3
= 1.

Calculemos quantas vezes o disco 4 foi movido para o pino
A com um jogo de 6 discos.
Aplicando a férmula (3.11) obtemos:

26+174 — 34+ (_1)6+4
Aga =
6
8—3+1
6

= 1.

Exercicios do Capitulo 3

3.1. Uma pessoa resolve as torres de handi perfeitamente, porém
realiza uma jogada a cada 5 segundos. Qual o ntimero de
discos que ele utilizou se terminou o jogo em 21 minutos e

15 segundos?



3.2.

3.3.

Um aluno do curso de robdtica desenvolveu dois robds que
resolvem o jogo torres de handi perfeitamente. O primeiro
robs se chama ( e o segundo de «. O primeiro realiza uma
jogada a cada 4 segundos, enquanto o segundo a cada 1
segundo. O aluno resolve colocar os dois robds a duelarem,
porém com quantidades de discos diferentes, pois um é mais
rapido que o outro. 3 venceu « por 3 segundos de diferenca.
Mostre que « tinha 2 discos a mais que .

Certa pessoa resolveu o problema da torre para n discos,
n = 1,2,...,5, usando a quantidade minima de movimen-
tos. Quantas jogadas ela realizou no total? Generalize o

resultado para até k discos.






CaAprIiTULO 4

ORDEM DE
MOVIMENTACAO DAS
PECAS

Qual disco moveremos no sexto movimento num jogo com
3 discos? Esse problema é relativamente elementar, mas e se
fosse o centésimo? E o milésimo? Seria possivel descobrir qual
disco moveremos? Os desafios a seguir sdo sobre a ordem da
movimentacao dos discos.

4.1 Sequéncia de duas variaveis

Considere um jogo com 3 discos. Para vencer o jogo usando a
quantidade minima de jogadas serdo necessarios 7 movimentos,
cuja solugao é:

S = (1C,2B,1B,3C,1A,2C, 1C).

A ordem de movimentacio do disco menor ¢ (19,3950, 70),
isto é, ele se move nas jogadas 1,3,5 e 7. Vamos chamar de
53,1 a sequéncia da ordem dos movimentos do disco 1, s32 a
sequéncia da ordem dos movimentos do disco 2 e s3 3 a sequéncia
da ordem dos movimentos do disco 3. Assim s3; = (1,3,5,7),
532 = (2,6) e s33 = (4). Desse modo, s, ¢ a sequéncia da
ordem de movimentacao do disco k na solucao do quebra-cabeca
com n discos.



Percebemos que independentemente da quantidade de dis-
cos no jogo, o primeiro movimento sempre serd do disco 1, em
seguida o disco 2, e assim por diante.

Para quatro discos no total, a quantidade de termos da sequén-
cia 84,1, s4,2 € 543 serd dobrada, pois sabemos que pela relagao
da recorréncia (Teorema 3.4) que a quantidade de jogadas sem-
pre serd o dobro da anterior, e a sequéncia s44 terd apenas um
termo, pois representa a maior peca. Veja a Tabela 4.1 da ordem
dos movimentos com 4 discos, onde d,, ;, representa a quantidade
de movimentos de cada disco k para n discos no total.

discok|1 2 3 4 5 6 7 8 |total
discol|{1l 3 5 7 9 11 13 15| 8
disco2|2 6 10 14 4
disco 3 |4 12 2
disco 4 | 8 1

Tabela 4.1: Ordem de movimentacdo dos discos com 4 discos no total

Observe que a soma de todos os dy, ’s ¢ a quantidade minima
de movimentos para vencer o jogo, ou seja, 8+4+2+1=15. A
sequéncia das jogadas do menor disco (disco 1) é uma progressao
aritmética de razdo 2 com primeiro termo igual a 1 e oito termos;
a sequéncia das jogadas do disco 2 é uma progressdo aritmética
de razao 4 com primeiro termo igual a 2 e quatro termos; a
sequéncia das jogadas do disco 3 é uma progressao aritmética de
razao 8 com primeiro termo 4 e dois termos; disco 4 s6 tem um

termo. Organizando como sequéncias obtemos:

sin = (1,3,5,7,9,11,13,15)
si2 = (2,6,10,14)

se3 = (4,12)

4,4 (8).



§4.1. SEQUENCIA DE DUAS VARIAVEIS

Veja uma explicagdo mais detalhada abaixo:

o

discok | 1 2 3 4 5 6 7 8 | total
discol |1 3 5 7 9 11 13 15 8
disco2 |2 6 10 14 4
disco3 | 4 12 2
disco 4 | 8 1

Qe

Além disso, podemos observar outras caracteristicas. O pri-
meiro movimento de cada disco é em uma jogada de poténcia de
base 2, ou seja, uma progressao geométrica de razao 2 e primeiro
termo 1. Acontece o mesmo na segunda coluna da tabela, sendo
o primeiro termo 3 e razao 2. De modo geral, se observarmos
apenas as linhas, estaremos trabalhando com progressoes arit-
méticas, e se for colunas, entdao teremos progressoes geométricas.
Antes de generalizar sobre a ordem de movimentagao dos discos,
vamos provar uma propriedade referente ao primeiro movimento

de qualquer disco k.

4.1. PROPOSICAO.

Seja k um ntmero natural correspondente ao tamanho do

disco, entdao seu primeiro movimento durante a solucao do que-
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CAPITULO 4. ORDEM DE MOVIMENTACAO DAS PECAS

bra-cabeca sera na jogada 2F71.

/A /\
E :(>E : :>:E:= :
; ; . .
=r—= —— == el e
A B © A B @ A B @

Figura 4.1: Jogada em que o disco k é movido pela primeira vez

Seja k o disco pertencente a pilha dos n discos, onde 1 <
k < n. Para mover o disco k, entdo devemos mover os k — 1
discos para o pino do meio, o que daria 2¥~! —1 movimentos, em
seguida movemos o disco k para o pino final com 1 movimento,
totalizando 2F~! — 1 + 1 = 25~ movimentos.

RN

1
=TE g
HE
E:B:-m

A c

Figura 4.2: Primeira jogada do disco k

Ordem de jogadas dos discos com um total de 5 pecas:
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§4.1. SEQUENCIA DE DUAS VARIAVEIS

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 | total
5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31
10 14 18 22 26 30

Sn,k
$5,1
s5,2
55,3
S5,4
55,5

=
o 0B N =

16
8
4
2
1

Tabela 4.2: Ordem de movimentagao dos discos com 5 discos no total

4.3. PROPOSICAO.

Considere uma Torre de Handéi com n discos. Seja oy, o
nimero da jogada em que o disco k serda movido pela p-ésima
vez. Fixado k < n, (o;,) é uma progressao aritmética de razao
2k ¢ Ok,1 = k=1,

Vimos na Proposi¢do 4.1 que o disco k serd movido pela
primeira vez na jogada 271, logo o1 = 2k=1 A configuracio
do jogo apods o primeiro movimento do disco k estd na terceira
torre da Figura 4.3. Continuando a solugdo do quebra-cabeca,
transferimos os k£ — 1 discos menores que estdo em B para o pino
C, colocando-os em cima do disco k usando 281 4 2F-1 — 1 =
2% — 1 movimentos. Agora, o tinico movimento possivel do jogo
serd mover o disco k + 1 para o pino intermedidrio com um
movimento, resultando em 2¥ —1+1 = 2 movimentos. Por fim,
os k—1 discos devem ir para o pino inicial, pois o disco k precisara

2k=1 _ 1 movimentos. Sendo

ir ao pino intermedidrio, com 2F +
assim, o disco k ficard livre para ir para o pino intermediario com
um movimento, gerando um total de 28 4+2F=1 —141 = 2k 4 2k—1
movimentos (o segundo movimento do disco k serd na jogada
2F 4 9k=1 ¢ a tltima torre da Figura 4.3 representa o segundo

movimento do disco k). Logo, o1 = 2k—1 ¢ Ok = ok 4 ok—1,
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A /\
- = R g = o= i
A B C A B C A B C
=]
e B D .l B = ==
= F " N G S N
A B C A B C A B C
VS
8
= F
A B c

Figura 4.3: Ordem dos movimentos do disco k

O terceiro movimento do disco k ocorrera apods transferirmos
os k — 1 discos menores para cima do disco k, ou seja, para o
pino B, o disco k+ 2 para o C' (tinico movimento possivel), para
transferir os discos que estdo em B para C', primeiro os k — 1
discos menores vao para C' e entdo o disco k serd movido para
A, totalizando

k-1 _ k=1 _ — 9k
2 1+ 1 42 14 1 2
disco k+2 disco k

movimentos, logo, o 3 = op2 + 2"“‘, € O3 — O = 2k,



Suponha que apds certo movimento do disco k, este se encon-
tra no pino A sobre discos maiores que ele. Segundo a Secao 3.4,
se n e k tiverem a mesma paridade, entao a ordem de movimen-
tagao do disco k nos pinos sera (C, B, A). Caso tenham paridades
distintas, entdo a ordem muda para (B, C, A). Suponha que n e
k tenham a mesma paridade, entao se o disco k foi movido para
o pino A, ele necessariamente veio do pino B. Os k — 1 discos
menores estdo em C' sobre um certo disco k + m, caso contra-
rio seria impossivel mover o disco k de acordo com as regras do
jogo. Vamos contar quantos movimentos serdo necessarios até o
préximo movimento do disco k. Os préximos e tnicos possiveis
passos sdo transferir os k— 1 menores discos do pino C' para cima
do disco k, usando 2¥~1—1 movimentos. Apéds esses movimentos,
s6 havera um tinico movimento possivel no jogo usando os discos
dos pinos B ou C, suponha que seja o disco k + p a ser movido
para o pino C, onde 0 < p,t,m <n—kep <m. O disco k veio
do pino B e estd em A, logo seu préximo movimento deve ser
para o pino C, para isso movemos novamente os k — 1 menores
discos para B, e o disco k para o pino C' (inicos movimentos

possiveis também). Totalizando

k-1 k-1 _ 9k
2 14+ 1 +2 1+1 2
disco k+p disco k

movimentos.

Outra hipétese é que apds certo movimento do disco k, este
se encontra no pino B sobre discos maiores que ele. Suponha
que n e k tém mesma paridade, entdo o disco k veio do pino
C, foi movido para B e seu proximo destino é o pino A. Desse
modo, os k — 1 discos menores estdo em A, e o préximo mo-
vimento serd transferi-los para B, em cima do disco k, usando

2k=1 _1 movimentos. Apéds esse movimento, s6 havera um tnico



e ="

: Ck+p1
e —
A B C

Figura 4.4: Configuracdo da Torre apds mover o disco k

movimento possivel no jogo usando os discos dos pinos A ou C,
suponha que seja o disco k+ p a ser movido, onde 0 < p < n—k.
Logo a seguir, para colocarmos o disco k£ no pino A, movemos
novamente os k — 1 menores discos para C, e entdo o disco k
para o pino A. Como no caso anterior, temos 2% movimentos
necessarios para o proximo movimento do disco k.

Para concluir a prova, apés certo movimento do disco k, este
se encontra no pino C. Se n e k tém mesma paridade, o disco k
veio do pino A e os k—1 discos menores estdo em B. O préximo
movimento serd transferir os k—1 menores discos do pino B, para
o pino C. Apds esse movimento, sé haverd um tnico movimento
possivel no jogo usando um dos discos dos pinos A ou B, suponha
que seja o disco k 4+ p a ser movido, onde 0 < p < n — k. Logo
a seguir, movemos novamente os k — 1 menores discos para A, e
o disco k para o pino B. Analogamente aos casos mencionados,
realizamos 2¥ movimentos. O caso n e k com paridades distintas
é semelhante a esses.



§4.1. SEQUENCIA DE DUAS VARIAVEIS

Considere uma torre com n discos. O disco movido na i-ésimo

jogada sera o disco k obtido ao reescrever ¢ na forma (2p — 1) -
2k=1 tal que p serd o nimero de vezes que o disco k foi movido.

Como (o) é uma progressao aritmética de razao 2% temos
que ogpp =01+ (p—1)- 2F é 0 seu termo geral. Logo,

Acabamos de definir uma sequéncia numérica com duas va-
ridveis, logo podemos associd-la a uma funcao de duas variaveis:

NxN — N

(k,p) — Ok p-

Agora, estamos interessados em saber qual peca é movida no
i-ésimo movimento. Para isso, temos que resolver a equacao

(2p—1) 281 =4, (4.1)

isto é, encontrar k e p que a satisfazem. Observamos que 2p—1 é
um numero impar, entdo basta fatorar ¢ de modo que tenhamos
um impar vezes uma poténcia de 2.

Como ¢ é um nimero natural, entdo o Teorema Fundamental
da Aritmética garante a unicidade de p e k [14].

~
ot



Resolvendo as Torres de Handi com 8 discos, qual disco é
movido na 1002 jogada considerando a quantidade minima de

movimentos?

Aplicando na férmula (4.1) temos:
(2p — 1) - 271 = 100.

Como p e k sdo ntimeros naturais, entdo podemos fatorar 100 e
retirar as poténcias de 2, sendo assim, resolvendo uma equacao

exponencial:
(2p—1)-281 =100 = 25 - 2%

Assim, 2p—1 =25 21 =22 entdop=13 e k = 3.
Logo, o disco movido na centésima jogada é o disco 3 e o

mesmo foi movido 13 vezes.

Com 13 discos, qual disco é movido na 4997% jogada consi-
derando a quantidade minima de movimentos? Quantas vezes

esse discos foi movido?

Aplicando na férmula (4.1) temos:
(2p — 1) - 2871 = 4997 = 4997 - 20,

dai
k1o k—1=0=k=1=p=2499.

O disco movido na jogada 4997 foi o 1 e ele foi movido 2499

vezes.



§4.1. SEQUENCIA DE DUAS VARIAVEIS

Com 10 discos, qual disco é movido na 480? jogada conside-
rando a quantidade minima de movimentos? Quantas vezes esse

discos foi movido?

Aplicando na férmula (4.1), temos:
(2p—1)-281 =480 =15-2°,

dai

k-l P s 1=5=k=6=p=28.

O disco movido na jogada 480 foi o 6 e ele foi movido 8 vezes.

Figura 4.5: Grafico de pontos

vdvd
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® 1) 2
Disco 1
m Disco 2
Disco 3
mm Disco 4
m Disco 5
m Disco 6
me Disco 7
Disco 8
m Disco 9
== Disco 10

Figura 4.6: Grafico da Ordem dos movimentos

4.2 Numeros binarios

Segundo [30] na revista Gazeta de Matematica, uma outra
maneira de descobrir o disco que serd movido na i-ésima jogada
¢é a partir dos ntimeros bin&rios.

Primeiramente devemos transformar o nimero da jogada na
forma decimal em binéario. Por exemplo, vamos tentar descobrir
qual disco é movido na jogada 26: o nimero 2619 em bindrio
¢ 110104. Para identificar o disco movido, bastar olharmos o

primeiro digito 1 mais a direita:
11010.

Como o primeiro digito 1 mais a direita aparece na segunda
posicdo do niimero bindrio, de tras para frente, entdo de acordo
com o Teorema 4.9, que veremos mais adiante, o disco 2 sera

movimentado na jogada 26.
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Chamamos de S, a sequéncia dos movimentos dos n discos,
mas para facilitar a escrita nao colocaremos as letras que repre-

sentam os pinos. Para n = 2,
So=(1 2 1).

A sequéncia acima nos diz que a primeira jogada é com o disco
1, a segunda com o disco 2 e a terceira com o disco 1. Transfor-

mando o nimero da jogada em bindrio teremos:

lip = 19
219 = 109
310 = 1ls.

Observando o nimero 1 mais a direta, vemos que ele aparece
nas posicoes 1, 2 e 1, que sdo exatamente os discos movidos na

sequéncia de jogadas. Para n = 3, teremos:
S3=(12 131 2 1)

Transformando todos os nimeros das jogadas em bindrios temos:

Lo = 12

210 = 102
310 = 1l
419 = 1004
50 = 101,
619 = 110s.
Ti0 = 1119

Mais uma vez, observando a posicdo do nimero 1 mais a di-
reita, vemos que ele ocupa as posicoes 1,2,1,3,1,2,1, em ordem
da primeira jogada a sétima jogada, que é exatamente os discos

movidos nas jogadas.



CAPITULO 4. ORDEM DE MOVIMENTACAO DAS PECAS

4.8. DEFINIGAO.

Chama-se concatenagdo das sequéncias a = (a1, az, - ,an)
e b= (b,ba, - ,by) a sequéncia
a'b: (a17a27"' 7an7b17b27"' 7bm)

Usando essa notagdo, podemos escrever
Sp = Snp-1- (n) < Sn-1,

pois primeiro movemos os n — 1 discos para o pino do meio, em
seguida movemos o disco n para o pino final e, por fim, movemos
novamente os n— 1 discos para o pino final. Pela Proposicao 3.3,
Sp tem 2" — 1 termos. Com base nisso, podemos anunciar o

préximo resultado.

Seja S, a sequéncia das jogadas da solugao do quebra cabecas
com n discos. O disco que serd movido na i-ésima jogada sera
o nimero da posicao do digito 1 mais a direita na representacao
binaria de i.

Sabemos que o teorema vale para sequéncia Ss e S3, como
mostrado anteriormente. Suponha, por indugdo, que o teorema
valha para n discos, ou seja, para 1 <17 < 2" — 1, a posi¢cdo do
1 mais a direta na representacao binaria de ¢ indicard o disco
movido no i—ésimo movimento da solucao do jogo com n discos.
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Para n + 1 discos, temos a concatenacao

Se i < 2™ — 1, estamos nos primeiros movimentos antes de mo-
vermos o disco n + 1, isto é, na primeira parte da concatenacao,
e pela hipdtese de indugao o teorema vale.

Se ¢ = 2", entdo estamos no movimento do disco n 4+ 1 e a

representacao binaria

27 = (1000 - - 0)s,

n zZeros

o numero 1 ocupa a posicdo n + 1, logo é o disco movido.
Se
oM << ontl g,

ou seja, 1 = 2" 4+ k, para 1 < k < 2" — 1, entdo estamos na
ultima parte da concatenacdo e o primeiro 1 mais a direita na
representagao bindria de ¢ serd determinado por k. Por hipétese
de indugdo e por (4.2), a posi¢do do 1 determinara a pega movida.

Numeros de movimentos na base 2

A B (&

00000
Qe



Com 12 discos no total, qual disco é movido na jogada 22007

O nimero 220019 = 100100110002, e primeiro digito 1 mais
a direita esta na posi¢ao 4. Portanto, a jogada 2200 serd movido
pelo disco 4.

4.3 Resto de divisao

Ja sabemos responder qual disco é movido numa jogada qual-
quer e quantas vezes esse mesmo disco foi movido, nesta secao
exploramos em qual pino esse disco se encontra na p-ésima jo-
gada, ou seja, se estd no pino A, B ou C.

Fenomenos que envolvem periodos ciclicos, geralmente recor-
remos a funcdes trigonométricas, porém podemos utilizar ferra-
mentas matematicas mais simples, como por exemplo resto de
divisao.

Quando dividimos um niimero natural por k, podemos obter
k restos possiveis:

r(k) ={0,1,2,--  k—1}.

No jogo Torres de Handi, quando fixamos um certo disco, per-
cebemos que os seus movimentos em relagdo aos pinos é ciclico.
Primeiro vamos estudar o caso que o nimero total de discos é
impar. Vejamos a solugao com trés discos:

Sy = (1C,2B,1B,3C, 14,2C, 1C).

Vimos na Secao 1.3 que a sequéncia de movimentos do menor
disco em relagao aos pinos no caso da quantidade total de dis-
cos ser impar é (C,B,A,C,B,A,...,C). Veja que a sequéncia



apresenta trés termos: C, B e A, sempre nessa ordem. Entéo
para descobrir em qual pino um certo disco se encontra, devemos
saber a quantidade de movimentos realizadas com esse disco, di-
vidir por 3 e observar o seu resto. Na tabela a seguir temos um

resumo para o disco k sendo impar ou par.

n impar e k impar |n impar e k par
Pino C B A B c A
Resto 1 2 0 1 2 0

Com 7 discos no total e ao realizarmos 13 movimentos com

o menor disco, em qual pino esse disco se encontra?

Dividindo 13 por 3, temos:
13=3-4+1.

Ou seja, o disco 1 se encontra no pino C.

Com 13 discos no total e ao realizarmos 125 movimentos com

o disco 3, em qual pino esse disco se encontra?

Dividindo 125 por 3, temos:
125 =3-41 + 2.

Portanto, o disco 3 se encontra no pino B.



Com 13 discos no total e ao realizarmos 221 movimentos com

o disco 2, em qual pino esse disco se encontra?

Dividindo 221 por 3, temos:
221=3-73+ 2.

Portanto, o disco 2 se encontra no pino C.

Agora vejamos os casos onde o total de discos é par. Observe
a solugao com 4 discos no total:

S, = (1B,2C,1C,3B,14,2B,1B,4C,1C, 24, 14,3C, 1B,2C, 1C).

Nessa situagao a tabela de restos inverte. Os discos de ntimero
impar seguem a sequéncia (B, C, A, --- ,C) e os discos de niimero
par seguem a sequéncia (C, B, A,---,C).

De modo resumido, temos:

n par e kimpar|n par e k par
Pino B C A C B A
Resto 1 2 0 1 2 0

Com 20 discos no total e ao realizarmos 201 movimentos com
o disco 10, em qual pino esse disco se encontra?

Dividindo 201 por 3, temos:
201 =3-67+0.

Portanto, o disco 10 se encontra no pino A.
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Com 10 discos no total e ao realizarmos 358 movimentos com
o disco 1, em qual pino esse disco se encontra?

Dividindo 221 por 3, temos:
358 =3-119+ 1.

Logo, o disco 1 se encontra no pino B.

4.4 Funcao parte inteira e configuracao
geral do jogo apd4s parar na i-ésima
jogada

4.16. DEFINIGAO.

Chama-se funcdo parte inteira de x, o maior inteiro menor

ou igual a z, denota-se por:

f(z)=|z| =max{z € Z |z < z}.

Alguns casos de fungao parte inteira sao:

12,6]=2; [n] =3; le] =2
14/3]=1; |-7]=—4; [—e]==3.



A partir da funcado parte inteira e da férmula (4.1), podemos
descobrir a configuragao geral da Torre de Handi apds pararmos
numa certa jogada, ou seja, podemos responder em quais pinos
todos os discos estarao. Para isso, temos que descobrir quantas
jogadas foram realizadas para cada disco k, o que podemos de-

X 2k—1

terminar a partir da expressdo i = (2p — 1) e encontrar o

valor de p. Vamos isolar p e coloca-lo em funcgao de i e k.

(2p—1)-2F1 =

7
7
= 2p—2k_1+1
Z'_|_2k;—1
p= ok

Por exemplo, até a décima jogada de uma torre com 5 discos,
quantas vezes o disco 1 foi movido?

10 + 211 . s

= —5r =55
Como p é um numero natural, tomamos a sua parte inteira.
Logo, para sabermos quantas jogadas foram realizadas com o
disco k apds pararmos na i-ésima jogada, calculamos a parte

inteira de p, ou seja:
’L+ 2]{71
|22 »

Uma vez encontrado o valor de p, em seguida determinamos em
qual pino o disco k se encontra (como ja discutido na Secao 4.3),

dividimos p por 3 e encontramos o seu respectivo resto.



Certa pessoa brincando com o jogo Torre de Handéi com 4
discos, realizou alguns movimentos e parou na 10? jogada, qual
a configuracdo da Torre de Handi considerando a quantidade

minima de jogadas?

Temosi=10e 1 < k < 4.

1
T 3
A B C A B C

Figura 4.7: Configuracio da Torre com 4 discos

Para o disco 1, temos a sequéncia (C, B, A), (n par, k impar):

21

1 2171
0+J 5

5 = 3-1+2

—  pino C.

Para o disco 2, temos a sequéncia (B,C, A), (n par, k par):

10 4 221
p = T =3
3 = 3140

—  pino A.



Para o disco 3, temos a sequéncia (C, B, A), (n par, k impar):

(104237t
p= |75 =1
1 = 3-0+41

— pino B.

Para o disco 4, temos a sequéncia (B,C, A), (n par, k par):

10 + 241

1 = 3-0+1

—  pino C.

Exercicios do Capitulo 4

4.1. Com a torre de handi de 20 discos, qual peca serd movida
na milésima jogada?

4.2. Em qual jogada o disco 8 serd movido pela primeira vez?
Considere um jogo com 8 ou mais discos.

4.3. Escreva a sequéncia do segundo movimento de qualquer dos
10 primeiros discos. Considere p = 20 na férmula 4.4.

4.4. Da sequéncia de jogadas do disco 3, escreva seus primeiros

8 movimentos.

4.5. Mostre que se o numero da jogada for impar, entdao o disco

movido é o menor.



CAPITULO 5

ALGUMAS VARIACOES DO
JOGO TORRES DE HANOI

5.1 Torre de Handéi com quatro pinos

Em 1907, Dudeney propo6s uma variante do jogo conhecida
por O quebra cabecas de Reve, sdo 4 pinos e as mesmas regras
do caso classico.

Suponha que temos os n discos empilhados no pino A em
forma de cone e desejamos transferi-los para o pino D. H4 varias
formas de fazer essa transferéncia, mas estamos a procura da
que minimiza a quantidade de movimentos. Denominaremos a
quantidade minima de movimentos necessaria para mover os n

discos de b,,.

B C D

Figura 5.1: Torre de Handi com 4 pinos.
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De modo semelhante ao que foi feito no caso dos 3 pinos,
no Capitulo 3 deste livro, observe que o ultimo disco, ou seja,
o maior de todos, serd movido apds retirarmos os n — 1 discos
que estdo em cima dele e os distribuirmos nos pinos B e C.
Ocorre que existem varias maneiras desses discos estarem alo-
cados nesses pinos B ou C, desse modo o caso da Torre com 4
pinos é distinto da Torre com 3 pinos, uma vez que nesta s6 ha
um modo dos discos estarem distribuidos pois s6 ha um pino in-
termedidrio, espera-se que a quantidade minima de movimentos

com 4 pinos seja menor que a do caso classico.

1

A C D

B
(=] (+)

Vamos supor um método de solugao e verificar se é o melhor.
Para esse método, x, serd a quantidade de movimentos para
mover n discos de um pino para outro usando os 4 pinos. Imagine
que coloquemos todos os n — 1 menores empilhados no pino B,
para isso usaremos ,_1 movimentos. Entdo, transferimos o
maior disco para o pino D usando 1 movimento, e para finalizar
realocamos os n — 1 discos no pino B para o pino D, usando
mais x,,_1 movimentos e concluimos o jogo. Para isso, efetuamos

Tp—1+ 14 x,—1 movimentos no total, ou seja,

Tp=2Tp 1+1lex; =1 (51)
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| B
A B c D

Figura 5.2: Torre de Hanéi com 4 pinos.

pois com 1 disco, temos apenas 1 movimento que seria retira-lo
do pino A e colocé-lo do pino D, logo x, = 2™ — 1. Serd que
essa é a menor quantidade de movimentos possiveis? Ou seja,
Ty = b,? Observe que seria idéntica a solugdo do caso classico
com 3 pinos.

Veja as animacoes com 2,3 e 4 discos:

1
23

A C D

B
(=Jbr(+)
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C D

B
(=J(+)

D

C
(<< D)) (b))

Agora, analisaremos uma outra situagido possivel, nesse caso

chamaremos de ¥, a quantidade de movimentos para mover n
discos. Imagine que transferimos os n — 2 discos menores para
B usando y,,_s movimentos, o segundo maior disco transferimos
para C' e o disco maior para D. Depois, transferimos o segundo
disco maior para D, e para terminar os n — 2 discos menores

para D. Realizamos assim
yn72+1+1+1+yn72
movimentos, logo

Yn =2Yn—2+3ey; =1, =3 (5.2)



uma recorréncia diferente de (5.1). Vamos comparar os resul-
tados para n = 3 discos. Como y; = 1 e yo = 3, entdo ys3 =
2y1 + 3 = 5. Na solugdo do paragrafo anterior tinhamos xs =
23 — 1 = 7. Logo, a recorréncia (5.2) nos d4 menos movimentos
necessarios que (5.1). Serd que (5.2) é a recorréncia procurada
para 4 pinos? A resposta é ndo, vejamos porqué.

Para 6 discos, a solucao de (5.2) serd yg = 2ys+3 = 2.(2y2 +
3) + 3 = 21. Contudo, temos uma solu¢ao com menos movimen-
tos: retirar os 3 menores discos de A e colocar em B usando
ys = 5 movimentos, mover os 3 maiores discos de A para D
usando os pinos A4, C' e D, logo usamos a3 = 23 — 1 = 7 mo-
vimentos. Por fim, movemos os 3 discos menores que estdo em
B para D usando y3 movimentos, totalizando 5+ 7 + 5 = 17
movimentos. Assim, (5.2) estd descartada também.

A B C D

Figura 5.3: Torre de Handi com 4 pinos.

Podemos concluir que o caso com 4 pinos é mais complexo
que o de 3 pinos e a solugdo nao ¢é tdo simples assim. Os re-
sultados apresentados aqui estdo em [8] com uma linguagem de
programacao.



n|l1|2{3|4]5]6|7|8]9 10
by |1]3|5|9|13 1725|3341 |49

Tabela 5.1: Quantidade minima de jogadas para 4 pinos.

Aproximadamente em 1941, os professores Frame e Stewart
apresentaram, em trabalhos independentes, uma forma recursiva
que conjecturaram ser a que leva a quantidade minima de mo-
vimentos. Observaram que dado um certo valor k, k < n, se
usarmos b,,_; movimentos para mover os n — k discos menores
para B, logo a seguir movemos os discos restantes que sdo k para
D, para isso poderemos usar apenas os pinos A, C e D, isto é,
faremos a; movimentos, e para finalizar movemos os discos me-
nores que estavam em B para D, usando os 4 pinos, ou seja,
b,—r movimentos. Totalizando b, = 2b,,_; + a;r movimentos.

Queremos encontrar o k que torna b, minimo. Assim, queremos

b, = %gi}{%n—k +ap} = gﬂgig{%n_k + 2~ —1}. (5.3)

(=) (+)
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Esse padrao recursivo (5.3), chamado de Numeragdo Recur-
stva de Frame-Stewart, é bem conhecido na literatura. Deno-
mina-se de Conjectura de Frame-Stewart e, na verdade, é um
problema em aberto se realmente a solucdo dessa recursao sera
a sequéncia procurada {b,}, isto é, a quantidade minima de mo-
vimentos para a torre com 4 pinos. Desde entdo, varios algorit-
mos tém sido propostos para encontrar a menor quantidade de
movimentos. Em [18], hd a proposta de sete abordagens distin-
tas para o problema e todas sdo equivalentes a Conjectura de
Frame-Stewart.

Vamos encontrar uma forma fechada para {b,} considerando
que a recursio de Frame-Stewart é verdadeira.

Analisando alguns casos: n =1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,
13,14, 15, observamos e faremos a hipdtese que os valores de k
satisfazem a sequéncia

{1,1,2,2,2,3,3,3,3,4,4,4,4,4,5,5,5,5,5,5, ...} (5.4)

Se assim o for, dado n, precisamos saber sua posi¢cao na sequén-
cia, ou seja, o k.
Sejam | x| o maior inteiro menor ou igual a x, e [x] o menor

inteiro maior ou igual a x.

5.1. PROPOSIGAO.

Seja a sequéncia {k,} = {1,1,2,2,2,3,3,3,3,4,4,4,4,4,5,5,
5,5,5,5,..}, entao

(5.5)

" _{m-w
" 2




Essa sequéncia é composta por blocos de repeticao dos niime-
ros naturais. O ultimo nimero de cada bloco de repeticao é igual
a soma das quantidades de elementos de cada bloco anterior a
ele, por exemplo,

ky=1,2=2 ks =2 5=3+2 ky=3,9=4+3+2. (5.6)

Logo, a soma da quantidade de ntimeros de cada bloco resulta
na ultima posi¢ao do bloco. Dado n, para sabermos o k, corres-

pondente a ele resolvemos

kn(kn +1+2)

5 =n. (5.7)

Obviamente essa igualdade nem sempre é satisfeita, devemos

resolver a equagao do segundo grau
k2 + 3k, —2n =0,

que tem como solucao

_ —3+v9+8n
Sl —

Se o valor de k, for inteiro, entdo o nimero minimo de movi-

k, (5.8)

mentos sera b, = 2b,_j, + aj,. Caso nao seja inteiro, entao

. F/8n+93-‘ B VsnﬂlJ
n — 2 - 2 )

este ultimo valor é mais simplificado e

vén+1l—-1 8 +9-3
2

1
5 <

para todo n natural.
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Para provar o teorema principal dessa secao, precisamos do
resultado a seguir.

5.2. PROPOSIGAO.

A sequéncia {by,} satisfaz a recorréncia

bpy1 = by + 207 (5.9)

Se temos n + 1 discos em A, devemos retirar os n discos
menores usando a menor quantidade de movimentos e alocé-los
em BeC.

Se b, = 2b,_, + a,, a solugdo para n discos é transferir os
n — k, discos menores para B usando os 4 pinos, depois os k;,
restantes para C' ( ao invés de D, caso convencional) usando os
3 pinos, e nao faremos a ultima etapa que é transferir os n — k,
discos para C, assim usaremos b,,_j, + ai, movimentos.

Agora, transferiremos o disco n + 1 para D, os k, que estdao
em C para D, e para terminar os n — k, que estdo em B para
D, usando 1 + ay, + b,_g,. Logo, usamos 2b,_j, + 2ag, + 1

movimentos. Assim,

bnt1 = 2bn—kn + Qakn +1
=2by_y, +ag, +ap, +1
= b, +ay, +1=b, + 2k
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O seguinte resultado nos déd uma férmula fechada para o
nimero minimo de movimentos da torre com n discos e 4 pinos,

se encontra em [15] com outra notagao:

5.3. TEOREMA. CONJECTURA DE FRAME-STEWART

Seja n o nimero de discos de uma Torre de Handi com 4

pinos. Seja b, o niimero minimo de movimentos necessarios para
concluir o jogo, entao

Ko (K — 1
by, = 2kn (n— 1- %) +1 (5.10)

para

. _Vm_w
n — —2 .

Suponha que o teorema é valido para n, mostraremos por
inducao que ele é verdadeiro para n + 1. De acordo com a pro-
posicio anterior, b,41 = by, +2¥. Logo, por hipétese de inducio

—kn(k’;_ 1)> + 1+ 2k,

Ha 2 possibilidades: k11 =k, ou kpe1 =k + 1. Se kpa1 = ki,
entao

bpi1 = 2M <n—1——k”(k”_1))+1+2’fn

2
krt1(kny1 — 1)) ey

by = 2" <n— 1—

2

logo, o teorema é valido. Caso kyt+1 = k, + 1, queremos mostrar

= 92knt1 <(n-|— 1H)—1-

que

kn+1)(kp+1—1
bn+1=2k”+1<(n+1)—1—( + Dka + )>+1.

2
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Simplificando

bpy1 = 2knt! (n — W) + 1. (5.11)

Pela proposicao anterior

kn(kn — 1
bn+1 = 2kn (n—l—(2)) +1+2kn

= 92k (n - k"(kg_ 1)> +1,

que serd igual a (5.11) se, e somente se,

21— (i + 1) (o) = ’“”(kg‘ i

k
= dn — 20k + 1) (kn) = 21 — kp(kp — 1)

2m — 2(ky, + 1) (kn) + (k —1)=0
= 2(kn + 1) (kn) — kn(kn — 1) — 20 = 0,

J

donde
k2 + 3k, —2n = 0. (5.12)

212

Estamos no caso kp11 =k, +1ek, = , logo

vVén+1-—-1 V8n+9—-1
by < e <k 1=k € Y

Desse modo, mostraremos que (5.12) é verdadeira, pois k2 +
3kn < 2n e k2 + 3k, > 2n, entdo k2 + 3k, = 2n. Vejamos

2
V4 -1 V4 -1
k2 + 3k, < (8”;9_1> +3<8’“;9_1> — o,

Por outro lado, &k, > 7”3’"‘2“_1 -1

2
v 1-1 Vi 1-1
8n+1> +3(W1>:2n17

2
kn+3kn>< 5 5

que comprova a veracidade do resultado.



Quantos movimentos sdo minimamente necessarios para re-
solver o quebra cabega Torre de Handi com 4 pinos, segundo a
conjectura de Frame-Stewart, quando temos 40 discos?

Nesse caso, temos

VvV8-40+1—-1
ko= |—FF—"—| =8,

5 (5.13)

entao

1
by = 2k (40 _ 1 kaolko = 1) )> +1

2
bio = 28<39—8(82_1)>+1
by = 28.11+1.

by = 2817.

5.2 Torre de Handéi com m pinos

H4 na literatura uma vastidao de artigos com resultados di-
versos que supdem ser a solugdo para o quebra cabegas com m
pinos, isto é, dada a torre com m pinos e n discos empilhados
no primeiro pino, do maior para o menor, de modo que o menor
fique no topo, queremos transferi-los para o tltimo pino sob as
regras do caso classico e usando a menor quantidade de movi-
mentos. Em geral, esses trabalhos apresentam uma recorréncia,
baseada em um método de solucao, e a forma fechada da tal re-
corréncia. Na grande maioria das vezes, tal solucao nao é valida.

Na proxima subsegao, veremos um exemplo desse fato.
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5.2.1 Solucao apresentada por Kordrostami, Ah-
madzadeh e Ghane

Em 2010, os mateméticos iranianos Kordrostami, Ahmad-
zadeh e Ghane, em [32], propuseram uma solu¢do do quebra
cabecas. Nao sabemos se essa ¢ a melhor solucao, mas segundo
os autores nao hé outra melhor até entdo. Serda mesmo?

Considere a torre com m hastes ou pinos e n discos. Numere
os pinos de 1 a m. Queremos transferir os n discos que estdo no
pino 1 para o pino m, usando as regras do caso cléssico.

Defina h]"* o nimero de movimentos necessarios para trans-

ferir ¢ discos de um pino para outro usando m pinos.

A sequéncia {h]'} satisfaz a recorréncia

Considere o seguinte passo-a-passo:

transferir os m — 3 menores discos do pino 1 para o pino

m 3 .
m — 1 usando hn—(m—2) movimentos;

alocar os que sobraram no pino 1, com exce¢do do maior,
nos pinos livres de 2 a m — 2, cada pino receberd apenas um
disco, deixando o pino m vago para receber o disco maior.
Sao usados nesse passo m — 3 movimentos;

transferir o maior disco para o pino m, o todos os que estao
sozinhos nas hastes para o ultimo pino, usando 1+(m—3) =
m — 2 movimentos;
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concluir transferindo os discos que estdo na haste m —1 para

L . n .
a ultima haste, para isso, usamos h; (m—2) movimentos.

O total de movimentos serd
i, = Ty (m—g) + (m = 3) + (m = 2) + hy_,, )

= 2h2_(m_2) + 2m — 5.

Para m = 4, estamos com o problema da secdo anterior da
torre com 4 pinos, a solugao de [32] do Teorema 5.5 é

n_ 9K L4+ 2.4—5=2h"_,+3.
A solugéo de Frame-Stewart (5.3) diz que

R = min{2h" , +2F — 1},
k<n

ou seja, segundo [32], o minimo seria atingido em k = 2.

A recorréncia do Teorema 5.5 tem solugao:
R = (2m —5)(2m2 —1), se n=(m—2)q, q€Z,
ou ainda,

KM= (2r — 1)2m 2 + (2m — 5)(2m2 — 1),
se n=(m-—2)q+r, geZ, 0<r<m-—3.




Queremos uma forma fechada para h}}, = 2h2_(m_2) +2m—35,
se dividirmos n por m — 2, temos que n = (m — 2)q + r, para
g€ Ner=0,1,2,...,m — 3. Logo, hd m — 2 situacdes a serem
estudadas.

1. Para r = 0, temos que, para algum ¢ € N, n = (m — 2)q,
entao
hyt = QhZL_(m_Q) +2m—95
= 2(2hnm72(m,2) +2m—5)+2m—5
= 22B" 5oy + 3(2m — 5)
= 22(20)" 39y + 2m — 5) + 3(2m — 5)
= 2B 5oy + T(2m — 5)

= 2kpm 4 (2% —1)(2m — 5).
Como hg' = 0, entdo

h = (28 —1)(2m — 5) = (272 — 1)(2m — 5).

2. Para r # 0, n tem a forma n = (m — 2)q + r, nesse caso
B =20 )+ 2m = 5
= 2(2h{}—2)(k—2)4r T 2m —5) +2m — 5
= 22h€7n—2)(k—2)+r +(22 = 1)(2m - 5)
= 22(2h(}, oy (h_3)4r + 2m — 5) + 3(2m — 5)
= 2°h{p, gy kz)r + (2° = 1)(2m — 5)

=2kpm 4 (2F —1)(2m — 5).



Como h]" é a torre com m pinos e r discos empilhados no
pino 1, e r < m — 3, entdo para resolver, basta distribuir os
discos, 1 em cada pino usando r movimentos (o maior disco
devera ser colocado no pino final), depois realocé-los no pino
m, sdo necessarios mais r — 1 movimentos, totalizando r +

r — 1 = 2r — 1 movimentos. Assim,
At = 2k2r — 1) + (28 —1)(2m — 5)
= (2r—1)2m2 + (2m —5)(2m 2 — 1).

Para uma torre com 4 pinos e 6 discos, relacionemos o resul-

tado obtido por [32] no Teorema 5.7 e o de Frame-Stewart.

Para m = 4, o Teorema 5.7 é:
ht =328 —1)=3.7=21.

Segundo Frame-Stewart:

1
bg = 2k (6—1—k6(k6 ))+1

2
para
V8- 6+1—1
k¢=|——| =3.
2
Logo,
3.2
b6:23<5—2)+1:17

Vejam s6!! O resultado de Frame-Stewart é melhor que o
obtido por [32]! Logo, a solugdo apresentada por [32] ndo é a
melhor de forma alguma. Na verdade, ha na literatura uma série
de conjecturas falsas sobre a quantidade minima de movimentos

para a torre com m pinos.



5.2.2 Solucao de Frame-Stewart para m pinos

Vamos apresentar agora alguns resultados que estao em [15].
Nessa primeira parte da subsecdo, veremos relagoes recursivas
que geram o nimero minimo de movimentos com varios pinos.

Seja uma torre com m pinos e n+ 1 discos dispostos da haste
1. Subdividiremos os n menores discos em m — 2 sub-torres que

chamaremos de super-discos cada uma delas: Dy, Do, -+, Dp,_o,
D1 estd no topo da torre. Imagine que cada super-disco D; tem
m—2
n; discos eny > ng >ng > -+ > Ny COM Y N = N
i=1

Denote por F* o nimero minimo de movimentos necessarios
para mover n discos no pino 1 para outro pino qualquer usando

m pinos livres.

A solucdo proposta é mover os super-discos para os pinos
auxiliares de modo que em cada pino fique apenas 1 super-disco,
ou seja, os pinos 2,3, - -+ ,m—1, depois mover o maior disco para
0 pino m, para terminar, alocar os super-discos no pino m. Ob-
serve que, para mover o D1 do pino 1 para o pino 2, por exemplo,
temos m hastes disponiveis para executar esse movimento, as-
sim, F}"' movimentos. J& para mover Dy para outra haste, nao
teremos mais m hastes disponiveis porque D; estard ocupando
uma delas, precisamos de F;gil movimentos. Continuando esse
raciocinio, temos que D,,_o2 serd movido para uma das hastes
usando F,::’m_ movimentos. O ntmero total de movimentos se-

2

via Byt + Bl o+ F I E A 4+

m—2"

Na verdade, queremos descobrir quem devem ser os n.s de
modo que essa soma anterior, nesses condi¢bes de ordem nj >
ng > ng > -+ > Ny,_9 chamada de monotonicidade, seja mi-

nima.
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5.9. TEOREMA. RELAGAO RECURSIVA 1

Seja F}" o nimero minimo de movimentos necessarios para

mover uma torre de um pino ao outro quando temos m pinos e

n discos. Entao,
’r:r-L‘rl = 2F7TLn + 17

onde

m—2
F" = min{F]g —|—F,:'2l_1 —|—~‘+F,::’m_2| Z n; =n,

i=1

0< o< <m},

que serd chamado de nimero de Frame também.

De acordo com a construgao anterior, calcularemos Fly. Nessa

situacao, temos 4 pinos e apenas 2 discos. Entao,

F =2F} +1,
onde
Ff = min{F} +F2 |n1+n2=1,0<ny<m}
=P+ =1
Logo,

Ff=2-1+1=3.

Calcularemos Fj. Nessa situacdo, temos 4 pinos e 4 discos.
Entao,
Fl =2F +1,
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onde

Fg* = mim{F;f1 + F%\m +n2=3,0<ny<ni}
= min{Fy + F}, Fy + 3}
= min{4,5} =4,

pois Fy = 3 e F = 5. Vamos justificar esse tltimo:
Fy =2Fy +1,
FY =min{F; + F2 |ni +n2 =2,0 < ny <ny}

= min{Fy + Fy, F{ + F{}
=min{0+3,1+1} =2.

Por conseguinte, F§ =2-2+ 1 = 5. Logo,

Fl=2-44+1=0.

E natural definirmos essa mesma soma sem a condicdo de

monotonicidade, como no resultado a seguir.

5.12. TEOREMA. RELACAO RECURSIVA 2

Seja F}™ o nimero minimo de movimentos necessarios para

mover uma torre de um pino ao outro quando temos m pinos e
n discos. Entao,

[m mm

Fl\ =2F" +1,
para

A

m—2
F,T:min{ﬁﬁ-l—ﬁqg_l—k--'-l—ﬁg’ |anzn}

Nm—2
i=1
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De acordo com o teorema anterior, calcularemos Fiy. Temos

que
Ff=2Fy 41,
em que
= SN (¥ £3 _
F5 = min {Fm + Fy In1 +ng = 2}
= {Ft+ F3y =2
Assim,

F{=2.2+1=5.

Agora, calcularemos Ff. Temos que
A=t 41,
em que
pd s [ p3 _
Fy = min {Fm + Fy In1 +ng = 3}
= min{F} + F3, Fy + FP}
={1+3,3+1} =4,

pois Fd =1, F§ =2F +1=2.14+1=3, F} =3, ¢ [3 = 1.
Assim,
Fif=2-2-4+1=09.

Baseado nas recursoes anteriores, temos o préximo resultado:
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5.15. TEOREMA. CONJECTURA FORTE DE FRAME STEWART

Seja uma torre com m pinos, m > 3, e n discos, o nimero

minimo de movimentos necessirios para mové-los do pino inicial

para qualquer outro pino é

FS™ = min{2FS"™ + FS™'|t <n}.

Segundo a Conjectura forte de Frame Stewart, qual a quan-
tidade minima de movimentos para mover 4 discos de uma torre
com 4 pinos?

Procuramos

FS} = min{2FS} + FS3_,|t <4}
= min{2F S} + FS3,2F S5 + FS? 2FS; + FS3 2FS} + FS3}.
Temos que FS§ =0, FS} =1, FS3 =3, FS{ =1, FS§ =Te
FS3 = 3. Falta o valor de FS§ :
FS3 =min{2FS} + FS;_,|t <3}
= min{2FS; + FS3,2FS3 + FS3 2F S} + FS3}
= min{2FS3,2-3+1,2-1+3} =5.

Logo,

FS{=min{2FS$,2-5+1,2-3+3,2-1+7} =09.

Um resultado, cuja demonstracao é bastante técnica e serd
omitida aqui, relaciona essas sequéncias recorrentes definidas an-
teriormente:
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5.17. TEOREMA.

Dentre as sequéncias apresentadas nos Teoremas 5.9, 5.12 e

5.15, vale a igualdade abaixo:

F™ = Fm = FS™.

5.2.3 Solucao de Lu, Klavzar e Milutinovic para m
pinos

Nos artigos [23] e [19], de Lu, Klavzar e Milutinovic, foram
apresentadas uma formula para o cdlculo do niimero minimo de

movimentos para a torre com m pinos.

-2
Defina A, , = ( va

q—1
5.18. TEOREMA.

Seja p o numero de pinos da torre, p > 3. Sejam v € N e

> , entao segue o resultado:

0 <2 < Apy1p—2, entdo o nimero minimo de movimentos para

resolver o quebra-cabega com n = A, ;1 + x discos serd
(Pya(v) + )2 + (—1)7, (5.14)

para

Py(v) = (=1)1> (=1)'Ap 1.
=0

K3

Nos préximos dois exemplos, veremos que esse resultado é
analogo aos obtidos para o caso cldssico com 3 pinos e ao Teo-
rema 5.3, para 4 pinos.



Para 3 pinos, temos que: p = 3,

v+1+1-2 v
A = = :17
e para

Ayt v+2-2 n v n n
n=~»A7, x = T = r=v-+u,
2 21 1

o nimero minimo de movimentos de (5.18) serd

(P3s_3(v) +x)2" + (—1)3 = (Py(v) +x)2" — 1,

P = 1 = aa = (TR ) < (V)

Substituindo na férmula do nimero minimo de movimentos:
(1+x)2" —1.

Vimos que n =x + v, e

14+1-2
ogng,,H,l:(”Jr JOF ):1.

Para x = 0, temos que n = v, e o nimero minimo sera
(1+0)2" —1=2"—1.
Para x =1, n =14 v e o niimero minimo sera

1+1)2"—1=2-2""11=2"—1.



O caso com 4 pinos, isto é, p=4,e 0 <z <A, 112 =v+1,

v+1+2-2 v+1
Au+1,2=< 5 1 ):( . )zu—f—l.

pois

Para

32 1 o
n:AMg—{—x:(V; ; )HC:(,,; >—|—x:(2+1)+:r,

o numero minimo de movimentos de (5.18) serd

(Pa—a(v) + 2)2" + (1) = (P1(v) + 2)2" + 1,

Pi(v) = (=)' [(-1)°Av1 + (=1)' Ay g

)

= _Au,l + Au,2
_ v+2-—-2 v—1 _ v v—1
N 2-1 1-1) \1 0
=v—1.
Substituindo na féormula do niimero minimo de movimentos:
(v—1+x)2" + 1.

Vimos que n = @ + x, substituindo temos

(V—1+n—y(lj;1))2“—|—1:(n—l—y(y21)>2y+1.



Segundo o Teorema 5.3, 0 nimero minimo de movimentos coin-

cide com a expressdo anterior para v = k,. Mas sera que é pos-

stvel? Veremos que sim! Observe que k, < @ e
2
Ven+1-1\ (V8n+1-1 1

VBn+1-1\ (VBn+1+1)\1
() (e

=n-+ux.

Agora, basta escolher x que satisfaca a igualdade:

kn(k‘g+ 1) Y

Conforme o exemplo anterior, para uma torre com 4 pinos e
6 discos, determinaremos o x que exemplifica a semelhanca entre
os resultados de Frame-Stewart e o Teorema 5.18.

Nessa situagdo, n = 6 e kg = {@J = 3, segundo
Frame-Stewart:

ke(ke — 1
by = 2k6<6_1_6(6))+1

2
-1
= 23(6—1—3(3)>+1:17.
2
Agora, de acordo com o Teorema 5.18, n = w + z, logo

3(3+1 ~ , - .
6= % 4+ x =6+ x, e entdo x = 0. O ndmero minimo sera:

(3—1+0)2%+1 =17 também.
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5.3 Torre de Handi ciclica

Em 1981, o professor Atkinson do Departamento de Mate-
matica e Estatistica da Universidade de Carleton, no Canada,
publicou um curto artigo [2] criando uma nova regra na ordem
da movimentacao das pecas no caso classico com trés pinos, se-
gundo ele os discos s6 poderiam ser movidos nessa direcao A —
B — C — A, denominada anti-horaria, ou A - C - B — A,

direcao horaria.

A

-~
B C

Figura 5.4: Torre de Hanéi ciclica

Um modo mais simples de entender essa versdo do jogo é
considerar que os pinos estao fixados sobre os vértices de um

tridngulo equildtero ABC"
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B - c
(=)

Figura 5.5: Solugdo para o pino C

B - c
(=)

Figura 5.6: Solucdo para o pino B
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Os discos poderéo ser movidos apenas no sentido anti-horario,
isto é, de A para B, de B para C' e C para A. Ou também no
sentido horario, isto é, de A para C, de C para B e de B para
A.

O professor acreditava que a solugdo nao seria tao simples
como a do caso cldssico. Vejamos a solugdo proposta por ele.

Por exemplo, para 2 discos a solugao encontrada para o caso
classico foi 22 —1 = 3 movimentos. J4 nesse modelo de Atkinson,
se considerarmos apenas o sentido horario, precisamos mover a
menor para C, depois mové-la para B, mover a maior para C,
mover a menor para A e por dltimo a menor para C, concluindo
5 movimentos. Movendo apenas no sentido anti-horério precisa-
mos mover a menor para B, mové-la novamente para C, mover
a maior para B, a menor para A, maior para C, menor para B,

menor para C', totalizando 7 movimentos!

B c
S

Figura 5.7: Solugdo para o pino C'
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(=)

Figura 5.8: Solucdo para o pino B

Vejamos agora uma solucdo para n = 3 discos:

Qe

Figura 5.9: Solugdo para o pino C
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B c
S

Figura 5.10: Solugao para o pino B

Para encontrar expressoes fechadas para solugdes desse que-
bra-cabegas, Atkinson observou uma relacdo entre os movimen-
tos hordrios e anti-hordrios. Considere duas sequéncias {d,} e
{hy}, a primeira refere-se ao nimero minimo de movimentos
necessarios para mover n discos do pino A para C' no sentido
anti-horario, e a segunda no sentido horario.

5.22. TEOREMA.

Sejam as sequéncias definidas anteriormente, entao para todo
n>1

dn:%g(lﬂ/ﬁ)mr%ga—ﬁ)"q
By = 3+6\/§(1+\/§)”+ %g(l —V3)" —1.




Primeiro ele observou que mover um disco ou uma quanti-
dade de discos de A para C no sentido anti-hordrio tem a mesma
quantidade de movimentos de mové-lo de A para B no sentido

horario.

E natural supor que hg = do = 0. Se temos 1 disco em A, para,
mové-lo para C no sentido horario s6 é necessario 1 movimento,
entdao h; = 1. Se quisermos mové-lo para C usando sentido anti-
horéario sdo necessarios 2 movimentos, primeiro o movemos para
B e depois para C, logo d; = 2.

Se tivermos 2 discos em A, para mové-los para C no sen-
tido horario, precisamos mover o menor para C, depois 0 mesmo
para B, mover o maior para C, o menor para A e depois para
C, totalizando 5 movimentos horarios, entdo ho = 5. Se qui-
sermos aplicar movimentos anti-horarios também, fazemos: o
menor para B, o menor para C', o maior para B, o menor para
A, o maior para C, o menor para B e depois para C, totalizando

7 movimentos e dy = 7.

Para 3 discos no sentido horario, basta movermos os dois me-
nores para B passando por C, isso é equivalente a mover os dois
discos de A para C no sentido anti-horario logo do movimentos,
o maior para C' no sentido horério, e por tltimo os dois menores
de B para C' no sentido horario, que é o mesmo que dy. Assim,
hs=2do+1=2-7+1=15.

E intuitivo que hy, = 2d,_1 + 1, pois se temos n discos em A
e desejamos mové-los para C usando apenas o sentido horério,
transferimos os n — 1 menores para B usando d,,_1 movimentos,
pois transferiremos para C' e depois para B, o maior para C
com 1 movimento, e por ultimo os n — 1 menores para C' com

d,—1 movimentos, pois transferiremos para A e depois para C,



totalizando h,, = 2d,,_1 + 1 movimentos. Assim,

ho_ 0, sen =20
" 2d,_1+1 sen>0.

Podemos observar também que

4 — 0, sen =0
" 214 hp1+2, sen>0

pois se temos n discos em A e queremos mové-los para C' usando
movimentos anti-hordrios, devemos alocar os n — 1 menores dis-
cos em C passando por B, logo usando d,,—1 movimentos, mover
o maior disco para B, mover os n — 1 menores para A usando
hp—1 movimentos, mover o maior de B para C, e terminar mo-
vendo os n — 1 menores de A para C usando d,,_1 movimentos,
totalizando 2d,,_1 + hp—1 + 2 movimentos.
Paran >1

hy =2dp—1 + 1
dn = 2dn—1 + hn—l +2

Se substituirmos a informagao de h,, em d,,, temos que h,,_1 =
2d,—2+1e
dp = 2dp_1 + 2d,,—9 + 3, (515)

encontramos uma relagao recursiva linear de ordem 2 nao-homogé-
nea. O método de solugdo é encontrar uma solucdo da homogé-
nea associada a ela e depois inferir uma solucao particular. Essa

equacao foi resolvida no Exemplo 2.37, a solucdo é
dy = C1(1+V3)" + Co(1 — V3)" — 1.

Vamos descobrir os valores de C7 e Cy usando que dy = 0 e
dy =2:

do=C1(1+V3)°+ (1 -v3)°—1=0
di=C1(1+V3) +Co(1 —3)L —1=2



3-2v3 e C1 =

Resolvendo o sistema encontramos que Co = “=¢ =

%, logo

_3+2V3
Db

E h, = 2d,_1 + 2, assim

3—2V3

dn
6

(1+V3)" + (1-V3)"—1.

hn:2“62\/3(1+\/§)”_1_|_23_62\/§(1_\/§)n—1_2+1
:3+\/§(1+\/§)n+ﬂ(1_\/§)n_1'

6 6

Em ambos os casos dizemos que essa solucdo é na ordem de
2,733™, isto é,

hn,

noo 2, 7330

lim i
n—o0 2, 733"

resumidamente O(2,733"), bem mais que 2" —1 do caso classico.

Generalizagoes da Torre de Handi Ciclica foram propostas
por Er em [12]. Ele apresentou a solu¢ao para versdes com mais
de 3 pinos.

5.4 Torre de Handi dupla

Uma variante do caso classico é a conhecida por Torre de
Hanéi Dupla. Ela contém um nimero par de discos, 2n discos,
por exemplo, com n tamanhos distintos, exatamente 2 de cada
tamanho. Como no caso classico, podemos mover apenas um
disco por vez e um disco maior nunca podera ficar em cima de

um menor.
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Figura 5.11: Torre de Handi dupla com 4 pares de discos.

Neste caso, qual serd a quantidade minima de movimentos
para mover a torre da haste A para a haste C, considerando
que os discos de mesmo tamanho sdo idénticos? Chamaremos
de irmaos gémeos os discos iguais.

Exemplo com n = 1 par de discos:

(=]
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Exemplo com n = 2 pares de discos:

1
1
A

(<< D)) (b4

Exemplo com n = 3 pares de discos:

1
1
x|
2
3
3
A

NEEIR B ENRCE

E se os discos de mesmo tamanho fossem pintados com cores

distintas e quiséssemos transferir a torre que estd em A para C
de modo que a distribuicao fosse idéntica?
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Ainda no caso anterior onde os gémeos tém cores distintas, e
se desejassemos mové-los para a outra haste sem mudar a ordem
em que eles foram distribuidos inicialmente?

As respostas para essas trés perguntas estdo em [33] e serdo
reproduzidas aqui.

5.23. TEOREMA.

Seja D,, o nimero de movimentos necessarios para mover a
torre de Handi dupla da haste A para a haste C' quando os discos
de mesmo tamanho sdo idénticos, entdao D,, = 2"+ — 2.

Primeiramente observe que se aplicarmos o algoritmo do caso
cléssico, para 2n discos, cada movimento de um disco sera re-
petido com sua cépia, irmao gémeo, entdo resolvemos o pro-
blema usando o dobro de movimentos se tivéssemos n discos:
2(2" — 1) — 2"+ — 2 movimentos. Mas seré que essa solucio pro-
duz menor quantidade de movimentos? Veremos que ndo, mas
nos da um limitante superior para D,,.

E certo que D(1) =2 :

Para o caso n > 2, observe que para mover os 2 ultimos
discos, ou seja, os gémeos com maior didmetro, precisamos mover
primeiro os 2n — 2 discos menores para a haste B, usaremos
para isso D,_1 movimentos. Logo a seguir, com 2 movimentos,
transferimos os gémeos maiores para C', o proximo passo é mover
a torre de B para C efetuando D,,_1 movimentos, totalizando
D,=D, 14+2+D, 1 =2D, 142, cuja solucio estd na Seccao
23paraa=b=2ec=0: D, =2(2" - 1).



Agora, mostraremos resultados para o caso onde os gémeos
tém cores distintas, ou seja, pecas de mesmo tamanho serdo
diferentes, e desejamos reproduzir a torre original que estd em
A para a haste C.

Exemplo com n = 1 par de discos:

1
1

A B C

(=Jer(+)

Exemplo com n = 2 pares de discos:

2
A B C

(<R (b4




CAPITULO 5. ALGUMAS VARIAGOES DO JOGO TORRES DE HANOI

Exemplo com n = 3 pares de discos:

A B C

(=)

Seja Cp, o nimero de movimentos necessarios para mover a

torre de Hanéi dupla da haste A para a haste C quando os discos
de mesmo tamanho sdo distintos, isto é, tém cores diferentes e

queremos reproduzir a torre original, entdo para n > 1

C, =2"2 5. (5.16)

O caso n =1 é aquele em que a torre tem 2 discos de mesmo
didmetro com cores distintas. Assim, precisariamos de 3 movi-
mentos para transferi-los da haste A para C':

Logo, C; = 3 = 23 — 5. Para n = 2, temos 4 discos, como na
figura

O passo-a-passo de uma possivel solugao é:

Transferiremos os dois menores para a haste C' usando Dy =
2 movimentos, logo as posi¢oes das cores também estarao
trocadas;
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Transferimos o escuro para a haste B com 1 movimento;
Movemos os 2 menores para B com D movimentos;

O maior disco da cor clara vai para C, sua posi¢do final,

usando 1 movimento;

Os 2 menores que estdo em B vao para A, com D; movi-

mentos;

O maior disco da cor escura sai de B e vai para C' com 1

movimento;

Os dois menores que estdo em A vao para C' com Dy movi-

mentos;

Totalizando
02:D1+1—|—D1+1—|—D1—|—1+D1:4D1—|—3:4-2—|—3:11:24—5

como dado em (5.16).

Vale salientar que ao mudarmos de hastes 2 discos de mesmo
didmetro usando D1 = 2 movimentos trocamos as posigoes das
cores, assim se mudarmos outra vez voltamos a posicao original.
Logo, um nimero par de trocas nos garante a posi¢ao original
das cores que tanto queremos aqui.

Para encontrar C,,, é intuitivo fazer de modo semelhante ao
anterior:

Movemos os n — 1 gémeos (nao idénticos) menores para C

usando D,,_1 movimentos;

Transferiremos o maior disco escuro para B com 1 movi-

mento;



Os discos de C serdao movidos para B com D,,_; movimen-

tos;

O maior disco claro serd transferido para C' com 1 movi-

mento;

Os 2n — 2 discos menores serao transferidos para A com

D,,_1 movimentos;

O maior disco escuro muda para a haste C com 1 movi-

mento;
Os discos de A mudam para C' com D,_; movimentos.

Totalizando
Cpn=4D, 1 +3=4(2"—-2)+3=2""2_5.

Mas serd que esse é o melhor algoritmo para resolver essa torre
dupla mesmo? Concentrando os olhares nos dois discos maiores:
precisamos mover o disco maior escuro para a haste B e depois
mover seu gémeo claro para C', por fim transportar o disco escuro
de B para C. Nesse meio tempo, os demais discos se alternam
entre as hastes. Esse é o algoritmo proposto anteriormente.
Uma segunda alternativa seria acrescentar mais um passo no

movimento dos gémeos maiores:
mover os menores para C usando D,,_; movimentos;

mover o mais escuro para B, mover o mais claro para B,

totalizando 2 movimentos;
mover os menores para A com D, | movimentos;

mover os gémeos maiores para C' com 2 movimentos;



mover os menores para C' com Cj,_1 movimentos.

Observe que no tltimo passo foi necessario usar C,,_1 movi-
mentos, pois foram realizados 2D,,_1 movimentos, e mais D,,_1
movimentos ndo manteria a ordem original da torre. Logo, o
total para esse algoritmo alternativo seria

Cp=2Dp 14+4+Cp_1 =202"=2)+4+Cp_1 = Cp_q +2".

Resolvendo a recorréncia, feita no Exemplo 2.25, obtemos
que C,, = 2"*2 — 5 também.

A dltima situacdo é bem parecida com a anterior, mas a
ordem das cores dos gémeos nao pode mudar em nenhum passo.

Exemplo com n = 3 pares de discos:

-

(<<Jap]>)0> (b4
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Exemplo com n = 4 pares de discos:

(<< D)) (b))

5.25. TEOREMA.

Seja J, o ntimero de movimentos necessarios para mover a
torre de Handi dupla da haste A para a haste C' quando os discos
de mesmo tamanho sdo distintos, isto é, tém cores diferentes, e
em cada movimento desses gémeos eles nunca aparecem juntos
em posicoes trocadas, entao para n > 1

Jp =227 — 1. (5.17)

O algoritmo que nos dara a solugdo para o problema é extre-
mamente semelhante ao primeiro proposto no caso anterior. Fi-
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xemos novamente o olhar nos gémeos maiores, precisamos mové-
los da seguinte forma para minimizar a quantidade de movimen-
tos: o mais escuro vai para B, o maior mais claro vai para C' (ele
nao pode ir para B pois ndo pode ficar sobre o mais escuro), para
terminar os movimentos dos gémeos maiores o mais escuro vai
para C. Nesse meio tempo, os menores discos se movem entre
as hastes para possibilitar esse movimento descrito dos maiores,
lembrando que devem se mover obedecendo as novas regras, em

sumas:

os menores discos, n — 1 pares, movem-se para C' usando

Jp—1 movimentos;

o maior disco escuro para para B;

0s menores vao para B com J,_; movimentos;
o maior mais claro se move de A para C;

os menores vao para A com J,_1 movimentos;
0 maior mais escuro vai para C'

os menores vao para C com J,,_1 movimentos;

totalizando J, = 4J,_1 + 3. A solucdo dessa recorréncia é J, =
PR

5.5 Torre de Handi magnética

Essa versao do jogo foi proposta pelo dr. Uri Levy no ano
2009. Segundo ele, no caso classico das torres o niimero de mo-
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vimentos de cada disco é uma poténcia de 2 e o total de desloca-
mentos para concluir o jogo é 2™ — 1. O professor Uri questionou
se nao existiria uma versao onde a base 3 fosse explorada, entdo
publicou o trabalho [20] apresentando-a. As regras de movi-
mentacio serdo alteradas e acrescenta-se também uma restrigao

magnética.

A B C

Figura 5.12: Torre de Han6i Magnética com 4 discos.

Considere n discos distintos e 3 hastes como no caso classico,
Aqui, cada disco terd duas cores, um lado serd azul e o outro
vermelho. O lado azul ficard virado para a base das hastes. Os
movimentos sdo: retirar um disco de uma haste, gira-lo inver-
tendo as cores e colocd-lo em outra. A regra é jamais duas cores
iguais devem se tocar! A posicao final esperada é os discos dis-
postos na haste C' de modo decrescente de baixo para cima e

lados de mesma, cor nao se tocam.

Denominamos de M,, o nimero minimo de movimentos ne-
cessarios para mover a torre de acordo com as regras. Vejamos

os exemplos a seguir.
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5.26. EXEMPLO.

Para 1 disco, é necessario apenas 1 movimento: Logo, M; =

(<R (b4

5.27. EXEMPLO.

Para 2 discos, sao necesséarios 4 movimentos: Logo, Mo = 4.

(<I<Jap]>)0> (b))
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Para 3 discos, sdo necessarios 11 movimentos: Logo, Mz =
11.

A B C

(<< D)) (b))

O proximo resultado expressa a quantidade minima de mo-

vimentos necessarios para mover uma torre nessa situagao.

5.29. TEOREMA.

Sejam S, o nimero minimo de movimentos necessarios para

mover n discos da Torre de Hanéi Magnética da haste A para a
haste C. Entao
M, =3"14n-1

A demonstracao desse resultado serd feita apds apresentar-
mos uma variante da Torre de Hanéi Magnética que nos auxiliara
nessa prova.

A Torre de Hanéi Magnética Colorida é aquela cujas bases
dos pinos ou hastes sao coloridas, por exemplo a primeira base
vermelha e ambas as outras azuis. Nesse caso, a regra de nao
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juntar as cores iguais vale para as bases também. Para 1 e 2
discos as solucbes sdo as mesmas apresentadas anteriormente.
Para 3 discos, precisamos de 13 movimentos:

Vejamos o caso geral da Torre de Handi Magnética Colorida.

5.30. TEOREMA.

Sejam Mnc o niimero minimo de movimentos necessarios para

mover n discos da Torre de Han6i Magnética Colorida da base
vermelha, haste A, para a de base azul, haste C. Entéao

3" -1

Sejam n discos dispostos na base vermelha, haste A, que mo-
veremos para base azul, haste C'; na Torre Magnética Colorida.
Desejamos mover o maior para a haste C, base azul, para isso
retiramos os n — 1 menores que estdo sobre ele e os colocamos
na haste B, base azul, usando MS ; movimentos.

Com um tnico movimento, retiramos o maior disco da base
A para alocd-lo na base C, agora colocaremos os discos restan-
tes sobre o maior disco. A torre com n — 1 discos estd em B,
base azul, e queremos transferi-la para C, base azul também.
Cada transferéncia de torre magnética troca a posicdo da cor
dos discos, assim, serdo necessarias duas transferéncias para que
consigamos aloca-los na base C' sobre o maior disco. Transferir a
torre de base azul para base vermelha tem a mesma quantidade
de movimentos de transferir de base vermelha para base azul,
pois é uma operacao inversa, logo sao necessarios 2MS 1 movi-

mentos. Totalizando MS = 3MS | + 1, cuja solugdo recursiva



estd no Proposicao 2.29 para a =3,b=1¢e ¢ =0, entao

3" -1
C
M=

Agora, faremos a prova do Teorema 5.29.

5.29

Sejam n discos dispostos na haste A que moveremos para
haste C. Desejamos mover o maior para a haste C, para isso
retiramos os n — 1 menores que estdo sobre ele e os colocamos
na haste B, usando M,,_; movimentos.

Com um unico movimento, retiramos o maior disco da base
A para alocé-lo na base C, totalizando até agora M,,_1 + 1 mo-
vimentos.

Agora, desejamos colocar o segundo maior disco, disco n—1,
sobre o disco n, para isso precisamos mover a torre que estd em
cima dele para a haste A, ainda ndo podemos transferir o disco
n — 1 para C por causa da cor vermelha que estd para baixo,
entdo este disco precisa ir para a haste A e depois podera ir
para a C. Contudo, observe que a sub-torre que estd em cima
do disco n — 1 se movimentara para a haste A e depois para a
haste C, como o disco n estd em C e o disco n — 1 estd em B,
e eles ndo se movimentarao enquanto a sub-torre transita, entao
a quantidade de movimentos dela é equivalente a da Torre de
Hanéi Colorida, MS ,. O total de movimentos dessa etapa sdo
MG o+ MS 5 +1+1.

Nesse momento, a configuracdo é os dois maiores discos na

haste C' e a sub-torre com n — 2 discos em B. Resta apenas



transferir os n — 2 discos para C também, como a base da sub-
torre estda vermelha, entdo ela deverd ir para a haste A e depois
para a C, totalizando 2M¢ , movimentos.

Somando todas as etapas, obtivemos

M, = M, +1+2M5 o +2+2M7

= M1 +4MS 5 +3,

Substituindo o valor de MS segue que
3n72 _

Mn:Mn_1+4T+3

=M,_1+2-3"*+1.
Resolvendo essa recursividade, obtemos que
My =58 +23°+3"+3%+---+3"%) + (n—1)
3=t —1
—_ -1
=3"14n—1.

=142

5.6 Torre de Handi Cadtica

A Torre de Hanéi Cadtica é comumente conhecida por The
Bottleneck Tower of Hanoi, e se encontra descrita no livro [15].
Ela foi criada por Wood em 1981 [37], mas somente 10 anos
depois que Poole a nomeou e resolveu o problema da quanti-
dade minima de movimentos no artigo [31]. A palavra "bottle-
neck'"significa gargalo, e a torre recebeu esse nome pois a quan-
tidade minima de movimentos necessarios para resolvé-la é bem

menor que a do caso classico. Vamos conhecé-la.
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A B C

Figura 5.13: Torre de Handi Cadtica com 7 discos

Considere a torre com 3 hastes ou pinos, iremos desconstruir
as regras de movimento e criar novas. Agora, um disco maior
podera ficar sobre um menor, contudo que satisfaga uma condi-
¢do. Numeraremos os discos de modo crescente de 1 a n. Seja
t € N fixado que serd denominado de discrepancia do jogo. A
nova regra sera o disco d podera ser movido para a haste X, por
exemplo, se d — d’ < t, para todo d’ pertencente a haste X.

Para o caso t = 1, temos a situacao classica pois d —d' < 1,
implica em d < d’, o didmetro do disco d é menor ou igual ao
didmetro do disco d’. Essa é exatamente a regra cldssica!

Para ¢ = 2, se tivermos 2 discos, a solucdo classica é valida.
Mas para 3 discos temos uma situacao diferente. Movemos o
disco 1 para B, depois o disco 2 para B também, isso é possivel
pois 2—1 < 2. Logo a seguir, movemos o disco 3 para C, seguindo
movemos o 2 para C' e o 1 para C' também. Totalizando 5
movimentos, o que é diferente dos 22 — 1 = 7 movimentos do
caso classico. Na verdade, para qualquer ¢ > 2 serd necessario
apenas 5 movimentos para 3 discos.



(=)bH+]

A pergunta é: qual a quantidade minima de movimentos para
transportar n discos dispostos conforme essa regra de uma torre
a outra?

Vamos apresentar a solu¢ao de Poole. Semelhante ao modo
classico, mova os n — 1 menores discos da haste A para B, trans-
fira 0 maior disco de A para C, para terminar realoque os discos
de B em C. Faremos isso usando a discrepancia ao maximo que
pudermos, e assim, diminuiremos a quantidade de movimentos!

Tome os n — 1 menores discos e os divida em sub-torres com
t discos cada, com excecao talvez da primeira delas, que estara
no topo, a qual pode ter menos que t discos. Observe que, de
acordo com a regra de discrepancia, os discos das sub-torres
podem ser realocados na ordem inversa, isto é, do menor para
o maior. Suponha que sobre r discos para a menor das sub-
torres, 1 < r < t, chame cada sub-torre de B;, com essa divisdo
obtivemos NN sub-torres, entdao N — 1 delas terdo ¢ discos e a

menor com 7 discos, logo,

n—1=(N-1t+r
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Segundo as regras do jogo, o bloco B; nao pode ficar sobre
o bloco Bj, se i > j. Analisando cada bloco como se fosse um
unico disco e mais o disco maior, temos N + 1 discos e a solucao
classica seria a perfeita. No Teorema 3.4, o ntimero de vezes que
um disco k se move da solucdo do caso cldssico é 2NH1=% Cada
bloco Bj, é movido um ntimero par de vezes: 2Nt1=F Assim,
se o0 bloco tem ¢ discos, e em cada movimento do bloco k& todos
os seus discos sdo movidos uma tnica vez, entdo t.2VT1F & o
nimero de movimentos dos discos do bloco.

Desse modo, a quantidade minima de movimentos total sera:

pe2.2N" 2. 9N=2 g9 9N g0 o(NEN) g
=r2N o2V 4 420 +1
=r2V 22V 1) +1
=(r+t)2"¥ -2t +1.

Por exemplo, para discrepancia t = 3 e 4 discos, entdo

n—1=3=(N-1)-3+r—=r=0e N=2.

5.31. TEOREMA. POOLE

Seja uma torre com n discos distintos dispostos em ordem

decrescente na haste A. O nimero minimo de movimentos para
que os aloquemos na haste C' obedecendo as regras cadticas e
discrepancia t é

(r+t)2N —2t 41, (5.18)

em que N e r satisfazem

n—1=(N—-1)t+r e 0<r<t.




A demonstragdo do Teorema 5.31, apresentada por Poole,
nao estd totalmente correta, uma vez que ele ndo considerou
0s casos possiveis de configuracdo da torre antes do ultimo e
unico movimento do disco n. O algoritmo proposto por Poole
é: os n — 1 menores discos saem da haste A, o maior disco serd
movido para C, os demais discos estariam distribuidos na haste
B. Contudo, a discrepancia ¢ permite que os discos n — t +
1,...,n— 1 estejam arbitrariamente dispostos nas hastes A ou B.

Por exemplo, para n = 7 discos, apresentamos uma solugao
distinta da proposta por Poole, mas também vélida, feita por
Dinitz e Solomon em [10]:

-
7

A B C
(=Je(+)

Quinze anos depois, Xiaomin Chen, Tian e Wang [7] e Dinitz
e Solomon [10], em trabalhos independentes, provaram que a
demonstracdo de Poole estava incompleta. Ambos os trabalhos
trouxeram provas concisas e corretas, mas nao triviais; por isso,

as omitiremos aqui.

Para n = 2 discos e t = 2, vimos que sdo necessarios 3
movimentos. Vamos aplicar (5.18), precisamos do valor de N e
de r:

n—1=2-1=1=(N-1)-2+r,



logo N =1er = 1. Assim, a quantidade minima de movimentos

é
(1+2)2'-2-24+1=3.

Para n = 3 discos e t =

2, vimos que sdo necessarios 5
movimentos. Obteremos de (5.18) também. O valor de N e r :

n-1=3-1=2=(N-1)-2+r,

logo N =2 er = 0. Assim, a quantidade minima de movimentos

3

(S}
(04+2)22-2.24+1=5.

Agora, vamos comparar com a torre classica para n = 4
Sabemos que precisamos de 2% — 1 = 15 movimentos no caso

cléssico, vejamos para o caso cadtico.

Para t = 2, temos

n—1=4—-1=3=(N—-1)-2+r,

logo N =2 er = 1. Assim, por (5.18) a quantidade minima de

movimentos ¢é
(1+2)22-2.24+1=09.
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5.7 Torre de Antuérpia

A torre de Antuérpia foi criada em 1981 por Wood, prova-
velmente em uma de suas passagens pela cidade belga, dona de
um dos maiores portos do mundo. Em [36], Wood explicita o
jogo. Com trés hastes e discos coloridos dispostos nelas, cada
haste contém n discos de uma tnica cor, mas com tamanhos
diferentes, dispostos do menor para o maior. O total sdo 3n
discos, formando trés torres semelhantes, com excecao das cores

distintas.

O objetivo do jogo é transferir as torres para hastes distintas
das originais, seguindo as regras de disco maior nao pode ficar
sobre um menor. Em 1991, Minsker resolveu o problema e o
publicou em [25].

A

B C

Figura 5.14: Torre de Antuérpia com 24 discos
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Vejamos a solucao paran =1:

S

S&0 necessarios pelo menos 5 movimentos. H4 outra possibi-
lidade:

S

Desse modo, concluimos que a solugao nao é tnica.
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Agora, veremos uma solugdo para n = 2:

SO - T

A B C

S

Nessa animagao, usamos 22 movimentos para concluir o jogo.
Agora, vejamos o resultado de Minsker [25]:

5.35. TEOREMA. TORRE DE ANTUERPIA

Sejam 3n, n > 2, discos dispostos em trés hastes conforme a

configuracdo da Torre de Antuérpia, entdo o niimero minimo de
movimentos para transferir as torres de hastes serd

3.2"2 _8p — 10.

Conforme a animacao anterior, para 2 discos em cada haste,
temos n = 2, segundo Minsker, sdo necessarios

3.22t2 _8.9_10=22

movimentos no minimo.
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Para n = 3, isto equivale a 9 discos no total, 3 em cada haste,

Sa0 necessarios

3.23%2 _8.3-10=62

movimentos.

5.7.1 Pequena torre de Antuérpia

A Pequena Torre de Antuérpia, uma variante da Torre de
Antuérpia, é composta apenas por duas torres, semelhantes em
seus tamanhos mas com cores distintas, dispostas nas hastes A e
B, o objetivo é troca-las de hastes. Para n = 1, sdo necessarios
trés movimentos para concluir o jogo.

A B C

Figura 5.15: Pequena Torre de Antuérpia com 24 discos

Minsker, em [26] provou o seguinte teorema:

PEQUENA TORRE DE ANTUERPIA
Sejam duas torres idénticas nos tamanhos dos discos, mas de

cores distintas, dispostas nas hastes A e C', o nimero minimo de

movimentos necessarios para mové-las para hastes distintas das
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originais obedecendo as regras cléssicas é

1
5(7-2”'H —9n —11+4n), se n impar,

1
§(7 22"t _9p —11), se n par.
A quantidade de modos de resolver esse problema é

ol=],

Para a Pequena Torre de Antuérpia com n = 1, sdo neces-
sarios quantos movimentos? Quantas solugoes distintas para o
jogo existem?

Pelo Teorema 5.38, sdo necessarios
1 1
§(7'21+1—9‘1—11+1) =5(8-19)=3

movimentos. Existem 2! solucoes.

Para n = 2, sdo necessarios quantos movimentos? Quantas

solucdes distintas para o jogo existem?
Pelo Teorema 5.38, sdo necessarios

1 1
§(7-22+1—9-2—11):5(56—28):9

movimentos. Existem 2! solucoes.



Vejamos essa solucdo para n = 2:

SO

A B C
(=]

Exercicios do Capitulo 5

5.1. Seja uma torre com 4 pinos e 3 discos empilhados no pino
A. Descreva duas solugoes distintas para o quebra cabecas
usando a Conjectura de Frame-Stewart, Teorema 5.3.

5.2. Seja uma torre com 4 pinos. Segundo Frame-Stewart, no
Teorema 5.3, qual a quantidade minima de movimentos ne-
cessarios para mover 5 discos, empilhados em forma decres-

cente no pino 1, para o pino 47

5.3. Um resultado semelhante ao Teorema 5.18 foi obtido por
A. Brousseau, em [5]. A expressdo do nimero minimo de
movimentos (5.18) é bem semelhante, diferindo apenas na
escrita dos polindmios. Em Brousseau,

(-2 (q ' ’7) .
i=0 g=r

Mostre que os dois resultados sdo idénticos.

o
—

<
~

Il
(]



5.4. De acordo com o algoritmo proposto por Poole para a Torre

Cadtica, descreva a solucio para 5 discos e discrepancia 2.

5.5. Encontre as 3 solugoes possiveis da Torre de Antuérpia com
apenas 1 disco em cada haste.

5.6. Mostre que a Torre de Antuérpia com 2 discos em cada haste
nao possui Unica solucdo. Quantas solugdes vocé estimaria

para 2 discos em cada haste?






CAPITULO 6

A TORRE DE HANOI E O
TRIANGULO DE SIERPINSKI

Este capitulo serd destinado a relatar alguns resultados que
provam a curiosa relacao entre o quebra-cabecas Torre de Hanoi
e o Tridngulo de Sierpinski. Para isso, definiremos o Grafo de Ha-
noéi que é uma estrutura capaz de descrever todos os movimentos
possiveis dos discos da torre com trés pinos. Precisamos também
conhecer um pouco a classe de figuras geométricas denominada
de Fractais da qual pertence o Tridngulo de Sierpinski.

6.1 Fractais

o

(<> [=)oe(+]
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Montanhas sdo denteadas e irregulares. Nuvens sao
fofas, com saliéncias e tufos. Arvores se ramificam re-
petidamente a partir do tronco, passando pelos galhos
até os rebentos nas pontas. Samambaias tém frondes
que parecem uma porcao de frondes menores amarra-
das em pares opostos. Ao microscépio, a fuligem é um
monte de pequenas particulas aglomeradas, com lacu-
nas e vazios. Todas elas estdo a grande distancia da
lisa rotundidade da esfera. A natureza detesta a linha
reta e nao morre de amores por outras coisas vindas de

Euclides e dos textos sobre calculos. (Stewart, [34]).

Stewart descreve um pouco a beleza da natureza e nos aponta
para a dificuldade em usar a geometria euclidiana para descrevé-
la. Se procurarmos exatidao em nossos cdlculos, precisariamos
de outra forma de medir distancias, areas e volumes. Por exem-

plo, veja a beleza desse floco de neve irregular e fragmentado:

Figura 6.1: imagem de wired.com Floco de Neve

Se olharmos mais atentamente, percebemos que sua estru-

tura se repete em escalas.
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(=Jer(+)

Figuras com essa propriedade aparecem com frequéncia na

natureza e sdo chamadas de fractais.

6.1. DEFINIGAO.

Fractal é uma figura geométrica limitada ou ndo que possui

padroes que se repetem infinitamente. Ou ainda, um conjunto
cuja forma é irregular ou fragmentada e tém essencialmente a

mesma estrutura em todas as escalas.

A segunda parte dessa defini¢do foi retirada de [28]. Foi
Mandelbrot, em 1975, quem deu inicio ao estudo desses obje-
tos sistematizando e dando luz a Geometria Fractal. Modelar

com coeréncia e precisdo, trazer a tona o comportamento que é



cadtico e organizado ao mesmo tempo, cdlculo de comprimentos,
areas e volumes, sdo alguns dos objetivos dessa geometria. Outro
termo estudado é a chamada dimensao fractal. Objetos de es-
tudo da geometria euclidiana possuem no maximo 3 dimensdes:
altura, comprimento e largura. Ja os fractais ndo se encaixam
nesses padroes! A dimensdo de um fractal é definido como um
numero relacionado com a “densidade” do mesmo, ou seja, com
a ocupacao da figura dentro da area total que a contém, ler mais
m [9].

Formalmente, em [3] para obtermos um fractal sdo necessé-
rios um Sistema Iterativo de Funcées, SIF, isto é, um conjunto
finito de funcoes bem definidas no R?, para fractais no plano,

por exemplo:
{S,:R? = R*n=1,2,..,N} (6.1)

e um subconjunto Vy C R?, fechado e limitado, onde o SIF atu-
ard. Dessa forma, defina os conjuntos

Vi =Vi(Vp) = US (Vo),
V2:V10V1, isto é,

Vo = Va(Vo) = Vi(V1(Vp)) U 95(
7,=1

e assim sucessivamente até

Vo=VioVio...oV;.

n vezes

O SIF aplicado recursivamente em um conjunto Vg gera um frac-
tal F, obtido de

lim V, (Vo) = F.

n—oo



Toda a fundamentacgao tedrica que justifica a convergéncia dessa
algoritmo estd em [3]. Observe que

Vi(F) = Vi (lim V(1))
= lim Vi (Va(Vh))
= lim Vai1(Vp)
= F.

Logo, Vi(F) = F e o fractal é chamado de ponto fixo de V;.
Podemos reescrever também

Vi(F) = U Si(F) = F. (6.2)

Seja Vp o conjunto dos vértices de um quadrado de lado me-
dindo 1, isto é,

Vo = {(Oa 0)7 (07 1)7 (17 0)7 (17 1)}

Definiremos um conjunto SIF que agira sobre V{;, com uma tinica
fungao:

Sli‘/()—>R2,

para P, Py € Vg :

PP
Si(P, Py) = L2



6.1.1 Curva ou triangulo de Sierpinski

Um dos mais famosos fractais é o Triangulo de Sierpinski que
é gerado pela Curva de Sierpinski, ambos propostos em 1916 pelo
matematico Waclaw Sierpinski. Iremos construir a curva.

Considere um tridngulo equilitero ABC, de base BC, tome
os pontos médios dos lados AB e AC, e os una por um segmento

como na figura:

A

B C

Figura 6.2: Tridngulo Equildtero

O primeiro passo para a construcao da curva de Sierpinski é
o poligonal BDEC.

D 1D

B C

Figura 6.3: Passo 1 da Construcao da Curva de Sierpinski

Para o préximo passo, procederemos de maneira andloga ao
que foi feito no passo anterior aplicado a novos tridngulos me-
nores obtidos de subdivisées do tridngulo original. Tomamos
o ponto médio da base BC, chamamos de F, e tragamos mais
outros triangulos equilateros com metade da medida de lado do

original:
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A A

B C B C
Figura 6.4: Tridngulo Equilatero Dividido

Repetimos o mesmo processo efetuado no Passo 1 nos trian-
gulos ADE de base DE, FDB de base DB, e FCFE de base CFE,
obtemos assim a curva:

4 4

B ¢ B 0

Figura 6.5: Passo 2 da Construcdo da Curva de Sierpinski

Recursivamente, para obter o passo 3, replicaremos o que foi
feito no passo anterior com tridngulos medindo 1/4 da medida
original:
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4 4

B C B C
Figura 6.6: Passo 3 da Construgao

Para obter o passo 4 da construcao, repetimos o passo 3 nos
tridngulos de lado 1/8.

Figura 6.7: Passo 4 da Construgao

Repetindo o processo sucessivamente, observando que a cada
iteracdo a curva percorre o tridngulo equilatero excetuando o seu
centro, nos aproximamos do famoso Tridngulo de Sierpinski:



N NEIRYE EEEE

«
R
AAuAn Au
<48 G
<
<3 3 3
< AAAMAA »y
494 <dgd94
(W@ o E Lo
IR Qe
e
QTG @ g« Y
A« XA R
0 I L5 I B I
g9 e« (@Y G«
W< < CE (@ 2P
PR 3 @@ Ldé 3
<3 NG G g G
g4 Qo9 '« @i 9
< L« X X |
a9 T«a 2PN 2P
R < 2B 2B
<3¢ é 3 < 3
C@Y @« 4 a4
X R W@ R
@9 '« i i
X A< Lo <@ L d
@Y @9 T« P IR
X R B 2B AW@ 2B
9 '« > 949 <
@ & « 9@ & o
§ G R Iy
@9 < g9 4 XA
el 44« a9
Wl (W« “d 2P
€ G« < <
@9 'S > <
X R o o
@Y _«“ 4
{9« R
e« 'S i
Q@ L@ d<@ @
@Y 9«
2 R B 2P
@9 'S <
@ & <

i

insk

ierp

O Triangulo de Si

Figura 6.8



Observe que a estrutura dessa figura é diferente das que es-
tamos acostumados a lidar, por exemplo como medir distancias
entre dois pontos ou qual a area dela? N&o podemos usar a
Geometria Euclidiana para isso, pois precisamos definir o que é
distancia nessa figura. Como dito anteriormente, surge a neces-
sidade da Geometria Fractal, onde poderemos medir distancias
e calcular dreas em fractais.

H4 uma outra construcdo mais simples e comumente usada
para definir o Tridngulo de Sierpinski (TS). Considere uma &rea
restrita por um tridngulo equildtero ABC. O Passo 1 serd elimi-
nar o tridngulo equilatero contido em ABC' e com vértices nos
pontos médios das arestas dele.

O Passo 2 é eliminar 3 tridngulos equilateros contidos nos
tridngulos que sobraram do passo anterior e com vértices nos

pontos médios das arestas deles:

A

B F C
Figura 6.9: Passo 2 da Construcao do TS

Sucedemos assim indefinidamente e obteremos o Tridngulo de
Sierpinski. Observando os vértices dos tridngulos, percebemos
que originalmente tinhamos os vértices A, B e C, no Passo 1
acrescentamos os vértices D, E e F', que sdo os pontos médios
das arestas do triangulo original.



No Passo 2, Figura 6.9, construimos mais 3 vértices em cada
um dos 3 triangulos do passo anterior que contém os vértices A,
B ou C'. Por exemplo, observe o tridngulo que contém o vértice
A, os 3 novos vértices sdo obtidos ao calcular o ponto médio dos

segmentos com extremos em A e nos vértices do passo anterior.

6.1.2 Construgao discreta do tridngulo de Sierpinski

Como construir o Tridngulo de Sierpinski usando a formali-
zacdo das funcoes?

Suponha que o tridngulo original que sera usado para cons-
truir TS tenha lados medindo 1 unidade, iremos definir recursi-
vamente fungdes que gerem os pontos de TS, isto é, o Sistema
Iterativo de Fungdes (SIF) definido em (6.1). Seu dominio sera
Vo = {(0,0),(1/2,4/3/2),(1,0)}, para facilitar a escrita chama-
remos Vp = {p1,p2, p3}. Vamos definir 3 fung¢des que serao apli-
cadas nesses pontos, nos novos pontos que serdao obtidos de suas

imagens e assim sucessivamente:

T+ p;
2

O Tridngulo de Sierpinski (TS) é o fractal gerado pela uniao

Si(x) = , para i=1,2,3.

das imagens dessas fungoes aplicadas recursivamente e infindas
vezes, como em (6.2), isto é usualmente denotado por

TS = G Si(TS). (6.3)
=1

Vamos agora construir uma sequéncia crescente de conjuntos
formados pelos vértices obtidos em cada iteragdao. Essa sequéncia

converge para T'S. Seja

‘/0 - {pl;pQ)p?)}u



Vi = 51(Vo) U S2(Vo) U S3(Vo),

ou seja, V7 é o conjunto dos pontos médios dos segmentos com

extremos em V{; mais os elementos de V. Desse mesmo modo,
Vo = 811 U S12 U S13 U S21 U S22 U Sa3 U S31 U S32 U S33
onde S;;(Vo) = Si(S;(Vo)) parai,j = 1,2, 3. De modo mais geral,

onde w = 41i2...in, Sy = Sj; © Sjy 0+ 0.8;,, com i; € {1,2,3}
para todo j. Denominamos a unido de todos os V/s de

Vi= Vo= lim V;, (6.5)
n>0

O que é importante destacar aqui é que o fecho de Vi é TS, isto
quer dizer que toda sequéncia de pontos de V. converge para
um ponto de T'S e, consequentemente, V, € T'S. Ler mais sobre
fecho em [21] e sobre essa construcao do Tridngulo em [17] ou [3].

6.2 Grafos

6.2.1 O problema das pontes de Konigsberg

O primeiro problema a fundamentar a ideia de grafos foi pro-
posto por Leonhard Euler (1707-1783) e chama-se O Problema
das Pontes de Konigsberg.

Konigsberg é uma cidade Russa e atualmente é conhecida
por Kaliningrado. Nela existe um conjunto de sete pontes que
cruzam o rio Pregel. Essas pontes conectavam duas ilhas entre
si e as ilhas com as margens, como na Figura 6.11.
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Figura 6.10: Koénigsberg

Figura 6.11: 7 Pontes

Por muito tempo os habitantes daquela cidade perguntavam
se era possivel cruzar a pé as sete pontes numa caminhada con-
tinua sem passar duas vezes por qualquer uma delas e retornar
ao ponto de partida.
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Euler solucionou o problema em 1736 usando diagramas para
representa-lo. Aos locais de terra firme, que sdo as ilhas e as
margens, ele associou a pontos que chamamos de vértices, e cada
ponte representou por uma linha que denominamos de aresta.
Assim, I e I sdo as ilhas, M7 e Ms representam as margens ou
terra firme, as linhas que os ligam sao as pontes:

M

11 IQ

M,

Figura 6.12: Diagrama de Euler

Essa figura é chamada de grafo e representa a situacdo em
questdo. O problema das pontes na nomenclatura de grafos é:
saindo de um vértice qualquer deve-se passar por todas as arestas
uma Unica vez e retornar ao ponto de partida. Infelizmente o
grafo da Figura 6.12 ndo tem solugdo. Vejamos a defini¢ao formal
de grafo e a prova de que ndo ha solugdo para o problema.

6.3. DEFINIGAO.

Um grafo G = (V, E) é composto por dois conjuntos finitos e
nao-vazios V e E cujos elementos sdo chamados vértices e ares-
tas, respectivamente. Esses elementos se relacionam por meio de
uma funcdo que é chamada de Incidéncia. Essa fungdo associa a

cada aresta um par de vértices ndo necessariamente distintos.
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Para o problema das pontes, temos os vértices V = {1y, I,
M, M} onde:

e J; éilhal
o [5 éilha 2
e M; é margem 1
e My é margem 2.

Para as arestas F = {{I1, Lo}, {[1, M1}, {1, Ma}, {Ms, 1},
{M1711}) {M17]2}7 {MQ,IQ}}, onde:

e {I;,I5} é a ponte 1

{I1, M1} é a ponte 2

{Ii, My} é a ponte 3

{Mas, 1} é a ponte 4

{My,1,} é a ponte 5

{Mi, I} é a ponte 6

{My, I5} é a ponte 7.

Euler percebeu que esse problema nido tem solugao, pois a
quantidade de arestas conectadas a cada vértice deve ser par.
Suponha que iniciamos o caminho por um vértice P que possui
um numero impar de arestas conectadas diretamente a ele. Uma
vez que saimos de P por uma aresta e devemos retornar por
outra aresta distinta que ndo passamos ainda. Dai se o ntimero
de arestas for n impar, n — 1 serda par e vocé pode visitar o
vértice inicial "Tfl vezes usando a quantidade n — 1 de arestas.

Ao findar essas visitas, vocé estard em P e precisa passar pela



ultima aresta que sobrou, mas nao terd como retornar ao vértice

P pois todas as arestas ja foram usadas. Entao nao tem solucao.

Agora, se o vértice P que possui n arestas, n {fmpar, ndo é o
vértice inicial, em algum momento ele serd visitado ”T_l vezes,
restando uma tultima aresta a ser visitada. Quando cruzarmos
essa ultima aresta e adentrar no vértice P, ndo poderemos sair

mais pois todos os vértices ja foram percorridos.

No grafo em questao percebemos que cada vértice esta co-

nectado a 3 ou 5 arestas, portanto nao tem solugao.

Define-se por Grafo de Euler todos os grafos onde existem
solugOes para o problema das pontes, isto é, é possivel percorrer
todo o grafo e voltar a posicao inicial passando por todas as
arestas uma unica vez. Logo, o grafo da Figura 6.12 ndo é um
Grafo de Euler.

6.2.2 O grafo da torre de Handi

Vamos construir um grafo que represente os movimentos pos-
siveis do quebra-cabecas da Torre de Handi.

Inicialmente, suponha que temos apenas um tnico disco e as
hastes A, B e C. Para facilitar a escrita, consideraremos a haste
A como o numero 1, a haste B serd o 2 e a C sera o niimero 3.

Cada vértice do grafo indicard a posi¢do desse tnico disco,
desse modo teremos os vértices 1, 2 e 3, para o caso do disco
estar na haste A, B ou C, respectivamente.

As arestas do nosso grafo serao as indica¢ées de movimento
de disco, por exemplo, se o disco estava em 1 e se moveu para
2, ou estava em 2 e se moveu para 1, entao representaremos por
uma aresta que sai de 1 e vai para 2, a notacdo para essa aresta
sera {1,2}.



Figura 6.13: Grafo da Torre de 1 disco

Se a Torre possuir 2 discos, os vértices indicarao a posi¢ao dos
discos na torre, sempre respeitando as regras do quebra-cabeca.
Usaremos um par ordenado onde a primeira coordenada repre-
sentard a haste em que se encontra o menor disco e a segunda
o maior. Por exemplo, 11 indica que ambos os discos estdo na
haste 1. Ja o vértice 23 representa a distribuicdo de discos com
o menor disco na haste 2 e o maior na haste 3. Teremos as 9
possibilidades: 11, 12, 13, 22, 21, 23, 31, 32, 33. As arestas indi-
cardo um movimento permitido no jogo, assim, se a configuragao
inicial é 11 e movermos o menor para a haste 2, entdo represen-
taremos esse movimento com uma aresta ligando os vértices 11
e 21, denotada por {11,21}.

Figura 6.14: Grafo da Torre de 2 discos



Para torre com 3 discos, usaremos uma terna onde a primeira
coordenada representard a haste em que se encontra o menor
disco, a segunda o disco médio, e a terceira o maior deles. Por
exemplo, 112 indica que o menor e o médio estdo na haste 1, e o
maior na haste 2. Ja o vértice 231 representa o menor na haste
2, o médio na haste 3 e o maior na haste 1. No total serdao 27
possibilidades: 111, 112, 113, 121, 122, 123, 131, 132, 133, 211,
212, 213, 221, 222, 223, 231, 232, 233, 311, 312, 313, 321, 322,
323, 331, 332, 333.

3 : 11:
O—O—O

Figura 6.15: Grafo da Torre de 3 discos



Para o caso de n discos, teremos que os vértices do grafo
serao n—uplas que indicarao as posigoes dos discos nas hastes,
seguindo a ordem onde o menor disco sera representado pela pri-
meira coordenada, o segundo menor sera a segunda coordenada,
e assim sucessivamente até o maior disco que sera representado

pela ultima coordenada.

6.2.3 Sequéncia de grafos com vértices em TS

Nesta subsecdo, vamos construir uma sequéncia de grafos
{I'n} que tém seus vértices em TS e serd usada no resultado
principal da Subsegao 6.3.2, que se encontra em [1].

Os vértices dos grafos serdo os elementos dos conjuntos V,,
(6.4) da construgao do T'S na Subsecao 6.1.2, relembrando-os

Vn = Usw(‘/b)a

onde w = iyig...0pn, Sy = 53, 0Sj, 0---08;,, com i; € {1,2,3}
para todo j. As fungoes

T+ p;
2

As arestas dos grafos sao {x,y} e x, y sdo vértices, tais que z,y €

Sz(:(}) =

, para ¢ =1,2,3.

Sw(Vp) para algum w. Definimos, para n = 0,

Vo= {p17p27p3} = {(070)’ (1/2a \/§/2)’ (170)}a

que sdao os vértices do tridngulo equilatero de lado 1, entdo o

grafo [y serd

Figura 6.16: Grafo I'g



Paran =1, V1 =JSy(Vh), onde w € {1,2,3}. Entao

Vi =51(Vo) | JS2Vo) | Ss(Vo),

onde

{(0,0), (1/4,V3/4),(1/2,0)},
{(1/4,7/3/4),(1/2,v/3/2), (3/4,v/3/4)},
{(1/2,0),(3/4,v3/4),(1,0)}.

AN

Figura 6.17: Grafo I'y

51(Vo)
52(Vo)
53(Vo)

Seu grafo sera

Para n = 2, Vo = U Sw(Vp), onde w € {11,12,13,21, 22,23,
w
31,32,33}. Assim, por exemplo

S11(Vo) = S1(51(Vo)) = {(0,0), (1/8,V3/8),(1/8,0)},
S12(Vo) = S1(52(W)) = {(1/8 V'3/8),(1/4,V3/4), (3/8,v/3/8)}.

Repetindo o raciocinio para as outras S;;, temos o grafo:

Figura 6.18: Grafo I'y



E assim sucessivamente obtemos uma sequéncia de grafos que
converge para T'S.

6.3 O triangulo de Sierpinski e a torre de
Hanéi

Na secao anterior vimos como explorar o jogo a partir de
grafos. Nessa se¢do mostramos, de uma forma mais detalhada,
a solucao do jogo (ndo de forma perfeita) através de um fractal,
especificamente o tridngulo de Sierpinski. Para essa variacao do
quebra-cabeca, vamos adicionar mais uma regra: qualquer disco
nao pode mover do pino inicial para o final ou do pino final para
o inicial, ou seja, qualquer disco deve primeiro passar pelo pino

intermediario.

Fis um exemplo com 1 disco.

1
O A B c

(=Jer(+)



Exemplo com 2 discos:

O A B c
(<< D)) (b ()

Exemplo com 3 discos:

(=) (+)

Cada vértice do tridngulo representa o resultado final das
jogadas de cada disco. O primeiro vértice mais a esquerda re-
presenta o inicio do jogo, o vértice mais a direita representa o

ultimo movimento.



Essa variagao da Torre de Handi cléssica tem como recorrén-
cia Tp41 = 3z, + 2 (mostre!). Fica ao leitor descobrir a férmula
fechada do nimero de jogadas em funcdo da quantidade de n de
discos.

6.3.1 Distancia média ou esperada entre pontos

A ideia de valor médio ou esperado de certo evento aleatério
surgiu com o objetivo de avaliar ganhos em jogos com apostas de
dinheiro. O primeiro problema foi proposto por volta do ano de
1500 pelo Frei Luca Pacioli em “Summa Arithmetica, Geometria
e Proportion et Proportionalita”, que era o seguinte. (ler mais
em [35])

Dois jogadores A e B estdo em uma disputa em um jogo
chamado Jogo da Balla (jogo de bola medieval) que oferece um
prémio P em dinheiro. Imagine que ambos tém a mesma chance
de vencer uma partida e ganhard o jogo aquele que vencer 6
partidas primeiro. Em dado momento, o jogador A ja venceu 5
partidas e o outro apenas 3. E preciso interromper o jogo, como

dividir o prémio entre eles de forma mais justa?

Varios matemdticos tentaram resolver sem sucesso. Pacioli
propos 5/8 do prémio para A e 3/8 para B, mas muitos acredi-
taram que essa divisao estava errada, Tartaglia foi um dos quais,
inclusive disse que nao havia divisdo satisfatoria. Seria esse um
problema sem solucao?

Cem anos depois, um problema semelhante foi proposto a
Blaise Pascal que passou a trocar cartas com Pierre de Fermat,
dando inicio ao desenvolvimento da Teoria das Probabilidades.
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Podemos assim ver qual seria a solucao correta para o problema
proposto no Exemplo 6.4.

Precisamos calcular a probabilidade de cada um dos jogado-
res ganhar o jogo. Para que A vencga, basta que acerte a préxima
partida, serd que é 1/27 Veremos que ndao, a probabilidade de A
ganhar é maior ainda. Calculemos a probabilidade de B ganhar,
dai a probabilidade de A ganhar sera obtida ao subtrair de 1.

Para que B venca é preciso que ele ganhe 3 partidas conse-
cutivas, o nimero de possibilidades para 3 partidas consecutivas
¢ 8, dentre essas apenas 1 é favoravel a B, entdo a probabili-
dade de B vencer é 1/8. Entao a probabilidade de A vencer serd
1-1/8=17/8.

Como a probabilidade de A ganhar é 7/8, é justo que receba
7/8 do prémio!! J& B devera ficar com 1/8 do prémio. O valor
esperado ou a média do prémio de A deve ser 7/8 de P.

6.5. DEFINIGAO.

Intuitivamente, esperancga ou valor esperado de certo evento

aleatério é calculado quando somamos todos os valores possiveis
que tal evento pode assumir multiplicados por suas respectivas
probabilidades. Essa soma pode se tornar um limite infinito de
somas, caso o evento assuma valores que nao podemos enumerar.

A defini¢ao formal e mais exemplos podem ser lidos em [24].
Voltando para o nosso problema de determinar a distancia
média ou esperada entre dois pontos pertencentes ao Tridngulo
de Sierpinski (TS), precisamos definir a probabilidade nele, uma
vez que TS é um fractal e a geometria euclidiana nao funciona

bem aqui.



Seja o triangulo equilatero de lado 1, denominamos T, usado
inicialmente para a construcdo do TS, e os tridngulos menores
contidos nele obtidos no seu processo de construgao, no primeiro
passo obtemos os 3 tridngulos: Tp, 71 e T». No segundo passo,
obtemos 9 tridngulos que denominaremos de Tyg, Tp1,Tp2 para
os que sao obtidos de Ty; Tig, 111,112 para os que sao obtidos
de T1; e Ty, 151,150 para os que sdo obtidos de Th; e assim

sucessivamente.

19 passo 2° passo A
= SR Vo
' /)
Ty Ty

Figura 6.19: Passos 1 e 2 da construgao de TS

Para a construgao dessa probabilidade, que chamaremos de
P, é necessario que associemos esses tridngulos a ntimeros reais
entre 0 e 1. Como os 3 primeiros tridngulos contém os demais,

para ser probabilidade é preciso que:
P(TSNT) =1,
entao
P(TSNT)=P(TSNTy) +P(TSNT)+P(TSNT) =1.

Como assumimos a similaridade no fractal TS, entao as 3 par-

celas devem possuir o mesmo valor, logo

1
P(TSNTy) = P(TSNTy) = P(TSNTy) = 3.
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Para os tridngulos do segundo passo da construgdo de TS,
temos que

P(TS N Too) = P(TSNTy1) = - = P(TS N Toy) = %

Assim, a probabilidade de TS interse¢do com um dos tridn-
gulos do passo n na construcao de TS sera 3%

No artigo “The average distance on the Sierpinski gasket”,
Hinz e Schief provam que o comprimento médio do menor ca-
minho ligando dois pontos escolhidos de maneira independente
e aleatéria no Tridngulo de Sierpinski é %. Uma justificativa
simpldria e errénea chegamos no valor %, que é 1% maior que
o valor verdadeiro! Muito curioso! Faremos essa pois apesar de
ser errada, nos da ideia do que fazer para obter a correta. Co-
mecamos calculando o valor esperado da distancia de um ponto
de TS a origem.

6.6. PROPOSIGAO.

Seja v o valor médio da distdncia de um ponto qualquer P
de TS até a origem B = (0,0). Entdo v = 2.

Observe que P pode estar em Ty, 17 ou T5.

Figura 6.20: Passo 1 da construgdo de TS
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Para simplificar a escrita da justificativa, denotaremos por
dm (P, Q) a distdncia média entre P e () pontos de algum T;,
1=0,1,2. Se P estd em T3, entdo temos que

dm (P, B) = d(P, F) + d,(F, B).
De modo semelhante ocorre para P em T,
dm (P, B) = dp (P, D) + dn(D, B).
Pela similaridade de T'S, garantimos que
dm(P,D) =dp (P, F) =dn,(P,B)

e que
(D, B) = dp(F, B) = 1/2.

Como a probabilidade de P pertencer a Ty a Th ou Ty é 1/3,
entao

1 1 1 1 1
— —d(P.B)+ = (d(P.D)+ =) + = (dyn(P.F) + =
1= 3dn(P.B)+ 5 (dn(PD) 4 5) + 5 (PP +3)

usando a similaridade de TS, temos

= %dm(P, B) + % <dm(P, B) + ;) +1 (dm(P’ B)+ 1>

2

Note que Ty é similar a T, mas com dimensGes com metade

o valor de T, entao é natural que d,,(P, B) = % Logo,



Retornando ao problema do valor médio da distancia entre

dois pontos de TS, vamos entender de onde vem o valor sugerido

8

15, € onde esta o erro

por alguns importantes matematicos: § =
no calculo desse valor.

Sejam P; e P> dois pontos quaisquer de TS escolhidos alea-
toriamente, a probabilidade desses dois pontos pertencerem ao
mesmo T3, ¢ = 0,1,2, é 1/3. Logo, a probabilidade de estarem
em tridngulos distintos é 2/3.

Suponha que P; e P» estdo em T}, por exemplo. Como T e
Ty sao similares, mas Ty tem dimensoes que valem a metade das
de T, é natural admitir que a distancia média entre P, e Py é %.

Agora, se Py estd em T e P, em T, por exemplo, uma curva
de TS que os ligasse deveria passar por F. Assim, a distancia
média entre eles seria a distancia média de P; até E mais a dis-
tancia de P, até E. Pela similaridade de TS, a distancia média
de P, até I/ é igual a distancia média de P} até B, tomando o
ponto P} em Tj o ponto equivalente ao P;. Assim, como pro-
vamos na proposicao anterior, a distancia média entre P; e P
para essa situagdo seria 2 vezes a distdncia de P até E, que é
igual a 2 vezes a distancia de certo P a B, que por similaridade

novamente é 7, entdo da 23 =y = %
Juntando esses fatos, temos que
16 22 8
s=-2422 52
42 + 33 15

O erro dessa prova estd em admitir que a distdncia entre
P e P>, no caso em que estdo em tridngulos distintos, que é o
comprimento da menor curva de TS que os liga, deve passar pelo
vértice F. Isso é claramente injustificado quando colocamos um

P proximo ao vértice D e um P, ao vértice F.



A prova correta para esse resultado é feita usando os Grafos
de Handéi!! Sim, os grafos de Handi sdo muito semelhantes aos
grafos de Sierpinski da Secao 6.3, e podemos nos aproximar de
TS usando esses grafos.

Vejamos alguns resultados obtidos sobre os grafos de Handi.
Primeiro, [12] mostrou que a distdncia média de um vértice qual-
quer de H, a B =(0,0) é igual a

2

@ -1,

No caso n = 2, vamos calcular o valor esperado ou médio da
distancia de um vértice qualquer de Hs a 33.

Se colocarmos que cada aresta mede 1 unidade, entdo a dis-
tancia de 11 a 33 serd 3, escrevemos d(11,22) = 3 para facilitar,
o mesmo ocorre com 22 a 33. Cada vértice tem probabilidade
1/9 de ocorrer, entao o valor esperado sera

1
5(d(11,33) +d(21,33) +d(23,33) + d(22,33) + d(12,33)

+d(13,33) + d(31, 33) + d(32, 33) + d(33, 33))

1
=B+ 2+ 143424+ 143+3+0)

2
=2=-(22-1).
~(22- 1)

O valor 2" — 1 é a medida do lado do grafo H, que coincide
com o numero minimo de movimentos necessarios para finalizar
0 jogo com n discos. Esse resultado corresponde ao obtido na
Proposigao 6.6 para o TS se transformarmos o grafo H, em um

de lado 1 dividindo por 2" —1. Assim, concluimos que a distancia



Figura 6.21: Grafo da Torre de 2 discos

média até a origem em H, e T'S sdo iguais se considerarmos a

proporcionalidade!

A. M. Hinz e A. Schief (vide [16]) provaram, ao mesmo tempo
e de forma independente que T.-H. Chan (vide [6]), que a dis-

tancia média entre dois pontos nos grafos de Hanéi H,, é %2”.

Esse resultado é usado fortemente na prova de que § = % tam-
bém. A demonstragdo nao é tao simples e nao colocaremos aqui,
mas se encontra em [16] para os mais curiosos. O que quere-
mos destacar é a distancia média entre dois pontos quaisquer
do grafo de Hanéi H, quando o consideramos de didmetro 1,
$ %23:, fazendo n crescer indefinidamente, temos a mesma
distancia média entre dois pontos quaisquer de TS, isto é, %.

6.3.2 Convergéncia em distancia Hausdorff

Para finalizar o capitulo, apresentamos o resultado obtido
em [1] que mostra a convergéncia de uma sequéncia de fractais
denominados por HG,, obtidos dos Grafos de Handi, para o
TS na distdncia de Hausdorff. Aqui omitiremos a prova por ser

longa e requerer conhecimento aprofundado do tema.



Considere S, um grafo semelhante a H,, mas os vértices
terdo uma nomenclatura diferente. Paran =1, 51 = H;. O Sy é
composto por 3 copias de S7, mas na frente dos vértices de cada
uma delas é colocado 1, 2 e 3 respectivamente:

Definimos uma distancia entre os vértices distintos ijjj...j e
que 0 < v < 1/3.

Agora, descreveremos 6 fungdes que sdo chamadas de Atra-
tores de Hanoi por gerarem os vértices do grafo de Handi e
mais outros pontos adicionais. Sao fungbes recursivas que ini-
cialmente sdo aplicadas nos vértices do tridngulo equilatero de
lado 1: (0,0),(1,0),(1/2,1/3/2), e também nos pontos médios
dos lados desse triangulo: (1/2,0), (1/4,v/3/4) e (3/4,/3/4).

G () = > L (6.6)
Gaple) = 5@ —p) +po, 2= (1/2,V3/2)  (67)
Gas(e) = 5 (e = ps) + s, 13 = (1,0), (69
Gaa(e) = Aslale —pi) +p1). 1= (/4V3/2),  (69)
Gas(e) = Aslale —ps) +5). p3=(1/20),  (6.10)

Gas(x) = Ag(alz —pe) +p6), o= (1/4,V3/4),  (6.11)

onde

1
A4:Z

ERRST
—V3



CAPITULO 6. A TORRE DE HANOI E O TRIANGULO DE SIERPINSKI

Ao aplicar essas fungoes infinitas vezes obtemos os vértices
do grafo da Torre de Handi e mais outro conjunto de pontos.

Definiremos um conjunto que expressa essa aplicacio recursiva.

6.8. DEFINIGAO.

Definimos o conjunto nao-vazio, fechado e limitado

6
HGo = Gai(HG,). (6.12)
=1

Em [1] mostra-se que HG, converge para o TS quando «
converge para 0 na Distancia de Haussdorff. Vamos conhecé-la.

Considere no plano um conjunto A nao-vazio, fechado e li-
mitado e um ponto z fora dele. E natural assumirmos que a
distancia entre o ponto x e o conjunto A seja

d(z,A) = min{|lxz —y| : y € A}

A

Figura 6.22: Distancia de um ponto a um conjunto
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§6.3. O TRIANGULO DE SIERPINSKI E A TORRE DE HANOI

E a distancia entre dois conjuntos A, B nao-vazios, fechados
e limitados? Para isso, definiremos a distancia de Haussdorff a
seguir.

6.9. DEFINIGAO.

A distancia ou Métrica de Hausdorff entre os conjuntos A e
B é definida por

d(A, B) = inf{e > 0; tais que A C B, e BC A} (6.13)
onde

Ac={z € R*d(zx,A) < e} e B.={xcR%*d(zx,B)<e}.

Figura 6.23: Distancia entre conjuntos

6.10. EXEMPLO.

Considere o circulo A centrado na origem de raio 1 e B o
circulo centrado em (5,0) e de raio 2. Quanto vale d(A, B)?
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CAPITULO 6. A TORRE DE HANOI E O TRIANGULO DE SIERPINSKI

Observe na Figura 6.24 que A, contém B se, e somente se,
€ > 6. E B, contém A se, e somente se, € > 4. Logo, d(A, B) = 6.

Figura 6.24: Distancia entre circulos

Sejam A um conjunto e B seu fecho, isto é, B é formado por

todos os limites das sequéncias cujos termos estdo em A. Quanto
vale h(A, B)?

A primeira coisa a observar é que A C B, pois se x € A
podemos obter uma sequéncia constante igual a = cujo limite
serd = e deverd pertencer a B, assim, A C B, para todo € > 0.
Agora, mostraremos que B C A, para todo € > 0. Suponha que
exista um €y tal que B nao estd contido em A.,, entdo existe
um y que estd em B e nao estd em A. Mas y deve ser o limite
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§6.3. O TRIANGULO DE SIERPINSKI E A TORRE DE HANOI

de uma sequéncia de A e existe uma vizinhanca dele que nao
contém pontos de A, o que é absurdo!

Assim, A C B.e B C A, para todo € > 0. Fazendo € convergir
para 0, temos que d(A, B) = 0.

O resultado principal de [1] é:

6.12. TEOREMA.

Para 0 < a < 1/3 temos que vale a convergéncia
MTS,HG,) — 0 quando a — 0, (6.14)

e HG,, sao os Atratores de Handi definidos em (6.12).

De nosso interesse, em [1] também hé um resultado que re-

escrevemos aqui e o demonstraremos.

6.13. TEOREMA.

Para 0 < a < 1/3 temos que vale a convergéncia

h(Fy,TS) — 0 quando a — 0, (6.15)

3
Fo = Gai(Fo).
i=1
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A prova é feita usando a desigualdade triangular nas distan-
cias Hausdorff entre os conjuntos F,,, Wy« e Vi de (6.5), onde
Wa,* = UnZO Wa,n €

Woe,n = U Ga,w(Wa,O) com Wa,O = {p17p27p3}-
weq{1,2,3}n

Usamos que
h(Fy,TS) < h(Fo,Wa ) +h(Wax, Vi) + R(Vi,TS). (6.16)

Como h(Fy, Wa) = h(Vi,T'S) = 0, pois o fecho de Wy, é
F, e ofechode Vi, é TS, entao a distdncia Haussdorff entre esses
conjuntos é nula e a desigualdade (6.16) torna-se

W(Fa, TS) < h(Wa, Vi) (6.17)

Mostraremos que h(Wy4, Vi) — 0 quando o — 0, entdo
h(Fu,TS) — 0 quando o — 0.
Relembrando que o conjunto Vi = U,,>o V€ de (6.4)

Vn - USw(%)7

onde w = i14...1n, Sy = Si 055, 0---08;,, 1; € {1,2,3} para
todo j, Si(z) = THEL.

Pela defini¢do de distdncia Haussdorff, temos
d(VmWa,*) = lnf{ﬁ >0: ‘/:k - (Wa,*)s € Wa,* - (‘/*)e}

Fixando 0 < a < 1/3, mostraremos que Vi C (Wy 4)q, equiva-
lentemente V,,, € (Wy «)a para todo m > 0. A prova serd feita

usando inducdo em m.



Para m = 0, temos que Vo = {p1,p2,p3} = Wao, que é
um caso trivial. Para m = 1, os valores de w sao 1,2 ou 3,
dai Vi = S1(Vp) U Sa(Vp) U S3(Vp). Temos que se x € V7, entdo
x = Si(p;), parai,j € {1,2,3}. Se i = j, entdo x = S;(p;) = pi e
x € Wapo C Wau C (Wax)a. Para i # j, tome y = Goi(p;) com
os mesmos ¢ e j de x, de (6.6), (6.7) e (6.8):

lze —yl = 1Si(pj) — Ga,i(pj)]

Dj + Di 1-a
”2 z—[ 5 (pj—pi)—sz}
« (0]
apj - 5]91'

Q
= §\pj - il
< ¢
- 2
pois os p;s estao no tridngulo equilatero Tp, logo a distancia entre
eles é menor que 1. Podemos concluir que Vi € (Wy 4)a-

Agora, por hipétese de indugao assumimos que Vi, € (We 4)a
para algum m > 0. Seja x € V11, se ¢ € Vi, entdo por hipotese
x € (Wau)a- Se © € Vppqq mas ndo pertence a V,,,, entdo como
Vin € 0 m-ésimo passo da construgao de TS, existe x € V,, tal
que x = Si(z) para algum k =1,2,3, e & € (Wq.4)a, logo existe
y € (Wax)a tal que |Z—7| < a. Tome y = G 1 (y) € Wax, entdo

lz—yl = [Sk(Z) = Gar(y)l
1_+1 l—-ao_. 14«
= —XT —_ _ _
B 2Pk B Y B Pk

= |2 —y+ay—op

< le—il+ Sl
= 25U Y 23/ Pk
Lo
-2 2

Q.



Provamos que para todo m > 0 que dado = € V,,, existe

y € Wa . tal que |z —y| < a, isto equivale a dizer que para todo
a e (0,1/3)

Vm - (Wa *)a-

)

Resta mostrar que

Wa,* C (Vm)a

para todo 0 < a < 1/3. Mas a prova é andloga a feita anterior-
mente, desse modo, podemos concluir que

h(F,,TS) — 0.



GABARITOS COMENTADOS

Solugao aos exercicios do Capitulo 1

1.1

1.2

1.3

S; = (1B,2C,1C,3B,1A,2B,1B,4C,1C,2A,1A,3C, 1B,
2C,1C,5B,14,2B,1B,34,1C,2A,14,4B,1B,2C,1C, 3B,
1A,2B,1B).

Uma solucdo é: S = (14,4B,1B,2C,1C,3B,14, 2B, 1B, 6C,
1C,24,1A,3C,1B,2C,1C,4A,14,2B,1B,3A,1C, 24, 1A,
5C,1B,2C,1C,3B,1A,2B,1B,4C,1C, 24,14, 3C, 1B, 2C,
10).

Vamos pensar na quantidade minima de movimentos neces-
sarios para mové-los de haste. Chamemos os discos de 1,
2 e 3, onde 1 é o menor. Para mover 3 para a haste C,
é preciso retirar 1 e 2 da haste A, sem quebrar as regras
estabelecidas, movemos os discos 1 e 2 para B, depois o 3
para C, por ultimo, 1 e 2 para C. Essa é a solugdo com a
menor quantidade de movimento:

S = (1C,2B,1B,3C,14,2C, 1C),

foram 7 movimentos, entdo vemos que os nimeros em ques-
tdo devem ser superiores a 7. Se quisermos realizar 8 mo-
vimentos, basta no final da solugao transferir o 1 para B e
depois para C, totalizando 8 movimentos. Desse modo, fica
claro que podemos realizar quantos movimentos desejarmos,

desde que seja mais que 7.
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Solugao aos exercicios do Capitulo 2

2.1 Julia percebeu que a recursao é x,11 = 2z, + 2, equagao
recursiva ndo-homogénea de ordem 1. Para resolver, vamos
achar primeiro uma solugao qualquer da homogénea associ-
ada: hp41 = 2hy,. Nos exemplos desse capitulo, para hg = 1,
achamos que h,, = 2". A soluc¢ao é do tipo x,, = h, Y, vamos

encontrar yy,.

Yn+1 = Yn + 27
Resolvendo:
y1 = yo+1
1
Y2 = Y1+ B
1
ys = Y2+ 23
1
Yn = Yn-1-+ on—1

Somando os extremos, obtemos que

n—1 _
1 1-27"
D A Ve

Como zg =0 = hoyo = 1 - y,, entdo yo = 0. A solugdo serd

1-27"

— =22
1-1/2

Tp = hpyn = 2"
Resta ver se 10878 = 2"t — 2 isto ¢, existe n tal que
27+l — 108807 Ou ainda, 5440 = 2". Julia viu que 2'2 =
4.096, e que 2'3 = 8192. Logo, nio é possivel que tal ntimero
pertenca a sequéncia em questao.



2.2 Nesse problema, essa é uma equacao recursiva nao homogé-
nea de ordem 1, a solugdo é do tipo x, = h,y,. Primeiro,
encontraremos uma sequéncia h,, solucao de hy, 11 = ontlp,.
e que corresponde a parte homogénea da equacao.

hy = 2%
hy = 2%hy
hy, = 2%h,_,

Multiplicando os membros do lado esquerdo e igualando
com os membros do lado direito, temos que
(14n)n
hy, = 212 npg — 9775 py.
Escolhendo hg = 1, temos que
(14n)n
2

hp =2

Agora, vamos encontrar a segunda parcela da solugdo y,,
que satisfaz

b — "
Yn+1 = Yn 2n+12(1+2n)n Yn 2(n+21)2n :
Resolvendo:
Y1 = Yo
1
Y2 = Y1+ 1
22 1
Y3 = 2t =2t o7
n—1)>2
Yn = Yn—1+ ( )

2(71)2(271—1) ’



Somando os extremos, obtemos que

(k—1)2
yn—yO‘FZW

Vamos determinar o valor de yg9. No problema, nao temos o
valor de xg, desse modo, como hg = 1, temos que yg = xg.

A solucéo geral serd

(nt1)n (k—1)
Tn = fnyn =272 <x0+221c21qn/2>

para todo zg € R. Como queremos duas solugoes, tome

x9g =0 e xg = 1, obtendo:

mivn [ Sn (k—1)2
Tn =22 (Z 2k2(k—1)/2>

k=1

o (15 ),

Solucao aos exercicios do Capitulo 3

3.1 21 minutos e 15 segundos é o mesmo que 21-60+ 15 = 1275
segundos. O aluno realiza 5 jogados/segundo, entao foram

5
realizados = 255 jogadas. Logo,

2" —1=255=2"=256=2"=2%=n=_..
Portanto, o aluno jogou com 8 discos.

3.2 Sejam a e b as quantidades de discos utilizados pelos robos a
e (3, respectivamente. O tempo total do jogo por a é 2¢ — 1,
ja B serd 4(2° — 1), pois este realiza uma jogada a cada 4



3

segundos. Como  finalizou o jogo por uma diferenca de 3
segundos em relacdo ao robd «, entdo podemos escrever a

seguinte equacao:
2% — 1 —4(2°—1)=3. (1)

Como «a é mais rapido, entdo o nimero de discos utilizado
por ele é maior que o de (3, ou seja, a > b. Como a e b sdo
nimeros naturais e a > b, entdo existe um n € N tal que

a = b+ n. Logo, podemos reescrever a equacao (1):

0 142" -1)=3
= 209" 1 -4.2"+4=3
= 2°.(2"—4)=0.

Como 2° > 0, entdo 2" — 4 = 0 e, portanto, n = 2.
3.3 A quantidade total de jogadas é

' -+ 22—+ -D+2* -1+ (2°-1)
= (2+22+22 420425 -5
2 -1
21

=2 )

= bT.
O caso geral,

2=+ 4+ 2P —1)= @+ +2") -k
2k 1
21
= oMl _9_ k.




Solugao aos exercicios do Capitulo 4

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

Usando o teorema 4.4, temos:
(2p — 1) - 2871 = 1000 = 125 - 2°.

Assim, 2p — 1 = 125 e 281 = 23 entdo p = 63 e k = 4.
Portanto, o disco movido na milésima jogada é o disco 4.

'Qkfl

Pelo teorema 4.4, temos (2p — 1) , onde k é o nimero

do disco e p é quantidade de vezes que o disco k foi movido.
Substituindo p = 1 e k = 8 chegaremos na resposta.

Pelo teorema 4.4, temos que p = 2. Assim
(2-2—1) -2kt =3.2k1,
Portanto, os 10 primeiros termos serao

(3,6,12,24, 48,96, 192, 384, 768, 1536).

Para p = 1 temos a primeira jogada que serd
(2-1-1)2%"1 =4,

Para a segunda jogada temos p = 2, entédo
(2-2-1)2%"1 =12,

e assim sucessivamente. Portanto, para 8 jogadas a sequén-
cia é
(4,12,20,28, 36,44, 52, 60).

2k—1

Para que (2-p—1) seja fmpar, 2571 deve ser igual a 1.

Logo k = 1.



5
Solugao aos exercicios do Capitulo 5
5.1 Duas solucgoes distintas sao:

Sy = (1B,2C,1C,3B,4D,3D,1A,2D, 1D)

S, = (1C,2B,1B,3C,4D,3D,1A,2D, 1D).

5.2 Vamos calcular o

. {\/8-5—1—1—1
5— |7~

5 J:@ﬂ:z

Logo,
2.1
b5:22(5—1—2>+1:13.

5.3 Seja q € N qualquer fixado. Mostraremos, por inducao em v,
que os polinémios coincidem para todo v > 1. Para v =1 :

A1) = (-2 (“ 1)
0

q—1

1=

= 5|2+ o)

Usando as propriedades dos niimeros binomiais:

2)- )

e que

temos



1— (=17t

1-(-1)



5

Assim, P,(1) = 1 se ¢ for par, e Py(1) = 0 se for impar.
Concluimos que Py(1) = Pq(l). Suponha, por hipdtese de
inducdo que Py(v) = pq(u), mostraremos que vale a igual-

dade para v + 1.

Por um lado,

Pyv+1) =) (-2




Analisando o outro polinémio:

a4 v+
Py(v+1) =(-1)¢ (—1)"< * )
=0

1

(2

—(-1)1 ) (1)
=0

(2

Py + (1 3 (1 (“* ! j.j B 1)

q
dai,
v+
2P, (v + 1) = Py(v) + ( : q)
e, portanto,
1 1 (v+4gq

Logo, P,(v + 1) = P,(v + 1), e os polindmios sio iguais.



5.4

5.5

5.6

5
Paran =5et =2, temos que 0 < r < 2, entdo r = 0 ou
r=1 Masn—1= (N—1)t+r implicaem 4 = (N —1)2+r,
r deve ser zero, e N = 3. O nimero de movimentos sera
2.23 — 2.2+ 1 =13. A solucio seria

S =(1C,2C,3B,4B,2B,1B,5C,1A,2A,4C,3C,2C, 1C).

Para hastes A, B e C, e discos 1, 2 e 3 distribuidos nessas

hastes, respectivamente, as possiveis solugoes sao
S;1 = (1B,3A,1A4,2C,1B),

Sy = (1C,24,1A4,3B,1C),
S3 = (24,3B,2B,1C,2A).

Com 2 discos, teremos 22 movimentos, chamaremos os dis-
cos da haste A de 1 e 1/, onde 1 é o menor deles. Os da
haste B de 2 e 2/, e os da haste C de 3 e 3'. Assim, duas
solugoes distintas sao:
S1=(24,3A,3'B,3B,2B,1B,1'C,1A,24,3A,3'C, 3C, 2C,
1C,2'A,1B,24,14,34,3'B,3B,1C)

e outra poderia ser

S = (1B,3B,3' A,3A,1A,2A,2'C,2B,1B,3B,3'C,3C, 1C,
2C,1'B,2A,1B,2B,3B,3' A,3A,20).

Reza a lenda que sao 30.
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