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Prefacio

Em topologia, a compacidade ¢ uma propriedade que generaliza a nog¢do de in-
tervalo fechado e limitado de niimeros reais, bastante presente no estudo do Célculo
de uma varidvel. O termo compacto foi introduzido por Maurice Fréchet (1878-
1973) em sua tese de doutorado defendida em 1906, na qual ele unificou diversas
ideias que deram origem a teoria dos espacos métricos. A importancia dessa nova
teoria estd relacionada ao fato de que importantes teoremas cldssicos da Andlise
Real ganharam versdes em um contexto mais geral, resultando em contribui¢des
muito relevantes ao desenvolvimento da Matemadtica. Dentre as extensdes obti-
das, algumas possibilitaram o entendimento de certos fatos, validos para intervalos
fechados e limitados da reta, no ambito dos espacos métricos compactos. Desde
entdo, a ideia de compacidade ganhou um papel de destaque, tendo sido inserida no
escopo geral dos espacos topoldgicos, onde a topologia pode ndo ser proveniente
de uma métrica.

O conceito de compacidade é importante também em outros ramos da Mate-
matica, além da Andlise. Exemplos concretos desta afirmacdo sdo os teoremas de
imersdo compacta, essenciais ao estudo das equagdes a derivadas parciais, e a rela-
¢do existente entre compacidade 16gica e compacidade topoldgica. Alguns enunci-
ados marcantes da geometria também fazem mensao a ideia de compacidade, como
é o caso do resultado que classifica as superficies compactas, conexas e orientaveis
como sendo aquelas que sdo homeomorfas a espera ou a uma soma conexa de to-
ros. No contexto dos grupos de Lie compactos e conexos, mencionamos dois fatos
bem conhecidos. O primeiro garante que se G € um tal grupo de Lie, entdo o seu
recobrimento universal € compacto se, e somente se, o grupo fundamental de G é
finito. O segundo, é o Teorema de Weyl, que assegura que o grupo fundamental de
G é finito se, e somente se, sua dlgebra de Lie é semi-simples. Ressaltamos que
esses dois teoremas da teoria dos grupos de Lie fornecem uma relagdo bastante
forte entre uma propriedade topolégica de G (a finitude do seu grupo fundamental)
e uma propriedade algébrica dos espacos tangentes a G.

Neste livro, apresentaremos alguns resultados sobre compacidade importantes
na Anélise. No Capitulo 1, abordaremos alguns aspectos basicos da topologia dos
espacos métricos, imprescindiveis a compreensao dos capitulos subsequentes. No
Capitulo 2, estudaremos os espacos métricos compactos, bem como particularida-
des desse conceito nos espacos euclidianos R™. Caracterizaremos os subconjuntos
compactos de R™ como sendo os subconjuntos fechados e limitados desse espaco,



2 Prefécio

resultado estabelecido pelo teorema de Heine-Borel. Finalizaremos o capitulo com
um teorema cléssico de Riesz, que afirma que os espagos K" sio essencialmente os
Unicos espacos normados nos quais as bolas fechadas sdo compactas, onde K = R
ou K = C. No Capitulo 3, abordaremos de forma breve as nocdes de convergén-
cia pontual, de convergéncia uniforme e de equicontinuidade, muito importantes
na teoria dos espacos de fun¢des. Encerraremos o Capitulo 3 apresentando o te-
orema de Arzeld-Ascoli, onde sdo caracterizados os subconjuntos compactos do
espaco normado C([0, 1]), e também algumas aplica¢des. No Capitulo 4, levanta-
remos uma breve discussdo sobre topologias fracas, com o objetivo de apresentar
resultados envolvendo conjuntos fracamente compactos. A parte principal desse
capitulo concentra-se na obten¢do dos teoremas de Banach-Alaoglu-Bourbaki e de
Kakutani.

As nota¢des usadas neste texto sdo usuais e ndo devem gerar dificuldades para
o leitor. Mencionamos apenas que A \ B denota a diferen¢a do conjunto A pelo
conjunto B, ou seja, A\ B={z: 2z € Aex ¢ B}, que N denota o conjunto dos
niimeros naturais (incluindo o 0) e que N* = N\ {0}.

Terminamos agradecendo a Rogério Trindade pelo excelente trabalho de digi-
tacao.

Rio de Janeiro, Mar¢o 2016

Cecilia de Souza Fernandez
Luiz Alberto Viana da Silva



Capitulo 1

Nocoes Basicas Sobre Espacos
Meétricos

1.1 Definicao e exemplos

Em uma primeira disciplina de Céalculo, vemos que, no conjunto R dos nime-
ros reais, a distincia entre dois nimeros a e b em R, denotada por d(a, b), é dada
por

d(a,b) = |la —b|.
Por exemplo, d(—2,4) = 6.
t i i >
2 0 4
d(-2,4)

A ideia de “estar préximo” € muito importante em Matemdtica. Se M é um
conjunto ndo vazio e se a,b € M, dizer que “a estd proximo de b” significa dizer
que “a distancia entre a e b € pequena”. A seguir, vamos definir a no¢do de distancia
entre dois elementos de um conjunto nao vazio M qualquer.

Definicao 1.1. Seja M um conjunto ndo vazio. Uma fungcdo d: M x M — R, que
a cada par (a,b) € M x M associa o niimero real d(a,b), é dita uma métrica em
M se, para quaisquer a,b e c € M, sdo vdlidas as seguintes condigdes:



4 CAPITULO 1. NOCOES BASICAS SOBRE ESPACOS METRICOS

Um espago métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto ndo vazio e d é
uma métrica em M. Frequentemente, designamos o espaco métrico (M, d) apenas
por M, deixando a métrica subentendida.

A seguir, apresentaremos alguns exemplos de espagos métricos.
Exemplo 1.1. (R, d) é um espaco métrico, onde
d(a,b) =la—bl; a,beR.

De fato, as condic¢des (d1)—(d4) resultam imediatamente das propriedades do valor
absoluto de ndmeros reais. A métrica d é chamada de métrica usual em R.

Exemplo 1.2. Seja M um conjunto nio vazio. A fungdo d: M x M — R, dada

por
1 b;

d(a,b) = se a # b;

0sea=b,

onde (a,b) € M x M, é uma métrica em M. De fato, as condi¢des (d1), (d2) e
(d3) sao facilmente verificadas. Para verificar (d4), tomemos a,be ¢ € M. Vamos
considerar os seguintes casos:

Casol: az#beb#c
Como d(a,b) = d(c,b) e d(c,b) < d(a,c) + d(c,b), segue que d(a,b) <
d(a,c)+d(c,b).

Caso2: a=hb.

Como d(a,c) > 0ed(c,b) > 0, segue que d(a,b) =0 < d(a,c) + d(c,b).
Caso3: b=c

Se b = ¢, entdo d(a,c) = d(a,b) e d(c,b) = 0. Assim, d(a,b) = d(a,c) +
d(c,b).

A métrica d é chamada de métrica discreta em M. Essa métrica serd importante
para darmos contraexemplos.

Exemplo 1.3. Sejam (M, d;) e (I, dy) dois espagos métricos. Podemos definir
em M x N uma métrica da seguinte maneira:

d((a,b), (c,d)) = max{di(a,c),da(b,d)},

onde (a,b), (¢,d) € M x N. Deixamos como exercicio para o leitor a verificacdo
de que d é uma métricaem M x N (ver Exercicio (1.4)). Esta € a métrica usual no
produto cartesiano M x N e serd usada salvo mencao ao contrario.

Exemplo 1.4. Podemos generalizar o exemplo acima para um produto cartesiano
de n (n € N*) espagos métricos. Dados (M, dy), (Ma,ds), ..., (My,,d,) espagos
métricos, podemos definir uma métrica d em M = My x My X - - - X M,, da seguinte
maneira:

d(z,y) = max{d;(z;,y;); 1 < i < n},
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onde z = (x1,22,...,%n), ¥y = (Y1,Y2,...,Yn) € M. A métrica d é a métrica
usual no produto cartesiano M. Em particular, (R", d) é um espago métrico onde

d(x,y) = max{|z; — y;l; 1 < i <n},

comz = (T1,Z2,...,Tn), Y = (Y1,Y2,-..,Yn) € R™.

1.2 Espacos normados

Nesta se¢do, estudaremos uma classe especial de espagos métricos: os espacos
normados. Esses serdo os espagos métricos de maior interesse no decorrer deste
texto, visto que 0s mesmos possuem estrutura vetorial.

Cabe observar que os espacos estudados na Andlise Funcional Cléssica sdo
os espacos normados. Resultados importantes dessa teoria, como o teorema de
Banach-Steinhaus, o teorema da aplicagdo aberta e o teorema do grafico fechado,
sdo enunciados no contexto dos espacos normados. Para os leitores interessados
neste assunto, indicamos [3] e [7].

No que se segue, K denota o corpo dos niimeros reais R ou o corpo dos nime-
ros complexos C. Além disso, os espagos vetoriais mencionados sdo todos consi-
derados sobre o mesmo corpo K.

Definicdo 1.2. Seja E um espaco vetorial. Uma funcdo || - ||: E — R, que a cada
x € FE associa o niimero real ||x||, é dita uma norma em E se, para quaisquer
x,y € EFe )\ €K, sdovdlidas as seguintes condicdes:

(n1) ||z|| = 0implica x = 0;

(n2) [zl = [A[ - [l

(n3) |z +yll <|lz[| + [yl

Um espaco vetorial normado, ou simplesmente um espago normado, é um par

(E,|| - ||), onde E é um espago vetorial e || - || é uma normal em E. Frequente-
mente, designamos espago normado (E, || - ||) apenas por E, deixando a norma
subentendida.

Note que ||0]| = 0, bastando tomar, em (n3), A = 0. Tomando A = —1 em
(na), vemos que ||x|| = || — z|| para todo z € E. Além disso, tomando y = —x
em (n3), temos 0 = [[0]] = |z + (—2)|| < |lal| + || — 2l| = 2l[ll, ou seja,

||z|| > 0 para todo = € E.
Uma consequéncia bastante util dos axiomas (n1), (n2) e (ng) é que, para
quaisquer z,y € E, temos

[zl = Nyl < lle = wll-
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De fato, sejam x,y € E. Por (n3), temos

2]l = 11z =) + yll < |l =yl + llyl],
o que implica que
Il = [lyll < [lz —yl|.
Trocando os papéis de = e y na desigualdade que acabamos de obter, temos
Iyl = Izl < lly — 2|l = [lz = yl].

Consequentemente,

’IISEII - IIyII‘ = max{||z(| — [[yl|, [lyll — [|=[I} <[z —yll

A seguir, vejamos alguns exemplos de espacos normados.

Exemplo 1.5. O par (R, |- |), onde | - | denota o valor absoluto em R, é um espaco
normado. Com efeito, a condi¢do (n;) segue imediatamente da defini¢do de | - |.
Para verificar a condigdo (ns), basta observar que | - | € uma fungéo ndo negativa e
que

Azf? = (A2)? = Na? = |AP|a]? = (|A] - |z])?
para quaisquer A,z € R. Passemos a verificacdo de (n3). Tomando z,y € R,
temos

|SU‘ = max{—aj,x} ¢ |y| = max{—y,y},

donde concluimos que z + y < |z| + |y| e —x — y < |x| + |y|. Logo,
|z +y| = max{—z —y,z +y} < [x] + [y|.

Exemplo 1.6. O par (C, | - |), onde | - | denota o médulo usual em C, é um espago
normado. Com efeito, temos que |z| = /22 + y2, onde z = z + yi € C. Dai
|z] = 0 implica que /22 + 42 = 0, ou seja, 22 + y> = 0. Dai, v = y = 0,
mostrando a condigio (n1). Notemos que, para todo A € C, temos [Az|? = (\z) -
(A2) = (MN) - (22) = [A?|2]? = (|A| - |2])? (onde a barra denota a conjugagio),
donde |Az| = || - |z|. Assim, vale a condi¢do (ng).

Finalmente, a condi¢do (n3) vem das relagdes

\z+w[2 = z4+w)(z+w)=(z+w)(z+w)
= 2Z + 2W + WZ + WwW = 27 + 2W + 2W + ww
= |2|? + 2Re(2®W) + |w|? < |2|* + 2|2| + |w/|?
= [2]* + 2lz|Jw| + [w]* = (2] + [w])?,

vélidas para quaisquer z,w € C, onde utilizamos propriedades basicas dos nime-
ros complexos ([1]).
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Exemplo 1.7. Os pares (R™, || - ||), (R™,|| - ||1) e (R™,]| - ||2), onde para cada
x = (x1,22,...,T,) € R" tem-se

1
n 3 n
— 2 — —
||x||—(z|xk|), lall = max foil e flalle =Y foul

k=1 k=1

séo espagos normados. As aplicagdes || - ||, || - ||1 e || - ||2 s@o normas em R™. Com
efeito:

(a) ||-|| € uma norma em R™: A propriedade (n;) é satisfeita, pois se ||z|| =
0, entdo |zg| = O paratodo k € {1,...,n}, implicando que z;, = 0 para todo k €
{1,...,n} e, consequentemente, x = 0. A propriedade (ny) também é satisfeita,
pois

1

1
n 2 n
xal] = (Z W) = (Z |A\2:ck\2>
k=1 k=1
Y
- (wz w) — Alllall
k=1

para todo x € R™ e para todo A € R. Para verificarmos a propriedade (n3),
recordamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz (ver [5])

S Jallui] < J S ()2 J S ()2 = ] [lo]l-
k=1

k=1 k=1

valida para quaisquer x = (x1,...,2n) ¢y = (y1,...,y,) em R”
(n € N*). Vamos mostrar que ||z + y|| < ||z|| + ||y||. Com efeito,

n n n n
e+ yllP = loe +uel> = D el + 2 lawllye] + D lyel?
k=1 k=1 k=1 k=1

< el + 2zl il + 1yl? = (Ul + [1yl)?.

Dai,

z +y|| < ||z|| + ||y|| e concluimos que || - || € uma norma em R™.

(b) |||+ ¢ uma norma em R": Se ||z||; = 0, temos que |x;| = O para todo
ke {1,...,n}. Assim, x;, = 0 paratodo k € {1,...,n}, ouseja, x = 0. Logo,
a condigdo (nq) estd verificada. Notemos que se A € R, z = (z1,...,2,) € R"e
y=(y1,...,yn) € R", temos

ally = max [\ex] = max [\ o] = Al max fo] = Al |Jol |

— < —
|z +yll gggnlxwyk\_1I£g§n\xk\+lr£g§nlyk! 2]l + [|yll1,
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seguindo as condi¢des (n2) e (n3). Assim, || - ||1 € uma norma em R”.

(c) Para concluir que || - ||2 € uma norma, basta argumentar como no item (b),
o que deixamos a cargo do leitor (ver Exercicio (1.6)).

No Exemplo 1.7, vimos que (R", || -||) ¢ um espago normado. Podemos definir
afuncdo d: R" x R™ — R por

n 1/2
k=1
onde z = (z1,22,...,%p) €y = (Y1,Y2,...,Yn) € R™ Temos que d é uma
métrica em R™. De fato, as condi¢des (d1), (d2) e (d3) sdo facilmente verificadas.
Para verificarmos (d4), basta notar que, para quaisquer x ¢ y em R", temos
d(z,y) = ||z —yll,
e assim, para quaisquer a, b e c em R", temos
d(a,b) = [la =]l = [l(a = ) + (= b)|
< |la = ¢l + [[e = bl| = d(a, b) + d(b, ¢).
A métrica d é chamada de métrica euclidiana em R™ e serd denotada por d.

Ela provém da férmula para a distincia entre dois pontos no plano (em coordenadas
cartesianas), deduzida através do Teorema de Pitdgoras (Figura 1).

(V=) x=(x, ¥y
y:(xzr)b)

1 2
Figura 1

Em Geometria Analitica, d. é conhecida como a distdncia euclidiana e (R™, d.)
como o espaco euclideano n-dimensional.

Vimos que a norma euclidiana || - || e a métrica euclidiana d, estdo relacionadas
entre si. Mais precisamente,

de(xay) = HI’ - yHaxvy € R"™.
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Os Exemplos 1.4 e 1.7 mostram que a norma || - ||; e a métrica usual d em R" estdo
relacionadas de mesma forma, ou seja,

d(z,y) = |lz —ylh;z,y € R™.

A relagdo entre d, e || - || e arelagdo entre d e || - ||; ndo sdo uma coincidéncia.
O préximo resultado traz a informacéo de que fodo espaco normado é um espaco
métrico.

Proposicao 1.1. Seja (E, || - ||) um espago normado. A fungdo d: E x E — R,
definida por

d(z,y) =lz —yll (z,y € E),
é uma métrica em E. A métrica d é chamada de métrica proveniente da norma

Demonstra¢do. Para mostrar (d1), (d2), (d3) e (d4), basta utilizar o fato de
|| - || ser uma norma em FE. -

Pela Proposicdo 1.1, todo espago normado € um espaco métrico. Uma pergunta
natural € se toda métrica em um espaco vetorial £ provém de uma norma. O
préximo resultado nos diz que isso nem sempre € verdade.

Proposicao 1.2. Seja E um espaco vetorial. Uma métrica d em E é proveniente
de uma norma em E se, e somente se, para quaisquer x,y,a € E e A € K, tem-se

d(z+a,y+a) = d(z,y) e d(Az, \y) = |A|d(z,y).

Demonstracao. Suponhamos que d é uma métrica em E proveniente de uma
norma em F, ou seja, para quaisquer x e y em F, temos

d(z,y) = [l —yll;

onde || - || € uma norma em F. Ora,

diz+a,y+a) =|l(x+a) = (y+a)l| = [lz - yl| = dz,y)

d(Az, Ay) = Az = Ay[| = [|A(z = y)l| = [Nz =yl = [Md(z, y),

para quaisquer z,y,a € Ee A € K.
Reciprocamente, suponhamos que d € uma métrica em E que satisfaz as con-
dicoes
dlx+a,y+a)=d(z,y) e dAz,\y)=|Nd(z,y),
para quaisquer z,y,a € E e A € K. Vamos mostrar que existe uma norma || - ||
em FE tal que d provém de || - ||. Para isso, definamos

I-]]: E—R
z = ||z[| = d(, 0),
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e vejamos que (n1), (n2) e (n3) sdo satisfeitas.

Verificagdo de (n1): Se ||z|| = 0, entdo d(z,0) = 0. Como d é uma métrica,
z=0.

Verificacdo de (n2): Tomemos A € Ke x € E. Temos que ||A\z|| = d(\z,0) =
d(Az, X0) = [Ald(z, 0) = [A[[]]].

Verificacdo de (n3): Tomemos = e y em E. Como d é uma métrica, d(0, —y) =
d(—y,0) e d(z,—y) < d(x,0) + d(0,—y). Assim, ||z + y|| = d(z + y,0) =
dz +y,—y +y) = d,~-y) < d®,0) + d(-y,0) = [|z|][ + || = y[|. Como
|| =yl = lly[| por (n2), segue que

|z +yll <[] + [yl

Como (n1), (n2) e (n3) sdo satisfeitas, (F,|| - ||) é um espaco normado. Além
disso, d provém de || - ||, pois, para quaisquer z ¢ y em E, temos

d(z,y) =d(r —y,y —y) = d(z —y,0) = ||z — y|.
]

Com a Proposi¢do 1.2, ndo € dificil obter um espago métrico (£, d) que ndo
seja um espaco normado. Por exemplo, consideremos o espaco vetorial R?> com
a sua métrica discreta d. Porém, d ndo provém de uma norma em R2. Se d fosse
proveniente de uma norma em R2, entdo d(A\x, \y) = |A|d(x,y) para quaisquer
z,y em R? e A\ em R. Mas, como d é a métrica discreta, tomando = = (1,0),
y = (0,0) e A = 3, temos

d (;(1,0), ;(0,0)> 14 % _ ‘;‘ d((1,0), (0,0)).

1.3 Bolas e conjuntos limitados

A nog¢do de intervalo em R € importante para expressar matematicamente a
ideia “x estd proximo de a”, onde x e a sdo nimeros reais. De fato, se considerar-
mos em R a sua métrica usual, dizer que “z dista de a menos que 1” € equivalente
a dizer que “x pertence ao intervalo aberto (a — 1,a + 1)”.

|z —a|<leze(a—1a+1)

£ % )
a-1 a X a+1

— 1 —

As nocdes a seguir generalizam, para um espago métrico qualquer, as nogdes
de intervalo aberto e intervalo fechado de niimeros reais.
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Defini¢do 1.3. Seja (M, d) um espaco métrico. Para cada a € M e cada niimero
real r > 0, definimos

B(a;r) ={x € M;d(z.a) < r},
Bla;r) ={x € M;d(z,a) <7},
S(a;r) ={r € M;d(xz,a) =r}.

Os conjuntos B(a;r), Bla;r] e S(a;r) sdo chamados, respectivamente, de bola
aberta, bola fechada e esfera de centro a e raio r. Notemos que Bla;r| = B(a;r)J
S(a; ). Notemos também que se considerarmos R com a métrica usual, B(a;r) =
(a—r,a+r), Bla;r] =[a—r,a+r]eS(a;r) ={a—r,a+r}.

Exemplo 1.8. Consideremos o espaco métrico (M, d), onde d é a métrica discreta.
Tomemos a € M. Entdo

B(a;1) ={a}, Bla;1]=M e S(a;1)=M\{a}.

Ser <1,
B(a;r) = Bla;r] = {a} e S(a;r)=0.

Ser >1,
B(a;r) = Bla;r]=M e S(a;r) =0.

Exemplo 1.9. Consideremos R? com as normas apresentadas no Exemplo 1.7.
Dados a € R? e um ntimero real > 0, a bola B(a; ) adquire formas geométricas
distintas dependendo da norma utilizada. Vamos verificar tal fato. Primeiramente,
em (R, || - ||), temos que a bola aberta B(a;r) é o interior do circulo de centro
a = (a1,a2) e raio r. Com efeito, se x € B(a;r), com x = (z1,z2), entdo
(r1 — a1)? + (w2 — a2)? < 2. A Figura 2 representa essa bola no plano R:

R A

>
R

Figura2: (v1 —a;1)? + (v2 —a2)? < r2

Considerando (R2,||-||1), abola B(a;r) é o interior de um quadrado de centro
a = (a1,a2) e lados de comprimento 2r, paralelos aos eixos coordenados. Com
efeito, se x = (x1,x2) € B(a;r), entdo ||z — al|1 < 7, ou seja, max |og —ax| =
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max{|z1 — a1, |re —ag|} < r. Assim, |x1 —ai| < re|ry—as| < r.Logo, z; €
(a1 —r,a1+r)exs € (ag—r,a2+71),istoé, x € (a1 —r,a1+7) X (ag—7r,a3+7).
Reciprocamente, se z = (x1,z2) € (a1 — r,a1 + 1) X (a2 — r,ag + ), entdo
x1 € (ap —rya1+71)exy € (ag —ryag + 7). Dai, |z; —ay| <rel|rys—az] <7,

ou seja, ||z — al|l1 = 112]?§2|xk — ax| = max{|z1 — a1}, |z2 — a2} < r, 0 que

implica que x € B(a;r). Temos a representa¢do dessa bola na Figura 3.

>

ay -r 49 a,+r R

=
Wl

Figura3: |27 —ai| <relzy —as| <7.

Jiem (R?,]| - ||2), a bola B(a;7) é o interior de um quadrado de centro a =
(a1,az) e diagonais de comprimento 2r, ambas paralelas aos eixos coordenados.
Com efeito, se © = (x1,x2) € B(a;r), entdo ||z — al|s < 7, ou seja, |1 — a1| +
|xa — aa| < r. Tomemos, inicialmente, a = (0,0), ou seja, a; = az = 0. Dai,
|z1| + |x2| < r. Logo, temos quatro casos para analisar:

Sexzy,x9 > 0,entdo xy +xo2 <7; (Rq)

)

29) Sex; >0exy <0,entioxr; —x2 <7; (Ra)
) Sexy <0exy>0,entdo —z1 + 22 <7; (R3)
)

Se x1,x9 < 0,entdo —x1 — x9 < 7. (R4)

Temos representadas no plano R?, as quatro regides R, Ro, R3 e Ry4. Obser-

4
vemos que B(0,7) = N R;:
i=1
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. Ra
50,0 L\
1\4 \ f }§
r | ) >
() {70) R
3 y N
K “{’v, :’}\ R

Figura4: |z1]+ |z2| <.

Sem perda de generalidade, suponhamos que a = (a1, a2) seja um ponto do
primeiro quadrante. Considerando a translacdo (z1,x2) — (1 + a1, 22 + az2), a
regido que aparece na Figura 4 transforma-se na que aparece abaixo:

R A
a, +r AT "‘
R, R,
a, g------ R R —_
2 RERN a: DA
"Ry S
. : R,
a2 -r B L) é
” N
T 7 >
a,-r a, a, +r R

Figura 5: |21 —a1| + |z2 —ag| <.

Proposicao 1.3. Sejam a e b dois pontos distintos de um espaco normado. Se
lla—0b|| > r+s, onder > 0es >0, entdo as bolas abertas B(a;r) e B(b; s) sdo
disjuntas.

Demonstra¢do. Suponhamos que B(a;r) N B(b;s) # () e tomemos x €
B(a;r) N B(b; s). Dai, ||a — z|| < re||b—z|| < s, donde obtemos

lla = bl < [la — || + [[z = b| <7+,



14 CAPITULO 1. NOCOES BASICAS SOBRE ESPACOS METRICOS

o que contradiz a hipétese. Portanto, B(a;r) N B(b; s) = (). [ |

Seja EX um espago normado, e consideremos a € E, r > 0 e A > 0. Definindo

a+ B(0;r)={r € E;x=a+vy, comy € B(0;r)}

A B(0;r) ={z € E;xz = \y, comy € B(0;7)},
temos a seguinte

Proposicao 1.4. Com a notagcdo acima, temos:
(i) a+ B(0;r) = B(a;r);
(i) A-B(0;r) = B(0; Ar).

Demonstracdo. (i) Para mostrarmos essa afirmagdo, tomemos w € B(a;r)
e consideremos y = w — a. Temos, entdo, que w = a + y, onde y € B(0;r), ja

que ||ly|| = ||w — a]| < r. Com isso, vemos que w € a + B(0;r). Por outro lado,
tomemos w € a + B(0;r). Por defini¢do, w = a + y, onde y € B(0;r). Assim,
l|lw—al| =||y|| < r,oque mostra que w € B(a;r).

(ii) Tomemos w € B(0, Ar). Logo, ||w|| < Ar. Sejay = w/A. Temos w = Ay,
comy € B(0;r), ja que [[yl| = %] = |&] - [lwll = % -[lwll < § A =
Com isso, temos que w € A - B(0;r). Para mostrarmos a outra inclusdo, tome-
mos w € A - B(0;7). Dai, temos que w = Ay com y € B(0;r). Notemos que
llw|| = ||yl = AJy|| < Ar, 0 que mostra que w € B(0; Ar). [ |

A Proposicao 1.3 pode ser generalizada para um espago métrico qualquer, mas
a Proposi¢do 1.4 ndo, uma vez que precisamos da operacao de adi¢do e da operacdo
de multiplicag¢do por escalar no espaco F.

O préximo resultado mostra que se considerarmos (M, d) como no Exemplo
1.4, “a bola aberta do produto cartesiano é um produto cartesiano de bolas abertas”.

Proposicao 1.5. Sejam (My,dy), (Ma,ds),. .., (M,,d,) espagcos métricos. Con-
sideremos (M, d) como sendo o espago métrico M = My x My x- - -x M, e d a mé-
trica  usual em M. Tomemos a = (a1,a2,...,a,)
€ M er > 0. Entdo

B(a;r) = B(ay;r) X B(ag;r) X -+ X Blap;T).
Demonstracdo. Sejax = (z1,22,...,2,) € M. Temos
x € B(a;r) & d(x,a) <r

< max{d;(z;,a;);1 <i<n}<r

< di(zi,a;) <r, paratodo 1<i<mn
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& x; € B(aj;r), paratodo 1<i<n
< x € Blay;r) X -+ X B(ap;T).

[
O resultado acima também ¢ vélido para bolas fechadas. Mais precisamente,
B[a;?”] = B[al;r] X B[ag;r] N B[an;r].

Definicdo 1.4. Sejam (M, d) um espaco métrico e X C M. Dizemos que X
é limitado quando existe uma constante ¢ > 0 tal que d(xz,y) < ¢ para quais-
quer ,y € X. Notemos que um tal c é uma cota superior para o conjunto
{d(z,y);z,y € X}. A menor de tais cotas superiores é chamada de didmetro
de X e denotada por diam(X). Em outras palavras,

diam(X) = sup{d(z, y);z,y € X}.

Ao fazermos consideragdes sobre o didmetro de um conjunto X, sempre supo-
remos que X # (.

Proposicio 1.6. Sejam (M, d) um espaco métrico e X C M. Se X ¢ limitado e
Y C X, entdo 'Y é limitado e diam(Y") < diam(X).

Demonstracdo. Seja ¢ = diam(X). Entdo, para quaisquer z,y € X,
d(z,y) < c. ComoY C X, dados z1,y; € Y, temos que x1,y; € X e, dai,
d(z1,y1) < ¢, mostrando que Y é limitado. Notemos que ¢ é uma cota superior do
conjunto {d(x1,y1);x1,y1 € Y}. Seja ¢1 o supremo desse conjunto. Dai, ¢; < ¢,
isto &, diam(Y') < diam(X). [

Exemplo 1.10. Em um espago normado E # {0}, toda bola aberta B = B(a;r)
é um conjunto limitado e seu didmetro € igual a 2r. De fato, sejam x,y € B.
Notemos que

|z —yll = [[(z —a) + (@ = )|l < ||z — al| + [ly — ol < 2r,
donde B é limitado com diam(B) < 2r. Suponhamos, por absurdo, que diam(B) =

s < 2r. Tomemos y # Oem E et € Rtal que s < 2t < 2r. Notemos que o vetor
x=t- HyTH é tal que ||z|| =t < r. Com isso, temos que a + x € a — x pertencem

a B, pois |[(a +x) —a|| = ||z]| <rell(a—x)—a|]| = || — || < r. Além disso,
lla + 2 — (a —x)|| = 2||z|| = 2t > s,

0 que ndo ocorre. Portanto, diam(B) = 2r.
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Toda bola aberta B = B(a;r) de um espaco métrico € um conjunto limitado,
pois para quaisquer x e y em B,

d(z,y) < d(z,a) +d(a,y) < 2r.

Porém, diam(B) pode ser diferente de 2r. De fato, considere (R, d), onde d € a
métrica discreta. A bola aberta B = B(3,1) = {3} tem didmetro igual a zero.
O préximo resultado mostra a relacio entre conjuntos limitados e bolas abertas.

Proposicao 1.7. Sejam M um espaco métrico e X C M ndo vazio. As seguintes
afirmagoes sdo equivalentes:

(1) X é limitado;
(i) X C B(a;r) para algum a € M e algum r > 0.

Demonstracdo. (i) = (ii). Suponhamos que X C M seja ndo vazio e
limitado. Dati, existe ¢ > 0 tal que d(z,y) < c para quaisquer z,y € X. Tomemos
a € X. Logo, d(z,a) < c¢ paratodo x € X. Portanto, x € Bla;c] para todo
x € X e, entdo, X C Bla;c|] C B(a;r) onde r = 2c.

(ii) = (i). Como B(a;r) é limitado, segue da Proposig¢do 1.6 que X é limitado.
|

No caso de um espaco normado F, dado X C F, ndo vazio, dizer que X ¢é
limitado equivale a dizer que X estd contido em alguma bola aberta centrada no
zero, pois num espago normado cada bola B(a;r) estd contida em alguma bola
B(0; s). Deixamos a prova desse fato como exercicio (ver Exercicio 1.11).

1.4 Conjuntos abertos e conjuntos fechados

Definicao 1.5. Seja X um subconjunto de um espaco métrico M. Dizemos que um
ponto a € X é um ponto interior de X quando existe r > 0 tal que B(a;r) C X.
O conjunto de todos os pontos interiores de X é chamado o interior de X, e é
denotado por int(X).

Por definigdo, int(X) C X. Notemos que, dizer que um ponto b € X ndo é
interior a X, significa que toda bola aberta de centro b contém algum ponto que
ndo pertence a X . Isso motiva a seguinte defini¢ao:

Defini¢do 1.6. O conjunto formado pelos pontos b € M tais que B(b;r)NX # (e
B(b;r)N(M\ X) # 0, para todo r > 0, é chamado de fronteira de X e denotado
por 0X.

E ficil ver que X = O(M \ X).
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M|

Figura 6: a € int(X) e b€ 0X.

Exemplo 1.11. Consideremos R com a sua métrica usual. O intervalo [ = [—1, 2)
é tal que int(/) = (—1,2) e 9] = {—1,2}. Com efeito, se —1 < a < 2 entdo,
pondo r = min{a+1,2—a}, temos que (a—r,a+7r) C [—1,2). Logo, a € int([).
Porém, —1 € 01, pois, para todo 7 > 0, temos (=1 —r,r —1)N(R—1) #De
(=1 —r,r—=1)N I # (. Analogamente, vemos que 2 € JI.

Consideremos X C M, onde M € um espaco métrico. Dado um ponto a € M,
temos trés possibilidades exclusivas: ou a € int(X), ou a € int(M \ X) ou
a € 0X. Assim, podemos afirmar que todo conjunto X decompde o espago M na
reunido disjunta

M = int(X) U X Uint(M \ X).

Observacao 1.1. Se um conjunto e seu complementar t€ém ambos interior vazio,
entdo a fronteira de cada um deles € o espaco inteiro.

Definicao 1.7. Seja M um espaco métrico. Dizemos que X C M ¢é aberto em M
quando int(X) = X.

Como int(X) C X, para mostrarmos que um conjunto X em M ¢é aberto,
devemos provar que X C int(X), ou seja, que, para cada x € X, existe r > 0 tal
que B(z;r) C X.

Proposicao 1.8. Em qualquer espaco métrico M, toda bola aberta B(a;r) é um
conjunto aberto.

Demonstracdo. Vamos mostrar que para cada = € B(a;r), existe s > 0 tal
que B(x;s) C B(a;r). Paraisso, sejax € B(a;r). Entdo, d(x,a) < r. Tomemos
s > 0tal que d(x,a) + s = r. Temos que B(x;s) C B(a;r), pois se y € B(z;s),
entdo d(y,a) < d(y,x) + d(z,a) < s + d(x,a) = r, mostrando que y € B(a;r).
|
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N\
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Figura7: B(z;s) C B(a;r).

Corolario 1.1. Seja M um espaco métrico. Para todo X C M,int(X) é aberto
em M.

Demonstracdo. Com efeito, seja a € int(X). Dai, existe » > 0 tal que
B(a;r) C X. Pela Proposi¢do anterior, para todo x € B(a;r) existe s > 0 tal que
B(z;s) C B(a;r). Logo, B(x;s) C X, ou seja, para todo z € B(a;r) tem-se
que x € int(X). Portanto, B(a;r) C int(X ), o que mostra que int(X') € aberto em
M. [ ]

Pelo Coroldrio acima, vemos que int(X') é o maior aberto contido em X, ou
seja, se A é abertoem X e A C X, entdo A C int(X).

Proposicao 1.9. Seja M um espaco métrico. Entdo:

(1) M e () s@o conjuntos abertos;

(ii) a intersecdo de um niimero finito de conjuntos abertos de M é um conjunto
aberto;

(iii) a reunido de uma familia qualquer de conjuntos abertos de M é um conjunto
aberto.

Demonstracdo. (i) a) M ¢é aberto, pois dados a € M e r > 0, temos
B(a;r) C M, ou seja, a € int(M). O conjunto vazio () também ¢é aberto. Com
efeito, se () ndo fosse aberto, existiria z € (), tal que = ¢ int((}), o que é impossivel.
Logo ) é aberto.

(i) Sejam Aj, Ao, ..., A, abertos de M, onde n € N*. Tomemos a €
ﬁ A;. Como esses conjuntos sdo abertos, existem ry > 0,70 > 0,...,7, > 0

1=1
tais que B(a;r;) C Aj, B(a;ra) C As,...,B(a;ry) C A,. Tomemos r =

min{ry,...,r,}. Dai,
B(a;r) C B(a;r) C Aj,

B(a;r) C B(a;re) C Ag,...,B(a;r) C Bla;ry,) C Ay.
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Logo,
B(a;r) CA1NAyN---NA,.

Portanto, A1 N Ay N ---N A, é aberto.
(iii) Seja {A)}xer uma familia arbitrdria de abertos de M. Tomemos a €

U A,. Dai, existe \g € L tal que a € Ay,. Como A), é aberto, existe r > 0 tal

AeL

que B(a;r) C Ay,. Logo, B(a;r) C U A\ = A. Portanto, A é aberto. [ |
AEL

Corolario 1.2. Consideremos um espaco métrico M. Um subconjunto A de M é
aberto se, e somente se, é uma reunido de bolas abertas.

Demonstracio. Segue da Proposicdo 1.9. |

Exemplo 1.12. A intersecdo de wuma familia infinita de abertos
pode ndo ser um conjunto aberto. Consideremos R com sua métrica usual. Te-
mos que {0} = ) (—~1/n,1/n). E claro que {0} € N (—~1/n,1/n). Vamos

neN* neN*
mostrar a outra inclusdo. Com efeito, tomemos x € () (—1/n,1/n). Suponha-
neN*

mos, por absurdo, que = # 0. Dai, existe ny € N* tal que ng > 1/|z|, ou seja,

|z| > 1/ng. Logo, z ¢ (—1/ng,1/ng). Portanto, x ¢ () (—=1/n,1/n), o que é
neN*
um absurdo. Note também que {0} ndo € aberto, ja que a bola (—¢,e) ¢ {0}, para

todo ¢ > 0.

Proposicao 1.10. Seja E um espaco normado. Se F' é um subespaco vetorial de
E, onde F # FE, entdo int(F) = ().

Demonstracdo. Suponhamos, por absurdo, que int(F') # (). Entdo, existem
x € Fer > 0 tais que B(z;r) C F. Ora, pela Proposi¢do 1.4 temos que
x + B(0;r) = B(x;r) C F. Como F' é um subespago vetorial de E,

B(0,r) CF —x CF. (1.1)
Além disso, para todo A > 0.
A-B(0;r)CA-F CF. (1.2)

Aplicando a Proposicéo 1.4 em (1.2), temos B(0; A\r) C F para todo A > 0.
Agora, tomemos z € E. Se z = 0, entdo x € F' ja que F' € um subespaco

vetorial de E. Se = # 0, temos B(0;2||z||) = B(0; A\r) C F, onde \ = M

Isso mostra que x € F. Dai, temos que ' = F, o que contraria o fato de F' ser um

subespago préprio de E. Portanto, int(F') = (). [ |

Definicao 1.8. Sejam M um espaco métrico e X C M. Dizemos que um ponto
a € M é aderente a X quando, para todo € > 0, tem-se B(a;e) N X # ¢.

Chamamos de fecho (ou aderéncia) de um conjunto X C M, ao conjunto X
formado pelos pontos de M que sdo aderentes a X.
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Exemplo 1.13. Todo ponto ¢ € X é aderente a X, jd que a € X implica que
B(a;e) N X # (). Consequentemente a € X. Assim, X C X paratodo X C M.
Claramente, vemos que os pontos da fronteira de X sdo aderentes a X, jd que
x € 0X implica que B(z;¢) N X # ¢.

Exemplo 1.14. Num espago normado F, o fecho de uma bola aberta B(a;r) é a
bola fechada Bla;r]|, isto é, B(a;r) = Bla;r]. Com efeito, tome b € Bla;r].
Logo, ||b — a|| < r. Temos entdo dois casos a analisar:

a) Se ||b — al| < r, entdo b € B(a;r). Pelo exemplo anterior, temos que
b€ Bla;r).

b) Seja agora ||b— a|| = r. Dado € > 0, vamos mostrar que existe z € B(a; )
tal que ||b — z|| < e. Com efeito, comecemos fixando ¢ > 0. Seja u = b_Ta.
Tomemos um nimero real t > 0 tal que r — ¢ < t < r. Temos, portanto, 0 <
r—t < e. Pondo z = a+tu, vemos que ||z —al| = ||tul| = |t|-||u]| = |t| =t < .
Logo, x € B(a;r). Além disso, ||z — b|| = ||b — a — tu|| = ||ru — tu|| =
llul| - |r —t| =r —t < e. Dai, ||b — z|| < € e, portanto, B(a;r) N B(b;e) # 0.
Isto mostra que b € B(a;r).

Para provarmos a outra incluséo, tome b € B(a; ). Suponhamos, por absurdo,
que b ¢ Bla;r]. Dai, ||b — a|| > r, ou seja, ||b — a|| = r + € para algum £ > 0.
Temos, ainda, que para todo x € B(a;r), ||z — a|| < r. Como ||b — a|| <
||b — || + ||z — al|, temos entdo que ||b — a|| — ||z — a|| < ||b — x|| implica que
[|b—x|| > e >0, paratodo z € B(a;r). Logo, B(b;e) N B(a;r) = () para algum
e > 0,isto é,b ¢ B(a;r) o que é um absurdo. Portanto, b € Bla;r|.

Num espaco métrico qualquer néo € verdade que o fecho de uma bola aberta é
a bola fechada. Como exemplo, consideremos (R, d), onde d é a métrica discreta.
Temos que

B(0;1)={0} e B[0;1]=R.
Notemos que B(0;1) = {0}.

Para que a ndo seja aderente a X C M & necessdrio e suficiente que exista uma
bola aberta de centro a, na qual ndo ha pontos de X, ou seja, a ¢ X se, e somente
se, B(a;r) N X = () para algum r > 0. Assim, vemos que M \ X = int(M \ X).
Como foi visto anteriormente, o espaco M pode ser decomposto em trés conjuntos
dois a dois disjuntos, a saber: M = int(X) U dX Uint(M \ X). Como M \ X =
int(M \ X), concluimos que X = int(X) U dX.

Definiciao 1.9. Dizemos que um conjunto F' C M ¢ fechado num espaco métrico

M quando F = F, isto é, se todo ponto aderente a F pertencer a F.
Proposicao 1.11. Para todo subconjunto X C M, tem-se X=X

Demonstracdo. Com efeito, vamos mostrar que X C X, j4 que a outra

inclusdo é ébvia. Tomemos, a € X. Fixemos ¢ > 0. Por defini¢io temos que
B(a;e) N X # (). Dai, existe b € X tal que b € B(a;e). Seja § > 0 tal
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que B(b;6) C B(a;e). Como b € X, temos que B(b;d) N X # (). Logo,
B(a;e) N X # (). Como € > 0 foi tomado de modo arbitrario, segue que a € X.
|

Pela Proposicdo acima, segue que o fecho de todo conjunto X C M é um con-
junto fechado. Além disso, X é o menor subconjunto fechado de M que contém
X, ou seja, se I é fechadoe X C F, entdo X C F. De fato, se X C F entdo
X C F.Como F = F, segue que X C F.

Proposicao 1.12. Seja M um espaco métrico. Temos que F' C M ¢é fechado se, e
somente se, seu complementar M \ F ¢ aberto.

Demonstra¢do. Vimos que M \ X = int(M \ X) para qualquer X C M.
Tomemos F' C M fechado. Entdo M \ F = M \ F. Dai, M \ F = int(M \ F),
mostrando que M \ F' é aberto. Suponhamos agora que M \ F seja aberto. Entdo,
M\ F =int(M \ F). Comoint(M \ F) = M \ F, segue que M \ F = M \ F,

ou seja, F' = F, mostrando que F' é fechado. |

Exemplo 1.15. Num espago métrico M, toda bola fechada Bla;r| € um subcon-
junto fechado de M, pois seu complementar é aberto. Com efeito, seja A =
M \ Bla;r]. Se A = (), entdo A é aberto. Suponhamos A # (). Tomemos ¢ € A.
Dai, d(c,a) > r. Tomemos s > 0 tal que r + s < d(a, ¢). Pela Proposi¢do 1.3,
temos que Bla;r] N Blc; s] = 0. Logo, Blc; s] € M \ Bla;r|, donde ¢ € int(A).
Portanto, A = M \ Bla;r] é aberto.

A seguinte proposicdo € a versao para conjuntos fechados da Proposi¢ao 1.9.

Proposicao 1.13. Seja F a colecdo dos subconjuntos fechados de um espagco mé-
trico M. Entdo:

1) M e Feope F(oespaco M e ¢ sdo fechados);

(i) Se Fi,Fy, ..., F, € F, entdo F} U Fo U ---U F,, € F (a reunido de um
niimero finito de conjuntos fechados de M é um subconjunto fechado de M );

(iii) Se F € F paratodo ) € L entdo A= (\ F) € F (aintersecdo arbitrdria
AeL
de subconjuntos fechados de M é um subconjunto fechado de M ).

Demonstracido. (i) M € Fep € F,pois M\ M =¢pe M\ ¢ = M sdo
subconjuntos abertos em M.

(ii) Neste caso, notemos que A1 = M\ Fy, Ay = M\ Fy,..., A, = M\F, sdo
abertos em M. Logo, A;NAsN---NA, = (M\F)N(M\F)N---N(M\F,) =
M\ (Fy UF,U---UEFE,) éaberto, portanto F} U Fo U - - - U F}, é fechado em M.
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(iii) Consideremos Ay = M \ F) para cada A\ € L. Entdo A ¢ aberto, para

cada A € L, e, portanto, |J Ay = U (M\F)) =M\ [ N F,\] ¢ aberto em M.
AEL AEL AeL

Logo ) F) éfechadoem M. |
AEL

Definicao 1.10. Sejam M um espaco métrico e X C M. Dizemos que a € M é
um ponto de acumulagdo de X quando B(a;e) N (X \ {a}) # 0 para todo € > 0.
Denotamos por X' o conjunto de todos os pontos de acumulacdo de X.

Notemos que, pela defini¢do, a € X' se, e somente se, a € X \ {a}.
Proposicdo 1.14. Se X C M, onde M é um espago métrico, entdo X = X U X'.

Demonstra¢do. Com efeito, tome a € X. Dai,a € X oua ¢ X. Sea ¢ X,
entdo toda bola de centro a contém um ponto z € X, onde x # a e, portanto,
a € X'. Por outro lado, tomemos a € X U X'. Logo,a € X oua € X'. Se
a€ X,entdoa € X.Sea € X',entdoa € X \ {a} C X. [ |

Pela Proposic¢do acima, todo ponto de acumulag@o € um ponto aderente. Mas
nem todo ponto aderente é ponto de acumulagao.

Definiciao 1.11. Se a € X ndo é ponto de acumulacdo de X, diz-se que a é um
ponto isolado, isto é, existe r > 0 tal que B(a;r) N X = {a}.

Um subconjunto X de um espagco métrico M é dito discreto quando todo ponto
de X éisolado.

Por exemplo, Z € um subconjunto discreto do espaco métrico R. De fato, para
cadan € Z,temos (n — 1,n+ 1) NZ = {n}.

1.5 Sequéncias

Definicao 1.12. Seja M um espaco métrico. Uma sequéncia em M, denotada por
(1,22, ..., Tpn...), (Tn)nen+ ou simplesmente (x,,), é uma aplicagio x: N* —
M que faz corresponder a cada n € N* um ponto x,, € M. A imagem de n € N*
pela aplicagcdo = é chamada de n-ésimo termo da sequéncia, e serd denotada por
Zy. Por outro lado, {x1,x2,...,Zpn,...}, {xn;n € N*} ou x(N*) denotam o
conjunto dos termos, ou conjunto imagem, da sequéncia.

Exemplo 1.16. Consideremos z: N* — R onde 2, = 1 4+ (—1)". Temos que
(xn) = (0,2,0,2,...) e oconjunto de seus termos é x(N*) = {0, 2}.

Definicdao 1.13. Uma subsequéncia de uma sequéncia (xy,) € a restrigdo da fun¢do
x: N* — M a um subconjunto infinito N' = {ny < ng < ---np < ...} de
N*." Denotamos a subsequéncia x|n por (Tpn)neN's (Tny,Tngy---sTng,---) OU
(l‘nk)kEN*-
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Notemos que a notagdo (x,, )gen+ representa uma fun¢do com dominio N*
que, para cada k € N*, faz corresponder um z,,, ou seja, uma subsequéncia é
efetivamente uma sequéncia.

Exemplo 1.17. Consideremos a sequéncia (z,) = (1,1/2,1/3,...,
1/n,...). Temos que (x,,) = (1,1/3,1/5,...1/(2k—1),...) é uma subsequén-
ciade (z,),onden € N ={n e N*:n =2k -1,k € N},

Definicao 1.14. Uma sequéncia (x,,) em M é dita limitada quando o conjunto dos
seus termos for um conjunto limitado.

Pela Proposicao 1.7, dizer que (z,,) é limitada equivale a dizer que existe uma
bola aberta B(a;r) tal que z(N*) C B(a;r). Claramente, uma subsequéncia de
uma sequéncia limitada (x,,) também & limitada.

Exemplo 1.18. Seja a € R. A sequéncia constante (z,,) = (a,a, ..., ) é limitada.

Definicao 1.15. Seja (x,,) uma sequéncia em um espaco métrico M. Dizemos que
(x,) € convergente se existir a € M com a seguinte propriedade: para cada e > 0,
existe ng = no(e) € N* tal que

d(xn,a) < e sempreque n > ny.

Em virtude da proxima proposicdo, dizemos que a € M é o limite da sequéncia
(zn,) e escrevemos
a =limx, ou x, — a.

Proposicao 1.15. Seja (x,,) uma sequéncia convergente em um espagco métrico M.
Entdo (x,) possui um tinico limite.

Demonstracido. Suponhamos que a € M eb € M sejam limites da sequéncia
(zn), sejae > 0. Entdo existem ng € N* e ny € N* tais que

€
d(xn,a) < 5 sempreque n > ng

© €
d(xn,b) < 5 sempreque n >ny.

Dai, tomando N = max{ng, n; }, resulta que

d(a,b) < d(wy,a) +d(an,b) < S+ 5 = <.

Como € > 0 € arbitrario, concluimos que d(a,b) = 0, ou seja a = b.
|

Proposicao 1.16. Se lim x,, = a, entdo toda subsequéncia de (x,,) converge para
a.
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Demonstra¢io. Com efeito, seja N = {n; < ng < --- < ng < ...} um
subconjunto infinito de N*. Dado ¢ > 0, existe ng € N* tal que d(z,,a) < €
se n > ng. Como N’ ¢ ilimitado, existe ky € N’ tal que ng, > ng. Logo, se
k > ko, entdo ni > nyg, > ng, o que implica que d(z,,,a) < €. Portanto,
lim z,, =a=limz,. |
— 00

Proposicao 1.17. Seja M um espaco métrico. Toda sequéncia convergente em M
€ limitada.

Demonstracio. Com efeito, seja (x,) uma sequéncia
convergente em M. Digamos que z, — a. Tomemos ¢ = 1
Dai, existe ng € N* tal que x, € B(a;1) se n > ng. Como o
conjunto  {z1,x2,...,%Tn,} U B(a;1) € reunido de dois conjuntos

7

limitados, ¢é facil ver que esse conjunto ¢é também limitado.
Pelo fato de todos os termos de (x,,) pertencerem a esse conjunto, segue que (x,)
¢ limitada. |

Notemos que a reciproca da Proposi¢do 1.17 € falsa. Para isso, tomemos a
sequéncia de nimeros reais dada por x,, = (—1)". Essa sequéncia é limitada,
pois o conjunto de seus termos ¢ {—1,1}. No entanto, essa sequéncia diverge em

virtude da Proposicao 1.15.

Proposicao 1.18. (Operacoes com limites). Seja F um espaco normado. Se
limz, = aelimy, = b, entdo lim(z, £ y,) = a £belim(kx,) = klimz,,
onde k € K.

Demonstracdo. Dado ¢ > 0 arbitrdrio, existem nj,ne € N* tais que ||x,, —
all| < e/2sen > nyel|ly, —b|| < e/2sen > ny. Sejanyg = max{ni,na}.
Notemos que se n > ng, entdo

[[(zn +yn) — (@ +b)|| = [|zn —a+yn — b|
<||lxn —al|+ |lyn —b|| <e/2+e/2=¢.

Portanto lim(x,, + y») = a + b. De modo andlogo provamos que lim(z,, — y,,) =
a — b. Para provarmos que lim(kz,,) = klim z,, onde k£ € K, notemos que se k =
0, entdo, para todo n € N*, kx,, = 0 e a sequéncia (kz,,) converge trivialmente
para 0 = ka. Suponhamos que k # 0. Tomemos ¢ > 0. Existe ng € N* tal que
||zn — al| < €/|k| se n > ng. Consequentemente ||kzo — kal| = |k|||x, —a|| < e
se n > ng. Assim, lim(kzy,) = ka = klim x,,. [ |

A seguir vamos caracterizar o fecho de um conjunto através de sequéncias.
Também caracterizaremos conjuntos fechados, conjuntos abertos e a nogdo de
ponto de acumulagdo através de sequéncias.

Proposicio 1.19. Sejam X C M e a € M. Entdo a € X se, e somente se, existe
uma sequéncia (x,) em X tal que lim x,, = a.
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Demonstracdo.  Suponhamos que (z,) seja uma sequéncia em X tal que
lim x,, = a. Dado ¢ > 0, existe ng € N* tal que d(x,,a) < ¢ para todo n > nyg.
Logo, z,, € B(a,e) N X para todo n > ng, o que implica que B(a;e) N X # 0.
Portanto, a € X. Reciprocamente, suponhamos que a € X. Para cada n € N¥,
B(a;1/n)NX # (0, donde podemos tomar x,, € B(a;1/n)NX, paracadan € N*.
Obtemos assim uma sequéncia (z,,) em X que satisfaz d(z,,a) < 1/n para todo
n € N*. Portanto, lim z,, = a. |

Corolario 1.3. Seja F' C M. As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
a) F é fechado;
b) Se (xy,) € uma sequéncia em F convergindo a a € M, entdo a € F.

Demonstragdo. a) = b): Suponhamos que F' = F e que (z,,) seja uma
sequéncia em F tal que lim x,, = a. Pela Proposic¢do anterior temos que a € F.
Dai, a € F.

b) = a): Com efeito, basta mostrar que ¥ C F. Tomemos a € F.
Pela Proposi¢do 1.19, existe uma sequéncia (z,) em F tal que
limz,, = a. Pela hipétese, temos que a € F e, portanto, I C F. Dai, F é
fechado. |

Proposicao 1.20. Seja A um subconjunto de M. As seguintes afirmacdes sdo
equivalentes:

a) A é aberto;
b) Para cada sequéncia (x,,) em M, que converge a um elemento a € A, existe
ng € N* tal que x,, € A para todo n > ny.

Demonstracio. a) = b): Suponhamos que A seja aberto e que limz,, = a €
A. Dai, existe € > 0 tal que B(a;e) C A e, portanto, para este ¢ > 0 dado, existe
no tal que z,, € B(a;e) C Asen > ny.
b) = a): Se A nao fosse aberto, existiria b € A com a seguinte propriedade: para
cada n € N*, terfamos

B (b, 711) A (M A).

Assim, b seria o limite de uma sequéncia (y,) em M \ A, o que na [

Proposicao 1.21. Seja X C FE, onde E é um espaco normado. As seguintes
afirmagées sdo equivalentes:

a) a € X';

b) existe wuma sequéncia (x,), de pontos distintos de X, tal que
lim z,, = a.
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Demonstracido. a) = b): Sejaa € X'. Dai, existe 1 # a tal que 71 €
B(a;1) N X. Da mesma forma, existe xo # a tal que x2 € (a;e1) N X onde g1 =
min{1/2, d(z1,a)}. Prosseguindo indutivamente, obtemos 1, x2, ..., Ty, ... de
modo que x,, € B(a;1/n) N X, onde z,,, # z, sempre que m # n. Como
d(xn,a) < 1/n para todo n € N*, segue que (z,) é uma sequéncia de pontos
distintos de X, tal que lim z,, = a.

b) = a): Suponhamos que (z,,) seja uma sequéncia de pontos distintos em X,
onde lim z,, = a. Dai, para cada ¢ > 0, existe ng € N* tal que x,, € B(a;e) N X
se n > ng. Como (x,,) possui pontos distintos, possivelmente apenas um dos seus
termos pode ser igual a a. Com isso, B(a;e) N (X \ {a}) # 0. Logoa € X'. N

Terminamos esta se¢do apresentando um espaco de sequéncias muito impor-
tante em Andlise: os espagos /7, onde p € [1 + o0).

Exemplo 1.19. Seja /P, com p € [1,+00), o conjunto de todas as sequéncias
[e.e]

(Zn)nen+ de elementos de R tais que Y |z,[P < oco. Se definirmos (2, )nen+ +
=1

n
(yn)nGN* = (wn'i‘yn)nEN* € )‘(xn)nEN* = (Al'n)neN*a onde (xn)nEN*’ (yn)neN* €
P e )\ € R, entdo /P é um espago vetorial, e a aplicagdo

1
oo P
T = (Tp)nen+ € = ||z]| = (Z |zn|p> eR

n=1

é uma norma em /7.

Nao havendo dificuldades em tratar o caso em que p = 1, analisemos o caso
emquep > 1.

Antes disso, vamos provar trés afirmagdes:

Afirmacio 1: Se0 < a <1lea,b>0,entioa®' ® < aa+ (1 — a)b.

Sem perda de generalidade, suponhamos que 0 < a < b (o caso em que a =
b = 0 é 6bvio). Consideremos a aplicagio derivével ¢ € [a,b] — t!~% € R. Pelo
teorema do valor médio, existe ¢ € (a, b) tal que

(1—a)t™%b—a) =bl"%—al"2

Como a < t, entdo t~* < @~ Dai, b'™* —a'™® = (1 — )t (b —a) <
(1 —a)a=*(b— a). Multiplicando essa desigualdade por a®, temos a®b! = — a <
(1 —-a)(b—a),istoé,

a®b' ™ < aa + (1 — a)b.

Afirmacao 2: Seja g € R tal que % +% =1 Sen € Nezg,x1,...,Tn,
y07y17'-‘7yn6R,entﬁo

> ek < (Z ka|p> . (Z |yk\q> .
k=0 k=0 k=0
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(Desigualdade de Holder").

n n
Com efeito, o caso em que Y |xx|P = 0 (ou > |yx|? = 0) é claro.
k=0 k=0

n n
Assim, suponhamos que > |zgx[P > 0e Y |yg/? > 0. Para cada k, com
k=0 k=0

0 < k < n, consideremos

Tk |P Yk |?
> |zjlP > lyile
j=0 Jj=0

Aplicando a Afirmacdo 1, com o = ;1), temos

1 1
(ak)l/p . (bk)l/q = ag . b}c*a < aap + (1 — a)bk = Eak + &bk'

Logo,
£ ‘ k|

1
; R AT
n P n q x:|P y~q
(Zolep> <Zoyqu> =’ =
J= J=

paracadak =0,1,...,n.
Assim,

zn: £ . |y < 2”: LI G 71
1 1 — )
k=0 | [ n P n e k=0 | P i ET i |51
'Zo |25[P 'Zo ly;19 =0 =0
J= J=
ou seja,
n n
>zl - |yl e |z [P
k=0 R =
n 1 n 1 — P n
(35 o) (£ )" 7T el
k=0 k=0 k=0

n
p
kgo\yﬂ 11
ro | B— =+ =1,
T\ S Jywlr b4
5=0

seguindo a desigualdade desejada.

'Otto Ludwig Holder (1859-1937): Nascido em Stuttgart, Alemanha, estudou engenharia no
Instituto Politécnico de Stuttgart por um ano, e em 1877 foi para Universidade de Berlim. Sua drea
de pesquisa era a convergéncia das Séries de Fourier, posteriormente se interessando pela Teoria dos
Grupos. Em 1884 descobriu a desigualdade que leva seu nome.
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Afirmacdo 3: Sen € Nexg,x1,...,Zn, Y0, Y1, - - -, Yn € R, entdo
1 1 1
n 3 n P n P
<Z |z + yk|p> < (Z !wk!p) + (Z \yk:!p>
k=0 k=0 k=0
(Desigualdade de Minkowski®).
n n
O resultado € claro se Y |zj + yix| = 0. Assim, suponhamos que ) |z +
k=0 k=0

yk| > 0. Nesse caso, temos

n n
Slwe +yrlP = |k 4yl ok + il

k=0 k=0
n n
<D ok +url okl + D ok + v
k=0 k=0
1 1
n P n q
S (Z Il’k!p) . (Z(Ifck + yklpl)q>
k=0 k=0

. L, L
+ (Z \ykp> ' (Z(’%erk’p_l)q) )
k=0 k=0
onde a dltima desigualdade foi obtida aplicando duas vezes a desigualdade de Hol-
der.

Como % + % = 1 implica p = (p — 1)g, segue que

> e+ yklP < (Z $k|p> : (ZWH—%”)

k=0 k=0 k=0
1 1
n A i
+ (Z ka|p> : <Z |z, +yk|”)>
k=0 k=0
1 1 1
n 7 n » n ’
= (Z |, +yk1p> ' (Z \wk\p> + (Z |yk\p>
k=0 k=0 k=0

n
Multiplicando esta desigualdade por < > ok +yel? > > 0, vem
k=0

Q=

1—1 1 1
n q n P n P
(Z |2y, + yk:|p> < (Z |$k:|p> + (Z yk|p> :
k=0

k=0 k=0

2Hermann Minkowski (1864-1909): Nascido em Alexotas, Império Russo (hoje Kaunas, Litua-
nia), mostrou seu talento para matemadtica ainda cedo, ao estudar no gindsio em Konigsberg, Alema-
nha. Em 1883 ganhou o prémio da Academia de Paris por ter dado uma solugdo para o problema do
nimero de representa¢des de um inteiro como soma de cinco quadrados. Seu interesse era pela ma-
temadtica pura, em particular, pelas Formas Quadréticas e pelas Fragdes Continuas. Sua contribui¢ao
mais original foi sobre Geometria dos Numeros, conduzindo-o a trabalhar em Corpos Convexos.
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seguindo a Afirmacao 3.

Com as trés afirmacdes que acabamos de demonstrar, vejamos que ¢¥ é um
espaco normado. Com efeito, o fato de /P ser um espago vetorial segue diretamente
da desigualdade de Minkowski, obtida na Afirmacao 3. Além disso, a aplicagdo

+oo P
& = (Tn)nen~ € by — [[z]| = (Z wd”) €R
n=1
¢ uma norma em ¢,,. Realmente, as condi¢des (nl) e (n2) da Defini¢do 1.2 podem
ser facilmente verificadas. J4 a condi¢do (n3) provém diretamente da desigualdade
de Minkowski. Portanto, £,, ¢ um espago normado.

1.6 Funcoes continuas

Nesta sec¢do, vamos estudar uma classe importante de fungdes entre espacos
métricos: as funcdes continuas.

Definicao 1.16. Sejam M e N dois espacos métricos. Uma funcdo f: M — N é
dita continua em a € M quando, para cada € > 0, existe § > 0 tal que se x € M
ed(xz,a) <9, entdo d(f(x), f(a)) < e. Uma fungdo f: M — N é dita continua
quando ela é continua em todos os pontos de M.

Podemos dizer, de forma equivalente, que f: M — N é continua em a € M
quando, para cadae > 0, existe 6 > Otal que f(B(a;d)) C B(f(a);e) (ver Figura
8).

fB(a;3))

Figura 8: f(B(a;9)) C B(f(a);e).

Devemos observar que a noc¢do de continuidade num ponto depende apenas do
comportamento de f nas proximidades do ponto. Assim, se existir uma bola aberta
B = B(a;r) tal que a restri¢do f|p seja continua em a, entdo f: M — N serd
continua no ponto a. De modo geral, se f|x for continua em toda parte limitada
X C M, entao f: M — N € continua, lembrando que X é limitado quando esta
contido em alguma bola aberta.
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Exemplo 1.20. Uma aplicac@o constante f: M — N, definida por f(xz) =k € N
para todo z € M, é uma funcdo continua. Temos também que, se £/ é um espaco
normado, a norma ||-||: E — R é uma fungéo continua, pois ||z||—||y|| < ||z—yl|
para quaisquer z,y € I.

Exemplo 1.21. Sejam E e F’ dois espagos normados. Se f,g: E — F'sdo fungdes
continuas, entdo f +¢g: £ — Fecf: E — F,comc € K, sdo fungdes continuas.

Exemplo 1.22. A fungdo f: R — R, dada por f(z) = 2", n € N, é continua em
cada parte limitada de R. Com efeito, se |z| < ae |y| < a, entdo

|xn _yn| _ |:E _y| X ‘:L,n—l _|_:L,n—2 4. _|_xyn—2 _|_yn—1
<o —yl- ("™ + 272 Jyl 4 2l ly" 72+ Jy P
< clz —yl,
onde ¢ = na™ !. Assim, dado ¢ > 0, tomemos § = ¢/c. Notemos que, se
|z —a| < d,entdo |f(z) — f(a)| <clr —a|] <cd=e.

Pelos Exemplos 1.21 e 1.22, segue que um polindmio p(z) = apx™ + --- +
a1z + ap é uma fungdo continua em cada intervalo limitado [a,b]. Logo, todo
polinémio p: R — R é uma fun¢do continua. De modo anélogo, temos que um
polindmio p: C — C dado por p(z) = a,z" + -+ + a1z + ag, onde a; € C para
0 <1 < n, é uma funcdo continua.

Exemplo 1.23. (Continuidade das operacdes de soma e multiplicagdo por um es-
calar em um espaco normado)

Seja F/ um espago normado. A operacdo de soma s: E x E — FE definida por
s(z,y) = x+y e a operagdo de multiplica¢do por escalar m: R x E' — F definida
por m(A,x) = Az s@o aplicagdes continuas. Com efeito, fixados xg,yg € F e
Ao € K, temos

I[s(z,y) = s(zo,yo)|l = [[(z +y) — (z0 + yo)ll < [lz — 2ol + [y — vol|
< 2max{|[z — zoll, [ly — yol[}
=2[|(x — 20,y — yo)l|
= 2|[(z,y) — (z0, yo)ll;

para todo (z,y) € E x E, e

[Im(X, 2) = m(Azo)|| = [[Az — Aowol| = [[Az — Aoz + Aoz — Ao
< ][ - A = Aol + [Aol - [z = zoll,

para todo (A, x) € K x E. Dai, s é continua em (¢, y9) € F x E e m é continua
em (Ao, 7o) € K x E.

Definicao 1.17. Quando uma funcédo f: M — N ndo é continua num ponto a €
M dizemos que f ¢ descontinua nesse ponto.
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Quando quisermos mostrar que f é descontinua em a, basta exibirmos um
e > 0 tal que, para todo 6 > 0, seja possivel obter z5 € M com d(z5,a) < d e

d(f(xs), f(a)) = e

Exemplo 1.24. Consideremos a fungdo : R — R definida por {(z) = 1sex € Q
e{(z) = 0sex € R\Q, dita a fungdo caracteristica do conjunto Q. Em todo ponto
a € R, & é descontinua. De fato, tomemos ¢ = 1/2. Dado 6 > 0, tomemos
tal que |x5 — a| < 4, sendo xs racional se a for irracional ou x; irracional se
a for racional. Em qualquer caso, |£(z5) — &(a)] = 1 > 1/2. Portanto, £ é
descontinua em R.

Proposicao 1.22. Se f: M — N ¢ continua no ponto a € M e g: N — P
é continua no ponto f(a) € N, entdo go f: M — P é continua no ponto a.
Consequentemente, a composicdo de fungdes continuas é uma funcdo continua.

Demonstracdo. Seja ¢ > 0 arbitrario. Como g é continua no ponto f(a),
entdo existe A > Otalquesey € N e d(y, f(a)) < A\, entdo d(g(y),9(f(a))) < e.
Agora, como f é continua em a, existe 6 > 0 tal que se x € M e d(z,a) < 9,

entdo d(f(x), f(a)) < A, o que implica que d(g(f(x)), g(f(a)) < e. Logo,

go f: M — P é continua no ponto a. u
E - F
3 /
/ : —

Figura 9: Composicao de fungdes continuas.

Corolério 14. Se f: M — N ¢é continua e se X C M, entdo f|x: X — N é
continua. Em outras palavras, toda restricdo de uma aplicagdo continua é conti-
nua.

Demonstracdo. Com efeito, f|x = f o, ondei: X — M é a aplicacdo de
inclusdo, i(z) = z com z € X. Claramente i: X — M ¢ continua, e, portanto,
flx = f o é continua. |

Xx—L

foi
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Notemos que a reciproca desse coroldrio € falsa, como mostra o Exemplo 1.24.
A fungdo &|g € continua, mas £ ndo é continua em ponto algum de Q.

O préximo resultado traz uma caracterizagdo sequencial da nocao de continui-
dade em espacos métricos.

Proposicao 1.23. Seja f: M — N uma aplicacdo. As seguintes afirmagdes sdao
equivalentes:

a) f é continua em a;
b) Para toda sequéncia (x,,) em M, com x,, — a, tem-se f(x,) — f(a).

Demonstracdo. a) = b): Suponhamos que f seja continua em a. Dai,
dado € > 0 arbitrdrio, existe § > 0 tal que se z € M e d(z,a) < 6, entdo
d(f(x), f(a)) < e. Consideremos uma sequéncia (x,,) em M tal que z;,, — a. Dai,
existe ng € N* tal que d(z,, a) < § sempre que n > ng. Logo, d(f(zn, f(a)) < &,
sempre que n > ng. Portanto, como ¢ foi tomado arbitrariamente, segue que

f(zn) = f(a).

b) = a): Suponhamos, por absurdo, que f ndo seja continua em a. Dali,
existe ¢ > 0 tal que, para cada n € N*, existe x,, € M com d(z,,a) < 1/n
ed(f(xzy), f(a)) > e, isto é, existe uma sequéncia (x,,) em M, onde x,, — a, mas
(f(zy)) ndo converge para f(a), o que é um absurdo. Portanto, f é continua em
a. |

Terminamos esta se¢cdo com o préximo resultado, que relaciona a nocdo de
continuidade com a no¢@o de conjuntos abertos.

Proposicao 1.24. Seja f: M — N uma funcdo. As seguintes afirmagcdes sdo
equivalentes:

a) f é continua;
b) f~1(A) é um aberto em M, para qualquer subconjunto A aberto em N.

Demonstracio. a) = b): Seja A um aberto em N. Se f~1(A) = 0, entdo
segue que f~1(A) é um aberto em M. Suponhamos que f~1(A) # () e tomemos
a € f71(A). Como f(a) € Ae A éum aberto em N, existe ¢ > 0 tal que
B(f(a);e) C A. Pela continuidade de f em a, existe 0 > 0 tal que f(B(a;0)) C
B(f(a);e). Dai, f(B(a;8)) C Ae, portanto, B(a;0) C f~1(A). Como a €
f~1(A) foi tomado arbitrariamente, segue que f~!(A) é um aberto em M.

b) = a): Tomemos a € M eec > 0. Como A = B(f(a);e) é um aberto em
N, f~Y(A) é um aberto em M. Como a € f~1(A), entdo existe § > 0 tal que
B(a;0) C f~(A). Consequentemente, f(B(a;6)) C B(f(a);e). Comoa € M
foi tomado arbitrariamente, segue que f é continua. |
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1.7 Densidade

Definicdo 1.18. Um subconjunto X C M ¢é dito denso em M quando X = M.
Em outras palavras, X é denso em M quando para todo a € M e para todo r > 0,
tem-se B(a;r) N X # .

Exemplo 1.25. Como todo intervalo aberto de nimeros reais contém nimeros ra-
cionais e nimeros irracionais, temos que Q é denso em R e R \ Q também é denso
em R.

O préximo resultado implica que o conjunto dos elementos x € R"™ cujas co-
ordenadas sdo nimeros racionais, denotado por Q", é denso em R™. Também é
denso em R" o conjunto dos elementos x € R™ cujas coordenadas sdao nimeros
irracionais.

Proposicao 1.25. Sejam M e N dois espagos métricos e sejam X C M eY C N
subconjuntos densos. Entdo, X XY é denso em M x N.

Demonstracdo. Lembremos que estamos considerando em M X N a métrica
do Exemplo 1.3. Fixemos (a,b) € MxNer > 0. Comoa € M e X = M, temos
B(a;r)NX # 0. Analogamente, B(b;r)NY # (). Lembrando que B((a,b);r) =
B(a;r) x B(b;r). (Proposi¢do 1.5), vem que B((a,b);r) N (X x Y) # (). Logo,
X XY C M x N édenso. |

Terminamos esta secdo com o seguinte resultado:

Proposicao 1.26. Seja X um subconjunto de R". Entdo existe um conjunto enu-
merdvel EE C X, que é denso em X, isto é,

EnX=X.
Demonstracao. Consideremos a colecdo de bolas
B={B(a;r);a € Q",r € Q) e B(a;r) N X # 0}.
Como B é enumeravel, ponhamos
B={Bi,...,Byg,...}.

Para cada k € N*, seja x, € By N X.
Afirmagdo: £ = {z1,...,2,... } édensoem X, ouseja, EN X = X.

Com efeito, tomemos z € X e e > 0. Fixando r € (0,5) N Q, existe a €
B(z;r) N Q™ (lembre que Q = R e Q® = R™). Portanto,

x € B(a;r) N X,
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donde concluimos que B(a;r) € B. Seja kg € N* tal que B(a;r) = By,. Uma
vez que
|k = 2l| < llzge —all + |z —all <r+7r=2r<e,

segue que B(x;e) N E # (. Assim, EN X = X, o que completa a demonstragdo.
|

1.8 Espacos métricos completos

Defini¢do 1.19. Uma sequéncia (x,,) em um espaco métrico M é dita uma sequén-
cia de Cauchy quando, para cada € > 0, existe ny € N tal que d(xy,,zy,) < €
sempre que n, m > ny.

Nao ¢é dificil ver que foda sequéncia convergente em um espagco métrico é uma
sequéncia de Cauchy. Além disso, é facil ver que toda sequéncia de Cauchy é
limitada. O préximo resultado fornece uma condicdo para que uma sequéncia de
Cauchy seja convergente.

Proposicio 1.27. Seja (x,,) uma sequéncia de Cauchy em um espago métrico M.
Se (x,) possui uma subsequéncia que converge para um ponto a € M, entdo (z;,)
converge para a.

Demonstracdo. Seja (x,, ) uma subsequéncia de (x,) que converge para o
ponto a € M. Vamos mostrar que lim x,, = a. Para isso, tomemos € > 0. Como
limz,, = a,existe p € N tal que d(zy,,a) < €/2 sempre que n; > p. Agora,
pelo fato de () ser uma sequéncia de Cauchy, existe ¢ € N tal que d(zy,, ) <
/2 sempre que m,n > q. Seja N = max{p, ¢}. Fixando k € N tal que ny > N,
temos

d(zp,a) < d(zp, zn,) + d(zp,,a) <&,

para todo n > N, mostrando o desejado. |

O fato de nem toda sequéncia de Cauchy em um espaco métrico ser convergente
motiva a seguinte definicao:

Definicao 1.20. Um espaco métrico M é dito um espaco métrico completo quando
toda sequéncia de Cauchy em M é convergente.

Uma classe importante de espacos métricos completos € a classe dos chamados
espacos de Banach. Um espaco de Banach é um espaco normado que é completo
segundo a métrica proveniente de sua norma.

Os espacos de Banach sdo objetos de estudo da Andlise Funcional. N&o en-
traremos em detalhes aqui, pois isso foge do objetivo deste livro. Para os leitores
interessados no assunto indicamos [4] e [8]. A seguir vejamos alguns exemplos de
espacos métricos completos.
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Exemplo 1.26. R com sua métrica usual é completo. De fato, seja (z,) uma
sequéncia de Cauchy em R. Como essa sequéncia é limitada, o teorema de Bolzano-
Weierstrass garante que (x,,) possui uma subsequéncia convergente. Dai, pela Pro-
posic¢do 1.27, (z,,) é convergente.

Exemplo 1.27. Os espagos /# sdo espagcos métricos completos. De fato, fixemos
1 < p < oo e seja (zy,) uma sequéncia de Cauchy em ¢P. Notemos que, para cada
n € N*, x,, é uma sequéncia (z]},) de nimeros reais tal que

o
Z |z |P < oo.
m=1
Ou seja, para cada n € N¥,
xn = (2, 2h,...,2%,...) € LP.

Como (z,,) é uma sequéncia de Cauchy em (P, segue que, para cada k € N* fixado,
a sequéncia (z})nen+ € uma sequéncia de Cauchy de nimeros reais, jd que para
quaisquer n e m em N* tem-se

n m
|z = 2| < llzn — 2ml].
Pelo exemplo anterior, (x}),en+ é convergente. Ponhamos
ar = lim zy; ke N
n—o0

Vamos mostrar que a sequéncia a = (ag)ren+ € um elemento de /% e que x,, — a.
Ora, pelo fato de (z,,) ser de Cauchy, (x,,) é limitada (ver Exercicio 15). Assim,
existe M > 0 tal que

[|znll < M,

para todo n € N*. Assim, para todo n € N* e para todo k € N*, temos

i »
(ZWV”) < Jzall < M.
i=1

Agora, fixemos k € N*. Fazendo n — +o0 na desigualdade acima, temos

. >
i=1

Como k € N* foi fixado arbitrariamente, a desigualdade anterior mostra que a €
¢P. Para mostrar que x,, — a, tomemos £ > 0. Pelo fato de (z,,) ser de Cauchy,
existe ng € N tal que

13
|7 — 2| < 9
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sempre que n, m > ng. Para todo £ € N* temos

‘ : )
Skt —a'? ) < llan —anll < 5,
=1 2

sempre que n,m > ng. Agora, fixemos k € N* e n > ng. Fazendo m — +o0,
obtemos

1
k P
€
(Z |zt — a@,p) <z
, 2
=1
Como k € N* foi fixado arbitrariamente, segue da desigualdade anterior que
€
l|zn —al| < 5 <€
sempre que n > ng, mostrando o desejado.

O préximo resultado mostra que o produto cartesiano de dois espacos métricos
completos é um espaco métrico completo.

Proposicao 1.28. Sejam (M, dy) e (N, dz) dois espacos métricos completos. En-
tdo (M x N, d) é um espaco métrico completo, onde d é a métrica usual de M x N.

Demonstracdo. Seja (z;,),en+ uma sequéncia de Cauchy em M x N. Entio,
para cadan € N*, z, = (2, yn) € M X N. Assim, (z,,),en+ € uma sequéncia
em M e (Yn)nen+ € uma sequéncia em N. Como, para quaisquer n e m em N*,
temos

dy(xp, Tm) < d(2n, 2m)

dQ (yna ym) S d(Zna Zm)a

segue que (p)nen+ € de Cauchy em M e (y,)nen+ € de Cauchy em N. Pela
completude de M e N, existema € M eb € N tais que z,, — a ey, — b. Como,
para todo n € N*,

d(zp, c) = max{di(zn, a),d2(yn,b)},

onde ¢ = (a, b), concluimos que z, — c. [

Corolario 1.5. R" é um espaco métrico completo. Em particular, R"™ é um espago
de Banach.

Demonstracio. Basta observar que, pela Proposi¢do 1.28, se (M;,d;) é um
espaco métrico completo para 1 < ¢ < n,entdo M = M; X Ms X --- X M, € um
espago métrico completo. Em outras palavras, o produto cartesiano de n, n € N¥,
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espacos métricos completos é um espaco métrico completo. |

Observamos que R™ é completo com a métrica euclidiana, ja que
de(,y) < nd(z,y),

para quaisquer z e y em R".
Terminamos esta secdo com o préximo resultado.

Proposicao 1.29. Um subespaco fechado F' de um espaco métrico completo M
também é completo.

Demonstracdo. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em F'. Como M é com-
pleto, existe a € M tal que x,, — a. Como F' é fechado, segue que a € F'. Isso
prova a completude de F'. |

1.9 Exercicios

(1.1): Sejam M um conjunto ndo vazioe d: M x M — R uma funcio que satisfaz
as seguintes condicdes:

(i) d(z,y)=0=z=uy;
(ii) d(z,z) < d(z,y) + d(z,y), para quaisquer z,y,z € M.
Mostre que d € uma métrica em M.
(1.2): Considere as seguintes fungdes d: R x R — R;
(i) d(z,y) =x — y, para quaisquer x,y € R;

(i) d(z,y) = (x — y)?, para quaisquer z,y € R;
(i) d(z,y) =2[z—y

, para quaisquer =,y € R.

Quais das fungdes acima nio sdo uma métrica em R? Quais das condigdes
d1) a d4) da definicdo de métrica ndo sdo verificadas?

(1.3): Sejam (M, d) um espago métrico e S C M ndo vazio. Mostre que (S, d;) é
um espaco métrico, com
ds = d|sxs;
ou seja, dg ¢ a restri¢do da funcdo d ao conjunto S x S.

O espago métrico (S, ds) é chamado subespaco de M e a métrica ds é cha-
mada métrica induzida por d.
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Sejam (M, d;) e (N, dz) dois espagos métricos. Defina, para (a,b) e (¢, d)
em M x N,

d((a> b)v (C¢ d)) = maX{dl (a7 6)7 d2(b7 d)}
Prove que d € uma métrica no produto cartesiano M x N.

Com a notagdo do Exercicio 1.3, para cada a € S e cada r > 0, considere
Bs(a;r) ={z € S;ds(x,a) < r},

Bs(a;r) ={z € S;ds(z,a) <r}

Ss(a;r) ={x € S;ds(x,a) =1},

a bola aberta, a bola fechada e a esfera de centro a e raio r em (S, dy),
respectivamente.

i) Verifique que Bs(a;r) = B(a;r)NS, Bs[a;r] = Bla;r|NSe Ss(a;r) =
S(a;r)NS.

ii) Determine B;(0;2), Bs[0;2] e S5(0;2) para S = (0, 3), com a métrica
induzida pela métrica usual em R.

Prove que, para cada x = (z1, z2,...,x,) € R",
n
llzllz =) loxl
k=1

define uma norma em R".

Seja X um conjunto ndo vazio. Uma funcdo real f: X — R & dita limitada
quando existe k& > 0 tal que |f(z)| < k para todo x € X. Considere
B(X) = {f: X — R; f élimitada }. Mostre que (B(X),d) é um espago
métrico, onde

d(f,g) = sup | f(z) — g(z)|,

zeX
para quaisquer f,g € B(X).

Considere também C(X) = {f: X — R;f écontinua}. Prove que se
X =[a,b],comaebemR, a < b, entdo C([a, b]) € um subespago normado
de B([a, b]).

Seja (E, || -||) um espaco normado. Mostre que (E x E, ||| -|||) € um espago
normado, com

I, )|l = max{][z]], [[y][},
paracada (z,y) € E x E.
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(1.9): Mostre que todo espaco métrico € uma reuniio enumeravel de subconjuntos
limitados.

(1.10): Sejam X e Y dois subconjuntos limitados de um espagco métrico M. Prove
que X UY € limitado.

(1.11): Sejam E um espaco normado e X um subconjunto ndo vazio de E. Prove
que X é limitado se, e somente se, existe > 0 tal que X C B(0;7).

(1.12): Sejam E um espaco normado ¢ M um subespago fechado em E. Se xg €
E \ M, prove que

d(xg, M) := inf{||zg — z||;x € M} > 0.
(1.13): Seja (M, d) um espago métrico com d sendo a métrica discreta. Prove que

todos os subconjuntos de M sdo conjuntos abertos e também conjuntos fe-
chados.

(1.14): Seja M um espago métrico e seja F' C M finito. Prove que F’ = ).
(1.15): Sejam X e Y dois subconjuntos de um espaco métrico M. Prove que:
1) int(XNY)=
(ii) int
(i) XUY =XUY;
(v XNnYcCcXnY.

(1.16): Mostre que X C M é denso se, e somente se, int(M \ X) = 0.

(1.17): Sejam M e N dois espagos métricos e seja f: M — N uma funcdo. Prove
que as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

(i) f é continua;
() f(X)C f(X) paratodo X C M;
(iii) f~1(Y) é fechado em M qualquer que seja Y fechado em N.

(1.18): Sejam M e N dois espagos métricos e seja f: M — N uma fungdo continua
bijetiva. Se f~!: N — M é continua, dizemos que f é um homeomorfismo
e que M e N sido espagcos homeomorfos. Prove que:

(i) Duas bolas abertas em um espago normado sdo homeomorfas;

(ii)) Toda bola aberta de um espaco normado E € homeomorfa a F.

(1.19): Seja (x,,) uma sequéncia de Cauchy em um espago métrico M. Prove que
(z,) é limitada.
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2

Prove que C" é um espago de Banach.

Seja £°° o conjunto de todas as sequéncias limitadas de niimeros reais. Para
cada x = (x,) € £°°, defina

||2[| = sup{|zn|;n € N}

Prove que (£°°, | - ||) é um espago de Banach. (Note que /> = B(N*), caso
particular de be(X), dado no Exercicio 1.7).

Prove que um subespaco completo de um espago métrico qualquer é fechado.

Seja cpg o conjunto de todas as sequéncias de niimeros reais cujos termos sao
iguais a zero a partir de um certo indice. Para cada x = (x,,) € cqo, defina

||z]| = sup{|zn|;n € N*}.
Prove que cgp ndo é um subespago fechado de /*°.

Prove que um espago métrico M é completo se, e somente se, para toda
sequéncia decrescente F; O Fy D --- D F,, D ... de subconjuntos fe-
chados ndo vazios de M, com limdiam(F,,) = 0, existe a € M tal que

N F, = {al).
n=1



Capitulo 2

Espacos Métricos Compactos

No contexto dos espacos métricos, a no¢ao de compacidade substitui a ideia de
“finitude”, proveniente da teoria dos conjuntos. Tal no¢do possui uma grande im-
portancia em Andlise Matemdtica, principalmente pela sua notdvel ligacdo com o
conceito de continuidade. Este capitulo é dedicado ao estudo dos espagos métricos
compactos, destacando-se as peculiaridades desse conceito no dambito dos espagos
normados.

2.1 Compacidade e coberturas abertas

Definicido 2.1. Seja X um subconjunto de um espaco métrico M. Uma familia
C = (C)ier de subconjuntos de M é dita uma cobertura de X se

X C U C;.
icl
Além disso, se J for um subconjunto de I e
X C U Ci,
ieJ
dizemos que C' = (C}) jej € uma subcobertura de X.
Observacio 2.1. Consideremos as notagdes da Definigdo 2.1. As vezes, classifica-
mos a cobertura C = (C});er de X em M levando em consideracdo a cardinalidade
de I ou propriedades topoldgicas de cada C; (¢ € I). Por exemplo, C é dita uma
cobertura finita de X (respectivamente, enumeravel) se I € finito (respectivamente,

enumeravel), ou ainda, C é dita uma cobertura aberta de X se cada C; é aberto
(1 el).

Definicao 2.2. Um subconjunto K de um espago métrico M é dito compacto se
cada cobertura aberta C = (U;);c; de X em M possui uma subcobertura finita de
X, ou seja, se existem iy, ...,1; € I, com k € N¥, tais que

X CU, U---Ul,.

41
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Exemplo 2.1. Seja (zj)ken+ uma sequéncia em M convergindo para a € M.
Entao

K = {zp;k e N‘} U {a}

¢ um subconjunto compacto em M.

De fato, seja C = (U;);c; uma cobertura aberta de K. Tomemosig € [ er > 0
tais que
B(a;r) C Uj,.

Como lim =z = a, existe ky € N tal que
k—+o0

xr € B(a;r)

para todo k& > ko. Por outro lado, para cada k € {1,...,ko}, seja iy € I de forma
que xy, € U;, . Portanto,

K CU;, U---Ully, UlUi,
o que significa que K é um subconjunto compacto de M.
Exemplo 2.2. O intervalo

0,1]] ={zx eR;0<z <1}
ndo € um subconjunto compacto de R.

De fato, para cada n € N*, ponhamos

1
U, == (,2) ,
n

que é um subconjunto aberto de R. E ficil ver que

0,11 C | Un,

neN*

isto é, C = (Up)nen+ € uma cobertura aberta de (0, 1] em R. Entretanto, C ndo
possui uma subcobertura finita de (0, 1].

No restante desta sec@o, deduziremos algumas propriedades basicas dos sub-
conjuntos compactos de um espaco métrico.

Proposicao 2.1. Seja K um subconjunto compacto de um espaco métrico M. En-
tdo K é fechado e limitado.
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Demonstracdo. Inicialmente, vejamos que K ¢é fechado. Para tanto, mos-

tremos que U := M \ K é um conjunto aberto. Com efeito, seja a € U. Entdo

tomando 7, = dlz,a) para cada r € K, temos

5>
a ¢ B(x;ry).

Como K € compacto e

K C U B(z;ry),
zeK

existem j € N*exq,...,x; € K tais que
K C B(x1;74,/2) U+ U B(xj572,/2).
Logo, V := B(a;rs; /2) N -+ N B(a;74,;/2) é um subconjunto aberto de M,

contendo a € U, tal que
VNK =0.

Isto significa que V C U, ou seja, U é aberto.
Para ver que K ¢é limitado, basta notar que

K C U B(x;1),
reK

donde existem £ € N* e x1,...,xy € K tais que
K C B(z1;1)U---U B(xg;1).

Assim, a demonstragdo estd concluida. |

Proposicao 2.2. Seja M um espaco métrico compacto e suponhamos que F' seja
um subconjunto fechado de M. Entdo F' é compacto.

Demonstracdo. Seja C = (U;);c; uma cobertura aberta de F' em M. Como
M é compacto, M \ F ¢é aberto e

M = (UUZ) U(M\F),
icl
existem j € N* e 41,...,4; € I tais que
MZUZ'lU”'UUijU(M\F).

Consequentemente,
FClUU---Ul

donde concluimos que F' é compacto. |

7

O nosso préximo objetivo é demonstrar o Teorema de Cantor, referente a uma
sequéncia encaixada de subconjuntos compactos € ndo vazios de um espago mé-
trico. Para tanto, comegamos com o seguinte resultado:
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Lema 2.1. Seja (K;)ier uma familia de subconjuntos compactos e ndo vazios de
um espago métrico M. Suponhamos que, para cada subconjunto finito J de 1, seja
vdlido
() Ki # 0.
ieJ
Entdo K = () K; é compacto e ndo vazio.
i€l
Demonstracdo. Em virtude da Proposi¢ao 2.2, concluimos que K é com-
pacto.
Vejamos que K # (). Suponhamos, por absurdo, que exista igp € I com a
seguinte propriedade: para cada x € K, existe 7, € I tal que

xT ¢ f(x ﬁ:_K%w.
Como K, é compacto, cada U, := M \ K, é aberto (x € K;,) e

KiyC |J U,
$6Ki0

existem j € N* e zq,...,x; € K, tais que
}(m C:&QllJ-"UZfo

Portanto,
KiyNKg N NKy =0,

0 que € uma contradi¢do. Assim, K = (| K; # 0. |
el

Corolario 2.1. (Cantor): Seja (K, )nen+ uma sequéncia de subconjuntos com-
pactos e ndo vazios de um espago métrico M, e suponhamos que

KiDKeD---DKp,D---.

Entdo K = (| K, é compacto e ndo vazio.
neN*
Demonstracao. Segue imediatamente do Lema 2.1. |

2.2 Compacidade e compacidade sequencial em espacos
métricos

O objetivo central desta secio € apresentar outras possiveis formulacdes para o
conceito de compacidade no contexto dos espagcos métricos.

Teorema 2.1. Seja M um espaco métrico. As seguintes afirmagcdes sdo equivalen-
tes:
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(a) M ¢é compacto;
(b) Todo subconjunto infinito de M possui um ponto de acumulagdo;

(¢c) M ¢ sequencialmente compacto, isto é, toda sequéncia em M possui uma
subsequéncia convergente.

Demonstracio. (a) = (b): Seja A um subconjunto infinito de M. Entdo
existe
{z1,...,2pn,...} CA

infinito e enumeravel. Para cada n € N*, consideremos

F, ={zn,zps+1,...}.
Afirmagdo: () F, # 0.
neN*
Para cada n € N*, sejald,, := M \ F,,. Se ocorresse

r} Fh::®7

neN*

= (Un)nen~ seria uma cobertura aberta de M (que é compacto), donde existiriam
Jj€Nen; <--- <nj;emN* tais que

M=Up, U---Uly,.
Dai, teriamos
0=M\Up, U---Uly,) = Fy N---NEy, = Fry,

o que nao € verdadeiro. Isso estabelece a presente afirmacao.

Assim, tomemos a € () F,. Como cada F;, é um subconjunto infinito de M
neN*
(n € N¥), concluimos que a é um ponto de acumulagio de A.

(b) = (c): Agora, seja (x,)nen+ uma sequéncia em M e consideremos X =
{z1,...,Zn,...}. Se X é finito, entdo (x,),ecn+ possui uma subsequéncia cons-
tante e, portanto, convergente. Caso X seja infinito, seja @ € M um ponto de
acumulagdo de X. Indutivamente, podemos definir uma subsequéncia (x,, )ken+
de (xp)nen+ tal que

Tny € B(a;1) e xp,,, € Ba;ry),

onde 7, = min {ﬁ, d(xp,; a)}. Logo, lim z,, = a.

(c) = (a): Seja (V;)icr uma cobertura aberta de M.
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Afirmacao 1: Existe » > 0 tal que, para cada y € M, € possivel encontrar ¢ € [
de modo que B(y;r) C V;.

Suponhamos que essa afirmacdo nio seja verdadeira. Nesse caso, para cada
n € N*, existe y, € M de forma que

B(;,n;i)m(M\vi)#@

para todo ¢ € I. Por hipétese, existem N’ C N* infinito e b € M, tais que
li%l Yn = b. Sejam ig € I e € > 0 de modo que
neN’

B(b; 8) C Vio-

Como Aierlr\ll/ yn = b, existe ng € N, com nio < 5, tal que
€
d(ymb) < 5

sempre que n € N’ e n > ng. Portanto, seguem imediatamente as inclusdes

1
B (yno; > C B(b;e) C Vjy,
no
o que é uma contradi¢do. Dai, estd provada a Afirmacao 1.

Afirmacdo 2: Dado s > 0, existem j € N* e y1,...,y; € M tais que
M = B(y1;s) U---U B(y;; 5).
Admitamos que essa afirmacdo seja falsa e tomemos b; € M. Assim,
M # B(bi;s)
e podemos encontrar b, € M tal que
d(ba,b1) > s.

Analogamente,
M # B(by;s) U B(ba; s),

donde existe b3 € M tal que
d(bg,bl) > s € d(bg,bQ) > s.

Prosseguindo dessa forma, definimos indutivamente uma sequéncia (b, )pen+ em
M satisfazendo
d(by,bp) > s
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para quaisquer m,n € N*. Logo, (by)nen+ ndo possui subsequéncias de Cau-
chy em M. No entanto, isso contradiz a hip6tese de que M € sequencialmente
compacto. Dai, estd constatada a Afirmacao 2.

Passemos a demonstracido de que M é compacto. De fato, aplicando a Afir-
magdo 2 com o nimero real » > 0 obtido na Afirmacio 1, sabemos que existem
JjEeN“eyr,...,y; € M tais que

M = B(yi;r)U---UB(y;;7).
Ainda pela Afirmagéo 1, paracada k € {1,...,j}, existe iy, € I de modo que
B(yk;r) C V'Lk

Portanto,
M = B(yi;r)U---UB(yj;7) =V U--- UV,

Isso conclui a demonstracdo de que M é compacto. |

No restante desta se¢ao, aplicaremos o Teorema 2.1 com a finalidade de deduzir
alguns resultados importantes que relacionam a noc¢éo de compacidade e o conceito
de continuidade.

Proposicao 2.3. Sejam M e N dois espacos métricos, com M compacto, e con-
sideremos uma aplicacdo continua f: M — N. Entdo Imf é um subconjunto
compacto de N.

Demonstracdo. Pela equivaléncia entre as condicdes (a) e (c) do Teorema
2.1, a presente proposicdo estard provada se constatarmos que toda sequéncia em
Imf possui uma subsequéncia convergindo a um elemento de Im f.

Com efeito, seja (Y )nen+ uma sequéncia em I'mf e, para cada n € N*, con-
sideremos x,, € M tal que f(z,) = yn. Assim, (z,)nen+ € uma sequéncia no
espago métrico compacto M. Pelo Teorema 2.1, existem N’ C N* infinitoe a € M
tais que

Jigyon =

Como f € continua, temos

lim g = lim () = f(a) € I,

neN’ ne
seguindo assim a conclusdo desejada. |
Da Proposi¢ao 2.3, podemos obter um importante teorema cldssico de Wei-

erstrass, referente a existéncia de valores extremos para fungdes reais continuas,
definidas em espagos métricos compactos.



48 CAPITULO 2. ESPACOS METRICOS COMPACTOS

Corolario 2.2. (Weierstrass). Sejam M um espaco métrico compacto e f: M —
R uma funcdo continua. Entdo existem a,b € M tais que

fla) < f(x) < f(b)
para todo x € M.

Demonstraciao. Pela Proposicdo 2.3, I'm f € um subconjunto compacto de R.
Sendo I'm f um conjunto limitado (Proposicdo 2.1), consideremos

a=inf{f(z);ze M} e p=sup{f(zx);z e M}.

Afirmacdo: o, € Imf.
Realmente, para cada n € N*, seja x, € M tal que

1
agf(xn)<oa—|—g.

Nesse caso, lim f(z,) = «, donde o € I'mf = Imf (Proposi¢do 2.1). Analo-

n—-+4o0o

gamente, 5 € Imf.

Pela afirmacdo que acabamos de demonstrar, existem a, b € M tais que

fla) = a < f(z) <5 = f(b)

para todo x € M. |

Corolario 2.3. Sejam M e N dois espacos métricos, com M compacto, e suponha-
mos que f: M — N seja uma bijecdo continua. Entdo f é um homeomorfismo.

Demonstracdo. Denotemos por g: N — M a aplicacdo inversa de f. Fixe-
mos b € N arbitrariamente e vejamos que g é continua em b.

Suponhamos, por absurdo, que g néo seja continua em b, e ponhamos ¢(b) = a.
Nesse caso, existem € > 0 e uma sequéncia (¥, )nen+ em N tais que

Ay t) < e dlglya).o(b) >

Para cada n € N*, seja x,, = g(y,). Como M é um espago métrico compacto, o
Teorema 2.1 garante a existéncia de N’ C N* infinito e ¢ € M tais que

lim z, = c.
neN/

Sendo f continua, temos

£(e) = lim, f(on) = lim yn = b = f(a),
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donde concluimos que ¢ = a (f € injetora). Entretanto, isso nao pode ocorrer, pois
d(c,a) = lim d(zp,a) = lim d(g(yn), g(b)) > e > 0.
nelN/ neN’

(veja o Exercicio 2.1). Dali, resulta que g € continua em b € N e, portanto, ¢ uma
aplicacdo continua. |

Exemplo 2.3. (a) Para cada n € N*, R" ndo € um espago métrico compacto, pois
nao é um conjunto limitado (Proposi¢do 2.1);

b)) B ={x = (z1,...,7,) € R%|[z]|> = 22 + --- + 22 < 1} ndo é um
subconjunto compacto de R", jd que a aplicacio
x

—— €B
L+ |||l

fixeR"—

€ um homeomorfismo (veja a Proposi¢do 2.3 e o Exercicio 2.2);

0 B={r=(x1,...,7p) ERY||z]?P =22+ -+ 22 < 1} éum sub-
conjunto compacto de R™. De fato, tomemos uma sequéncia (z,),cn+ em B.
Assim, (z,,)nen+ € uma sequéncia limitada em R", e podemos utilizar o teorema
de Bolzano-Weierstrass (védlido em R™) para obter N’ C N* infinito e a € R" tais
que

fi o=
Além disso, como || - || € uma func@o continua, vem que
lall = tim [fal| < Tim 1 =1,

isto é, @ € B. Dai, B é um subespaco métrico compacto de R".

Exemplo 2.4. A condicdo “M compacto” ndo pode ser suprimida do enunciado
do Coroldrio 2.3.

De fato, seja ¥ = {0, 1, %, %,} e definamos uma bijecdo f: N* — YV

0, se n=1;
fln) =14
1’ N nE{Q,S,}

Como N* é um conjunto discreto, f é continua. Apesar disso, a sua func¢do inversa
f~':Y — N*, dada por

_ 1, se t=0;
FH) = ]
I+, se teY\ {0},

pondo

ndo é continuaem 0 € Y, pois lim 1 =0, mas
n—+oo "

lim f~! <1> = lim (1+n) = +oo.

n—-+oo n n—-+oo

Em resumo, f: N* — Y € uma bije¢@o continua que ndo ¢ um homeomorfismo.
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2.3 Compacidade em R": o teorema de Heine-Borel

O objetivo desta secdo é caracterizar os subconjuntos compactos de R™ como
sendo, precisamente, aqueles que sdo fechados e limitados. Para tanto, comeg¢amos
com dois resultados preliminares: o teorema da interse¢do de Cantor e o teorema
de Lindelof.

Teorema 2.2. (Cantor): Seja (Fy)ren+ uma sequéncia de subconjuntos fechados
e ndo vazios de R". Suponhamos que F seja limitado e que

FFOoOFRD>---DF,D---.

Entdo (\ Fy # 0.
keN*

Demonstracdo. Para cada k € N*, tomemos z € Fj. Portanto, (zj)ken+ €
uma sequéncia cujos termos pertencem ao conjunto limitado F;. Pelo Teorema de
Bolzano Weierstrass (vdlido em R™), existem N’ C N* infinito € a € F; (lembre
que F é fechado), tais que

lim z; = a.

keN’
Fixemos ky € N* arbitrariamente e ponhamos N’ = {k € N';k > ko}. Nesse
caso, para todo k € N”, temos

x, € i C Fko,

o que implica
a= lim x; € F]
keNn R ko

(lembre que F},, € fechado). Da arbitrariedade de kg € N*, segue que a € () Fj.
keN*
[ |

Observacao 2.2. O Teorema 2.2 garante que uma sequéncia encaixada de subcon-
juntos fechados, limitados e ndo vazios em R” usufrui da propriedade deduzida
no Coroldrio 2.1, que foi obtida para sequéncias encaixadas de subconjuntos com-
pactos e nao vazios em um espaco métrico M (Corolério 2.1). Este fato sugere a
possibilidade de os conjuntos fechados e limitados em R™ possuirem outras carac-
teristicas tipicas dos espagos métricos compactos.

Teorema 2.3. (Lindelof). Seja X um subconjunto de R™ e consideremos uma
cobertura aberta C = (U;);cr de X. Entdo existe um subconjunto enumerdvel J
de I tal que
X C U U;.
i€J
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Demonstracio. Pela Proposicdo 1.26, existe um subconjunto enumeravel
E={zx1,x9,...,2k,...}
de X, que € denso em X. Consideremos a colecio de bolas abertas
B ={B(x;r);xz € E,r € Q7 eexiste i € I de modo que B(x;r) C U;}.
Fixemos uma enumeragao
{B1,Bs,...,Bg,...}

de B.
Afirmacdol: X C | By.

keN*
De fato, seja x € X. Como C = (U;);ecr é uma cobertura aberta de X, existem

ip € I er € QY tais que
B(x;2’r) C Z/[Z'O.

Como E € denso em X, existe kg € N* tal que
||z — 2kl <1,

isto é, v € B(zk,;r). A demonstragdo da Afirmacédo 1 estara concluida ao verifi-
carmos que
B(xy,;r) € B.

Para tanto, mostraremos que B(zk,; ) C U;,. Com efeito, dado y € B(zk,; 7).
temos

ly = ll = [[(y — xro) + (2o — 2| <ly = wio || + |2gy — 2l <747 =2r,

o que implica
y € B(x;2r) C Uy,.

Afirmacao 2: A cobertura C = (U;);c; de X admite uma subcobertura enumera-
vel.

Realmente, para cada k& € N*, fixemos i, € I de forma que By, C U;,. Pondo
J = {i1,i2,...,0, ... }, segue da Afirmacdo 1 que

X C UBkC Uuik:Uui’

keN* keN* ieJ

resultando o desejado. |

Agora, jd podemos apresentar o principal resultado desta secao.
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Teorema 2.4. (Heine-Borel). Seja K um subconjunto de R". As seguintes condi-
¢oes sdo equivalentes:

(a) K é fechado e limitado;

(b) K é compacto.

Demonstracido. (b) = (a): Segue diretamente da Proposicdo 2.1.

(a) = (b): Seja C = (U;);er uma cobertura aberta de K. Pelo Teorema 2.3, existe
um subconjunto enumeravel

J = {i,ia, ... ij,...}

de I tal que
K C UZ/{Z
icJ

Para cada j € N*, consideremos o conjunto
Kj =KnN (Rn \ (LI“ U--- Uulj))

Portanto,
KlDKQD"'DKjD...
¢ uma sequéncia decrescente de subconjuntos fechados e limitados de R™. Afirma-
mos que
M & =0,
jEeN*

pois, tomando = € K e escolhendo jy € N* tal que = € U;; , temos
¢ Kjp=KNR"\ (U, U---UU, ).

Assim, pelo Teorema 2.2, existe £ € N* tal que
Ky=Kn(R"\ (U, U---UU;,)) =0,

ou seja,
Kcl,u---UlY;

0

Dai, K é compacto. u

A seguir, apresentaremos um exemplo envolvendo a caracterizacio obtida no
Teorema 2.4.

Exemplo 2.5. Seja (xg)ren+ uma sequéncia em R™ convergindo para a € R™.
Entao
K :={zp;k e N‘} U {a}

¢ um subconjunto fechado e limitado de R™.
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De fato, seja C = (U;);c; uma cobertura aberta de K. Tomemosig € [er > 0
tais que
B(a;r) C U;,.

Como lim xj = a, existe kg € N tal que
k—4o00

x € B(a;r) C U,
para todo k > ko. Por outro lado, para cada k € {1,...,ko}, seja iy € I tal que

x, € U;, . Portanto,
Kcu,u--- UZ/{Z-,CO UUs,,

o que significa que K é compacto. Pelo Teorema 2.4, K é fechado e limitado.

2.4 Compacidade em espacos normados: o teorema de Ri-
esz

No Capitulo 1, apresentamos os rudimentos basicos da teoria dos espacos mé-
tricos. Em particular, estudamos os espagos vetoriais normados, que constituem
uma classe especial de espacos métricos. Na presente secdo, obteremos um teo-
rema cldssico de Riesz, que garante que os espagos euclideanos R" sao, essencial-
mente, os Unicos espagos normados nos quais as bolas fechadas sdo compactas.

Definicdo 2.3. Sejam E e F' dois espacos normados. Denotamos por L(E; F) o
espaco vetorial formado por todas as aplicacées lineares e continuas

T: E— F.
Em particular, o dual topologico de E é definido por
E' = L(E;K),
cujos elementos sdo os funcionais lineares continuos de I/ em K.

Proposicio 2.4. Sejam (E, ||-||g) e (F, ||-||F) dois espacos normados. A respeito
de uma aplicagdo linear T': E — F, as seguintes condicées sdo equivalentes:

(a) T ¢ continua;
(b) Existe C > 0tal que ||T(z)||r < C||z||g para todo x € E.

Demonstrac¢ao. (a) = (b): Por hip6tese 1" é continua em 0 € E. Entdo existe
r > (0 tal que
T (@)l = |T(z) = T(0)||r <1

sempre que z € E'e ||z||g = ||z — 0]|g < r. Logo, se x € E '\ {0}, temos

|-

T<
= — 7"’
g 2
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7 ()21, <

2
IT(@)llr < llzlle

o que implica

Isto significa que

para todo x € E, conforme desejavamos.
(b) = (a): Admitindo a validade de (b) e lembrando que 7' € linear, segue que
1T (z) = TW)llr =Tz —yllr <Cllz —ylle

para quaisquer x,y € F. Portanto, T' € uniformemente continua. Em particular, T’
é continua. |

Observacio 2.3. Em virtude da Proposi¢do 2.4, concluimos que 7' € L(E, F)) se,
e somente se,

sup{||T(x)||r;z € E e ||z||g = 1} < 4o0.
Deixamos a cargo do leitor a verificagdo de que a aplicagio
T e LIE; F) w— [|T]| = sup{||T(2)||r; 2 € Eellz]lp =1} € R

¢ uma norma em L(E, F'), sendo L(E; F') um espaco de Banach (veja os Exerci-
cios 2.7 e 2.8).

Definicdo 2.4. Uma bijecdo T € L(E; F) é dita um isomorfismo topolégico se
T-! € L(F; E). Nesse caso, dizemos que E e F sdo topologicamente isomorfos.

As definicdes e fatos basicos abordados até o momento permitem a apresenta-
cdo dos resultados centrais desta se¢do. Comecamos com o

Lema 2.2. (Hausdorff). Quaisquer dois espacos normados de dimensdo n sdo
topologicamente isomorfos.

Demonstracido. Seja F um espago normado de dimensdo n € N*. Como a
composicio de dois isomorfismos topoldgicos também é um isomorfismo topol6-
gico, o enunciado deste lema é equivalente a verificarmos que E e (K", || - ||o) s@o
topologicamente isomorfos, onde

n 3
[|z[lo = (Z Iwil2>
i=1

paracada x = (x1,...,z,) € K"
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De fato, seja o« = {e1, ..., e, } uma base de F e definamos

T:K"— FE
n
x=(x1,...,2p) — T(z) = Zaﬁiei.
i=1

Claramente, 7" € linear. Uma vez que as coordenadas de um vetor sdo unicamente
determinadas com respeito a uma base de um espago vetorial de dimensdo finita,
segue que 1" é uma bijecao.

Afirmacao 1: T € continua.
Realmente, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz para o produto in-
terno canonico em R"™, temos

n
E Zie;
i=1

T (@)le =

n
<3 kil lleslls
=1
1 1
n 5 /n 5
< (Z mr?) (Zuen%)
=1

=1
= Allz|[o

E

-

" 1

paratodo x = (z1,...,x,) € K", onde A = (Z |el||%> * . Pela Proposi¢io 2.4,
i=1

T e L(K" E).

Afirmacdo 2: 7! é continua.
Consideremos o subconjunto fechado e limitado de K™ dado por

S ={z € K" |[z[lo = 1}.
Pelo Teorema 2.4, S é compacto. Sendo

f:S—R
z+— f(x) = [|T(@)|lp

uma funcgdo continua e sabendo que f(x) > 0 para todo x € S, o teorema de
Weierstrass (Coroldrio 2.2) garante a existéncia de a € S tal que

IT(a)lle = f(a) = min{f(z);z € S}.
Pondo B = ||T'(a)|| > 0, vem que
1T (2)l|e = Bllzlo
para todo € K", o que equivale a 7! € L(E,K").

Assim, E e (K", || - ||o) s@o topologicamente isomorfos. [

Uma consequéncia importante do Lema de Hausdorff é apresentada a seguir:
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Corolario 2.4. Todo espaco normado de dimensdo finita é completo.

O seguinte lema serd importante para provarmos o Teorema de Riesz, que ca-
racteriza os espacos normados de dimensdo finita como aqueles em que a bola
fechada unitdria € um subconjunto compacto.

Lema 2.3. (Riesz). Sejam E um espaco normado e M um subespaco fechado de
E, com M # E. Entdo, dado 0 € (0,1), existe y € E, com ||y|| = 1, tal que

ly —=|| >0

para todo x € M.

Demonstracao.

Seja Sg = {z € E;||z|| = 1}. Como M # E, consideremos yo € E \ M.
Sendo M € um subespago fechado de F, é facil ver que

d = d(yo; M) = inf{||lyo — z||;x € M} > 0.

Observando que d < %, obtemos xg € M tal que

d
d < lyo — zol| < 5.

0
Consideremos y = Hgg:zg\l € Sp. Assim, para cada x € M, temos
ly — z|| = Hyo—l‘o_x
[lyo — ol
- . d
_ llyo = (wo + z[lyo — ol ]| > >0
|lyo — ol| [lyo — ol

uma vez que (xo + x||yo — zo||) € M. Isso conclui a demonstra¢do do lema. W

O préximo teorema traz o principal resultado desta secdo.
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Teorema 2.5. (Riesz). Seja F um espaco normado. As seguintes condigcoes sd@o
equivalentes:

(a) FE tem dimensdo finita;

(b) Bg:=B(0;1) = {z € E;||z|| < 1} é um subconjunto compacto de E.

Demonstracdo. (a) = (b): Esta implicacio € clara, utilizando o Lema 2.2 e
uma argumentacao andloga aquela apresentada no Exemplo 2.3(c).

(b) = (a): Suponhamos que E' tenha dimensdo infinita. Tomemos z; € FE, com
l|z1]] = 1, e seja M7 o espago gerado por z1. Como FE tem dimensio infinita,
M, # E. Assim, segue do Lema 2.3 que existe zo € F, com ||z2|| = 1, tal que

1
llz2 =2l 2 5
para todo x € M;. Em particular,
1
llz2 =21l = 5.

Agora, seja My o espago gerado por x1e 2. Como My # M, aplicando nova-
mente o Lema 2.3, obtemos z3 € E, com ||z3|| = 1, tal que

N | =

|l — | >

para todo x € My. Em particular,

)

[N

|3 — x| >

onde j € {1,2}.
Prosseguindo dessa forma, obtemos indutivamente uma sequéncia () jen+ em

Sp ={z € E;|lz][ =1} C Bg

de tal forma que

1

oy - il = 5

para quaisquer j, k € N*, com j # k. Portanto, (2;) jen+ ndo possui subsequéncias

convergentes. Pelo Teorema 2.1, Bg ndo é um subconjunto compacto de E. Equi-

valentemente, se Br for um subconjunto compacto de F, entdo dim £ < —+o0.
|

Observacao 2.4. Em geral, a conclusiio do Lema 2.3 néo € valida quando 6 = 1.
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Realmente, consideremos o espaco normado
E={f e C([0,1]); f(0) = 0},
bem como o seu subespaco
1
Aiz{feE/mﬂwﬁ:O}
0

(ambos com a norma induzida pela norma de C([0, 1]), vista no Exercicio (1.7)).
Suponhamos, por absurdo, que exista g € F, com ||g|| = 1, de forma que

llg = fll > 1

paratodo f € M.
Afirmacio 1: ’fol g(t)dt’ <1
Como g é continuaem 0 e g(0) = 0, existe 6 € (0, 1) tal que
1
9@l = lg(t) = g(0)] < 3,

sempre que ¢ € [0, ]. Uma vez que ||g|| = 1, obtemos

AE@&—%AE@M%

< [ loiar+ [ lgja

1
<50+ ]lgll(1=9)

AE“M4S

2
5
=510
1.0
2
< 1.

Afirmacao 2: Paracada h € F \ M, temos

%fmwakﬂ%}@mﬂwmy

Com efeito, dado h € E'\ M, definamos

I g(t)at

o h(t)dt
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Nesse caso, é claro que fol [g(t) — Ah(t)]dt = 0,isto é, (g — Ah) € M. Assim,
1< |lg = (g = AR)[| = [[AB]] = |A] - [|n]
| gttt

—W |7,

seguindo a conclusdo da Afirmacao 2.

Agora, para cadan € N*, consideremos h,, € E\ M, definida por h,,(t) = {/t.
Nesse caso, ||hy|| = 1 paracadan € N*e

1 1
lim / hp(t)dt = lim ( i ) =1
n—+o00 Jg n—-4oo - +1

Pela Afirmacao 2,

1 1
[ttt < | [ gtoyde]
0 0

AE@&‘

para todo n € N*, donde concluimos que

/01 g(t)dt‘ > 1.

Esta udltima desigualdade contradiz a Afirmacdo 1. Portanto, ndo existe g € E,
com ||g|| = 1, tal que

llg— fl| >1 paratodo f € M.

Exemplo 2.6. Para cada p € [1,+00), o espaco normado ¢,, mencionado no
Exemplo 1.27, possui dimensao infinita.

Realmente, para cada n € N*, consideremos

en=1(0,...,0, 1 .0,...)€dl,.
n-ésimo termo

Assim, (ep)nen+ € uma sequéncia na bola fechada unitdria de £,. Além disso,
dados m,n € N*, com m > n, temos

Hem_enug
=1[(0,...,0, ZL 5000 41 0, =2,
m-ésimo termo n-ésimo termo

o que significa que (e, )nen+ N30 possui subsequéncias convergentes. Portanto, os
Teoremas 2.1 e 2.5 asseguram que £, tem dimensao infinita.
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Exercicios
Sejam K um subconjunto compacto de R e ¢ € R. Prove que:
a) existe a € K tal que |c — a| = inf{|c — z|;z € k};
b) existe b € K tal que |c — b| = sup{|c — z|;x € k}.

Seja f € C([0,1]) tal que f(z) > 0 para todo = € [0, 1]. Mostre que existe
e > 0 tal que f(z) > ¢ para todo x € [0, 1].

Sejam K; e Ko dois subconjuntos compactos de um espaco métrico. Prove
que K7 U K5 é compacto.

Seja (K)) e uma familia de subconjuntos fechados de um espago métrico.

Se existe \g € L tal que K, é compacto, entdo (| K é compacto.
AeL

Dé um exemplo de um conjunto compacto que tem uma cobertura de con-
juntos com interior ndo vazio que nio admite subcobertura finita.

Verifique que se A e B sdo compactos disjuntos de um espaco métrico M,
entdo existem a € Ae b € B tais que d(a,b) = inf{d(z,y);x € Aey €
B}.

Seja (M, d) um espago métrico e considere a € M. Mostre que
‘d('%‘v CL) - d(ya (1)| < d(ﬂf, y)

para quaisquer x,y € M. Conclua que a fungdo z € M +— d(z,a) € R é
continua.

Prove o teorema de Bolzano-Weierstrass em R".

Mostre que a aplicacdo f mencionada no Exemplo 2.3(b) € um homeomor-
fismo entre R" e B.

Sejam K e U dois subconjuntos de espaco métrico M, sendo K compacto,
U aberto e K C U. Mostre que existe € > 0 tal que

B(z;e) cU
para todo x € K.

Seja (U;)ier uma cobertura aberta de um espago métrico compacto M. Mos-
tre que existe € > 0 com a seguinte propriedade: para cada subconjunto A
de M, com diam(A) < ¢, existe j € I tal que A C U;.

Mostre que K™ é um espaco de Banach com as normas mencionadas no
Exemplo 1.7.
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(2.13): Seja (E, || - ||o) um espago normado. Mostre que as seguintes condi¢des sdo
equivalentes:

(a) E tem dimensio infinita;
(b) existe um funcional linear descontinuo ¢: E — K;

0,1sto é, a

(c) existe uma norma || - ||; em E que ndo é equivalente a || - |
aplicacdo
z € (E;[-[lo) — x € (B3] - |l1)
ndo € um isomorfismo topolégico;

(d) existe um subespago F' de E que ndo é fechado.
(2.14): Mostre que a aplicagio
T € L(E; F) — ||T|| = sup{||T() |z € Eellz]ls = 1} € R
¢ uma norma em L(F; F'). Além disso, verifique que

o [ IT@I
I7) = sup {170 e < 1 (0}
— sup{|[7(a) i € B [ol]s < 1)
— sup{|[7(a) i € B [al]s < 1)

= inf{C > 0;||T(x)||r < C||z||g paratodo z € E}.

(2.15): Sejam FE e F' dois espacos normados. Mostre que as seguintes condi¢cdes sao
equivalentes:

(a) F' é completo;
(b) L(E; F) é completo.
(Observacao: para mostrar que a condi¢do (b) implica a condigdo (a), é

necessdria a utilizacdo do teorema de Hahn-Banach, que ndo foi abordado
neste texto. Veja [7]).
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Capitulo 3

O Espaco C(|0, 1])

No Capitulo 2 caracterizamos os subconjuntos compactos de R™, apresentando
o teorema de Hein-Borel. Neste capitulo, vamos apresentar o teorema de Arzela-
Ascoli, que caracteriza os subconjuntos compactos de C'([0, 1]) e, mais geralmente,
de C([a, b]). Para tanto, vamos introduzir o conceito de equicontinuidade.

3.1 Espacos de func¢oes: convergéncia pontual e conver-
géncia uniforme

De modo geral, um espaco de fung¢des é um espago métrico (M, d) cujos ele-
mentos de M sado fungbes f: A — B, onde A e B sdo conjuntos quaisquer nao
vazios.

Um espago de fungdes bastante importante em Anélise € o espago (C([0, 1]), d),
onde C([0, 1]) é o conjunto de todas as fungdes reais continuas definidas no inter-
valo [0, 1] e d é a métrica dada por

d(f,9) = sup [f(z) —g(x)|, onde f g€ C([0,1]).
z€[0,1]

No que se segue, denotaremos apenas por C'([0, 1]) o espago métrico (C'([0, 1]), d).

Sejam ( f,,) uma sequéncia em C[0,1] e f € C[0,1]. Pela defini¢cdo dada na
Secéo 5 do Capitulo 1, f,, — f quando d(f,, f) — 0. A seguir, vamos introduzir
os conceitos de convergéncia pontual e convergéncia uniforme e vamos verificar
que dizer d(fy,, f) — 0 equivale a dizer que f,, — f uniformemente em |0, 1].
Cabe observar aqui que a vantagem desse fato é que a convergéncia no espaco de
fungdes (C([0,1]), d) pode ser substituida por uma certa convergéncia de sequén-
cias de nimeros reais.

Definicdo 3.1. Seja F(A;R) o conjunto de todas as fungdes reais definidas em
A, onde A é um subconjunto ndo vazio de R. Uma sequéncia em F(A;R), de-
notada por (f1, fo,- s fry--- )y (fu)nen+ ou simplesmente ( f,,), é uma aplicacdo

63
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f: N* — F(A;R) que, a cada n € N*, associa f, € F(A;R). A imagem f,, ou
f(n), de n € N* pela aplicacdo f é chamada o n-ésimo termo da sequéncia.

Claramente podemos considerar sequéncias de fungdes de A em B, onde A e
B sdo dois conjuntos ndo vazios quaisquer. No entanto, para construirmos uma
teoria matematica satisfatoria, é necessario que ambos os conjuntos A e B tenham
uma estrutura algébrica e uma métrica. Aqui, consideraremos apenas sequéncias
de funcdes como na Definicdo 3.1.

Exemplo 3.1. Para cadan € N*, seja f,,: R — R a fung@o definida por

Assim, (f,,) é uma sequéncia de fun¢des de R em R. (Figura 1).

A
A fix) =x
ity 5 L=<
£G4 £ £, =%
£, ¢
)-C0 |
Figura 1

Consideremos a sequéncia ( f,,) dada no exemplo anterior. Fixemos zo € R. A
sequéncia (f,(xo)) é uma sequéncia de niimeros reais, que converge para zero. De
fato, dado £ > 0, tomemos ng > 16—0 Para todo n > ny, "”—Tf < €. Observemos que
o indice ng depende de € e xy. Notemos também que f,,(x) — 0 para cada x € R.
Assim, podemos definir a fun¢do f: R — R dada por

flx) = nh_}ngo fu(x) =0,

paratodo x € R.
O comentario acima motiva a

Definicao 3.2. Seja (f,,) uma sequéncia de funcoes de A em R e seja f: A — R
uma fungdo. Dizemos que ( fy,) converge pontualmente para f em A, e denotamos
fn — fem A se para x € A, a sequéncia de niimeros reais (f,(x)) converge
para f(x). A fungdo f é chamada de limite pontual de ( f,,) em A.
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Pela defini¢do acima, para cada x € A, temos

f(z) = lim_f,(z).
Ou seja, para cada x € A e para cada ¢ > 0, existe ng = n(z, ) tal que |f,(x) —
f(z)| < e sempre que n > ngy. Uma pergunta natural é se podemos encontrar um
indice ng que dependa apenas de € > 0 dado. O préximo exemplo mostra que isso
nem sempre € possivel.

Exemplo 3.2. Consideremos a sequéncia ( f,,) dada no Exemplo 3.1. Dado ¢ > 0,
ndo é possivel encontrar ng € N tal que

[fnlz) = flo)] <€

para todo n > ng e para todo x € R.

De fato, suponhamos que, para cada € > 0, exista um tal ng. Como f é a
funcdo identicamente nula, afirmar que

[fn(z) = f(z)| <e
para todo n > ng e para todo x € R equivale a afirmar que

2l .
n
para todo n > ng e para todo z € R. Tomemos n = ng + 1 e z = 2¢(ng + 1).

Nesse caso,

:25(710—i-1):@<6

2
c ng + 1 n

o que é um absurdo.

Quando for possivel encontrar um ng que dependa apenas do € > 0 dado,
teremos uma convergéncia mais forte do que a convergéncia pontual. Vejamos
agora a defini¢do dessa outra no¢do de convergéncia.

Definicdo 3.3. Seja (f,) uma sequéncia de fungdes de A C R em R e seja
f: A = R uma fungdo. Dizemos que (f,) converge uniformemente para f em
A, e denotamos f, = f em A, se para todo ¢ > 0, existir ng = n(e) tal que
|fn(x) — f(x)| < € para todo n > ng e para todo x € A. A fungdo f é chamada
de limite uniforme de ( f,,) em A.

Da defini¢ao acima segue que se uma sequéncia de fungdes ( f,,) converge uni-
formemente para f em A, entdo (f,) converge pontualmente para f em A. A
reciproca é falsa como pode ser visto no Exemplo 3.2. Vejamos a seguir um exem-
plo onde ocorre uma convergéncia uniforme.
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Exemplo 3.3. Para cada n € N*, consideremos a fun¢io f,: [0,1] — R, definida
por
22+ nx

fo(z) = .

n

Temos que f,, — f em [0,1], sendo f: [0,1] — R a fungdo f(x) = =.

De fato, primeiramente verificaremos que f,, — f em [0, 1]. Para isso, fixemos
xg € [0,1]. Entdo

2
. . n
7£&%@®—£&<H+MQ‘xU

Como z € [0, 1] foi tomado arbitrariamente, para cada = € [0, 1], temos

f(a) = lim fu(@) = .

n—oo

Para vermos que f, =5 fem [0, 1], tomemos € > 0 e fixemos ng > % Entdo

(L‘2

fule) = f@) = | =

<—-<e

S|

para todo n > ng e para todo = € [0, 1].

A seguir, veremos que “convergir em C'([0, 1])” equivale a “convergir unifor-
memente em [0, 1]”.

Proposicio 3.1. Seja (f,) uma sequéncia de funcoes em C([0,1]) e seja f €
C([0,1]). Entdo d(fn, f) — 0 se, e somente se, f, — f em [0,1].

Demonstracdo. Suponhamos que d(f,, f) — 0. Entdo, dado € > 0, existe
no € N tal que d(fy,, f) < € sempre que n > ny. Como, para cada n € N*,

d(fn, f) = sup |fu(x) = f(z)],

z€[0,1]

segue que |f,(z) — f(z)| < e sempre que n > ng e z € [0,1]. Como £ > 0 foi
tomado de modo arbitrario, f,, — f em [0, 1].

Agora, suponhamos que f, — f em [0,1] e tomemos € > 0. Entdo existe
no € N tal que

Fale) = F@)] < 5

para todo n > ng e x € [0, 1]. Dai,

para todo n > ng. Assim, f,, — f em C([0, 1]). [
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Muitas vezes é ttil saber se o limite de uma sequéncia de fungdes € uma fungao
continua, derivdvel ou integrdvel. A seguir, veremos que o limite uniforme de uma
sequéncia de fungdes continuas em A C R também é uma fung¢fo continua em
A C R. A propriedade da fungao limite ser derivavel ou ser integravel nao serd
tratada aqui, pois foge do objetivo deste texto.

Proposicao 3.2. Seja (fy,) uma sequéncia de fun¢des continuas de A C R em R.
Se f: A — R é o limite uniforme de (f,,) em A, entdo f é continua.

Demonstracio. Tomemos a € Aee > 0. Como f, — f em A, existe
no € Ntal que |f,(z) — f(z)| < § sempre que n > ng e x € A. Pelo fato de a
funcdo f,,+1 ser continua em a, existe § > 0 tal que

| fro+1(2) = fro+1(a)] < g

sempre que z € Ae |z —a| < ¢. Dai,

[f(x) = fla)] <[f(x) = fagt1(2)]
+ | fno+1(2) = fag+1(a)] + [fro+1(a) = fla)] <e

sex € Ae|x —a|l < . Como a € A foi tomado arbitrariamente, segue que f é
continua. |

3.2 Equicontinuidade

Para apresentarmos uma caracteriza¢do dos subconjuntos compactos do espago
métrico C([0, 1]), necessitaremos da nogao de equicontinuidade.

Defini¢do 3.4. Seja F C F(A;R). O conjunto F é dito equicontinuo em um ponto
xo € A se, para cada £ > 0, existir § > 0 tal que |f(z) — f(x0)| < € para todo
x € A, com |z — xo| < 0, e paratodo f € F. O conjunto F é dito equicontinuo
se F é equicontinuo em cada xg € A.

Observemos que & > 0 encontrado depende de € > 0 dado e do ponto xg
tomado em A, mas ndo depende dos elementos de F. Claramente, se F é equicon-
tinuo em um ponto xg € A, entdo cada elemento f € F é uma funcdo continua em
xo. Mas, o fato de termos um conjunto de funcoes f: A — R, continuas em algum
xo € A, ndo implica que esse conjunto seja equicontinuo em xy. Vejamos isso no
exemplo a seguir.

Exemplo 3.4. Consideremos F = { f,;n € N*} onde, paracadan € N*, f,(x) =
nx para todo x € [0, 1]. Claramente, todo elemento de F é uma fun¢do continua
em [0, 1]. Mas, F ndo é equicontinuo em ponto algum zy € [0,1]. Com efeito,
fixemos 2o € [0,1]. Paratodo § > 0, existe n € N* tal que 2 < 4. Assim, se
tomarmos £ = % para todo 6 > 0, existem x € [0, 1], a saber z = xg + %, e
f € F,asaber f = f,, tais que |z — zo| < d, mas |f,(z) — fn(z0)] =1 > €.
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Com o préximo resultado, podemos obter varios exemplos de conjuntos equi-
continuos.

Proposicao 3.3. Seja (f,,) uma sequéncia de fungées continuas de A em R e seja

f: A — Rumafuncdo. Se f, ~ f em A, entdo o conjunto F = {f, f1, f2,-- s fn,- -

é equicontinuo.

Demonstracdo. Fixemos zg € Aee > 0. Como f, — f, existe ng € N*
tal que |f,,(z) — f(x)| < § paratodo n > ng e para todo x € A. Pela Proposi¢io
3.2 e pelo enunciado do presente resultado, f, fi,. .., fn, sdo fun¢des continuas, o
que implica a existéncia de § > 0 tal que

| fi(z) — fi(zo)| < g

e
€
7@~ Fao)l <
paratodoi =1,2,...,ngeparatodo x € A, com |x —xp| < d. Agora, se n > ny,
temos

[fn(2) = fulzo)| < |fu(x) = f(2)| + [f(2) = f(zo)|

+1f(@o) = fulwo)| < S+ 42 =¢

sex € Ae|r — xg| < 0. Portanto, dado € > 0, existe § > 0 tal que

lg(z) — g(wo)| < €

para todo z € A, com |z — z9| < 0, e para todo g € F, mostrando que F é
equicontinuo em zg. Como xy € A foi tomado arbitrariamente, segue que F €
equicontinuo. |

Definicao 3.5. Seja F C F(A;R). O conjunto F é dito uniformemente equiconti-
nuo se, para cada £ > 0, existir 6 > 0 tal que |f(x) — f(y)| < € para quaisquer
x,y € A com|x —y| <6, eparatodo f € F.

O seguinte resultado serd iitil na demonstragdo do teorema de Arzela-Ascoli.

Proposicao 3.4. Seja K C R compacto. Se F C F(K;R) é um conjunto equi-
continuo, entdo JF é uniformemente equicontinuo.

Demonstracdo. Suponhamos, por absurdo, que F ndo seja uniformemente

equicontinuo. Entdo existe € > 0 tal que, para cada n € N*, existem z,,y, € K
e existe f,, € F tais que |v, — yn| < * mas |fn(zn) — fau(yn)| > . Como K

n
é compacto, (zy,)nen+ possui uma subsequéncia () jen+ convergindo a um ele-

mento @ € K. Uma vez que |z, — yn| < + para todon € N*, (Yn,)jen+ converge
para a. Sendo F equicontinuo no ponto a, existe § > 0 tal que | f(z) — f(a)| < §
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para todo x € K com |z — a| < § e para todo f € F. Pelo fato de z,,;, — ae
Yn; — a, existe jo € N* tal que |zn; —a| < de |y, — al < d. Consequente-
mene, | (2n,,) ~ £, )| < |/ (n,) — F(@)| + |/ (t,) — (@) <  para todo
f € F. Emparticular, | fn; (zn;,) = fn;, (Yn,,| < €, 0 que ndo ocorre. [

3.3 O teorema de Arzela-Ascoli

A nocgao de equicontinuidade foi introduzida por volta de 1883 de forma inde-
pendente pelos matemadticos italianos Giulio Ascoli (1843-1896) e Cesare Arzela
(1847-1912). Uma forma fraca do teorema de Arzela-Ascoli foi provada por Ascoli
em 1884, estabelecendo uma condigéo suficiente para compacidade em C(]0, 1]).
Arzela, em 1895, estabeleceu a condig@o necessdria e deu a primeira apresentacio
clara do resultado. Uma generalizac@o do teorema de Arzela-Ascoli foi obtida por
Maurice Fréchet, em 1906, para conjuntos de fungdes reais continuas definidas em
um espago métrico compacto. Ja é conhecida uma generalizagdo do teorema de
Arzela-Ascoli para fungdes continuas definidas em um espaco compacto de Haus-
dorff com valores em um espago métrico arbitrario.

Nesta secdo, demonstraremos o teorema de Arzela-Ascoli. Apresentaremos
também uma aplicacdo do teorema na teoria das equacdes diferenciais ordindrias,
dando uma demonstragcdo do conhecido Teorema de Peano.

Teorema 3.1. (Arzela-Ascoli). Seja F C C([0,1]). As seguintes condi¢des sdo
equivalentes:

(a) F é compacto;

(b) F é fechado, limitado e equicontinuo.

Demonstracio. (b) = (a): Suponhamos que F seja fechado, limitado e
equicontinuo. Pelo Teorema 2.1, basta mostrar que JF € sequencialmente compacto.
Para isso, seja (fn)nen+ uma sequéncia em F. Mostraremos que ( fy,)nen+ possui
uma subsequéncia convergente.

Fixando ¢ > 0, a familia de intervalos

{(x =6,z +9);z €[0,1]}

¢ uma cobertura aberta do intervalo [0, 1]. Pelo Teorema de Heine-Borel, existem
neN*ex,...,x, €0,1] tais que

[0, 1] C U($] — 5,33j —{—5)
j=1

Definamos X5 = {x1,...,2,}. Tomando, para cada k € N*, § = % podemos
considerar X5 = X 1 e definir

>

I
3

>~

=

Il

—
Il
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Como cada X1 € finito, X é enumerdvel. Seja X = {y1,...,Yn,... } uma enu-
meragdo de X k

Consideremos a sequéncia de nimeros reais (f,(y1))nen+. Como F € limi-
tado, existe M > 0 tal que |f(z)| < M paratodo f € F e para todo = € [0, 1]
(Exercicio 3.4). Em particular, (f(y1))nen+ € uma sequéncia em [—M, M], que
€ compacto. Logo, essa sequéncia possui uma subsequéncia convergente. De-
notemos tal subsequéncia convergente por (f;(y1))nen+. Consideremos agora a
sequéncia (f!(y2))nen+. Essa sequéncia, pelo mesmo raciocinio anterior, possui
uma subsequéncia convergente. Denotemos essa segunda subsequéncia conver-
gente por (f2(y2))nen+. De modo andlogo, a sequéncia (f2(y3))nen+ possui uma
subsequéncia convergente (f3(y3))nen+. Prosseguindo indutivamente, para todo
k € N*, a sequéncia

(fn (Yr))nen

converge. Além disso, por construgdo, para todo k € N*,

(fn (Ym))nen-

converge se m < k. Agora, para cada n € N*, definamos g,,: [0,1] — R por

gn(x) = f7(x)

para todo = € [0,1]. Assim, (g, )nen+ € uma subsequéncia de (fy,)nen+ tal que,
para cada m € N*, (g5, (ym))nen= converge. Ou seja, (gn(x))nen+ converge para
cada x € X. Mostraremos que (g, )nen+ converge uniformemente em [0, 1].

Com efeito, como [0, 1] é um subconjunto compacto de R, segue da Proposi¢do
3.4 que F € uniformemente equicontinuo. Assim, dado € > 0, existe ¢ € N* tal

que
€

()= @)l <

para quaisquer z, z € [0, 1], com |z — x| < %, e para todo f € F. Em particular,
€
|gn(z) - gn(x)‘ < g (3.1)

para quaisquer z, z € [0, 1], com |z — 2| < }, e para todo n € N*. Como (gp, )nen
converge em cada elemento de

X1 =A{z1,...,zn},
K2
entdo cada sequéncia

(9x(71))kens (gr(T2))kens, - - -5 (gr(Tn)) pen-

converge, sendo assim sequéncias de Cauchy. Dessa forma, paracada j € {1,...,n},
existe IV; € N* tal que

l98(2) = gin(e)| < 2 (3.2)
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se k,m > Nj. Seja N = max{N;;j = 1,...,n}e tomemos z € [0, 1] arbitraria-
mente. Como
" 1 1
[O,l]C x‘]_fyxj—i_* 9
- i i

J

existe £ € {1,...,n} tal que |xy — x| < % Dai, por (3.1) € (3.2),

|9k (2) = gm (2)] < gk () = gr(x0)] + [gr(ze) — gm (20)]

+ |gm(ze) — gm ()| (3.3)
cELE e,
3 '3"3° %

sempre que k,m > N. Assim, (g, (x))nen+ € uma sequéncia de Cauchy de nime-
ros reais e, portanto, converge.
Para cada = € [0, 1], ponhamos

g(z) = lim gu(x).

n—-+o0o

Por (3.3), segue que
lgk(z) — g(z)] < e

sempre que k > N e x € [0, 1], o que mostra g, — g em [0, 1]. Pela Proposi¢io
3.1, d(gn, g) — 0, isto &, (gn)nen+ € uma subsequéncia convergente de ( f,,)nen--

(a) = (b): Suponhamos agora que F seja compacto. Pela Proposi¢do 2.1, F é
fechado e limitado. Mostraremos que F é equicontinuo. Tomemos £ > 0 e sejam
fi,--., fn € F tais que

]-"CiQB(fi;;).

Tomemos a € [0, 1]. Como as fungdes fi, . .., f, sdo continuas em a, existe § > 0
tal que

|fily) — fila)| <e

para todo y € [0,1], com |y — a| < 4, e paratodoi € {1,...,n}. Seja f € Fe
fixemos j € {1,...,n} tal que f € B(f}; §). Dal,

[f(y) = fla)] < |fa) = fi(a)| + [fi(a) = f;(y)]
+1£i () = ()l
<sHoti=c
33 3
para todo y € [0,1], com |y — a| < §. Isso mostra que F é equicontinuo em a.
Como a € [0,1] e f € F foram tomados arbitrariamente, segue que F é equicon-
tinuo. |
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O teorema acima ¢ claramente valido para o espagco métrico
(C([a,b]),d), onde C([a,b]) é o conjunto de todas as fungdes reais continuas defi-
nidas no intervalo [a, b] e d é a métrica dada por

d(f,g) = sup |f(z)—g(z)].

z€[a,b]

(f,9 € C(]a,b])). Observamos também que a demonstra¢do do Teorema 3.1 pode
ser facilmente adaptada de modo a permitir a obtencao do préximo resultado, muito
util em algumas situagdes.

Corolario 3.1. Para cada n € N*, seja f,: [0,1] — R uma fungdo. Suponhamos
que (fn)nen+ Seja uma sequéncia equicontinua e que, para cada x € |0, 1], exista
M, > 0 tal que

[fn(z)| < M,

para todo n € N*. Entdo ( f)nen+ possui uma subsequéncia uniformemente con-
vergente.

Demonstraciao. Exercicio 3.4. |

Agora, aplicaremos o teorema de Arzela-Ascoli na demonstra¢do do teorema
de Peano, que é um importante resultado da teoria das equagdes diferenciais ordi-
ndrias.

Teorema 3.2. (Peano). Sejam (xq,v0)ER? e a,b>0. Se f: K—R é uma fungdo
continua, onde K = [xo — a,zo + a] X [yo — b, yo + b], entdo existe c € (0, a] tal
que o problema de valor inicial

d

{di = f(z,y(z)))
y(xo) = Yo

possui uma solugdo y: [xo — ¢, xo + ] — R

Demonstracdo. Como f ¢ continua e K é compacto, existe M > 0 tal que
|f(z,y)| < M paratodo (z,y) € K. Definamos

U
¢ = min M,a

e consideremos [y = [xg, zo + ¢|. Fixemos n € N* e ponhamos

-1
I, = [wo + L )C,xo + rc]
n n

paracadar € {1,...,n}. Cabe observar que

LHU---UI,
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é uma decomposi¢do de Iy como uma unido de intervalos justapostos. A partir
disso, definimos ¥y, : Iy — R recursivamente da seguinte forma:

Yo, sex € Iy;
Yn(z) = s
Yo + fxO n f(t,yn(t))dt, Ssex € IQ J---uJ In'

Mais precisamente, o processo de construcdo da fungdo y,, € o seguinte: definimos

yn(x) =yo se x € Ii;

supondo que ¥, ja tenha sido definida continuamente em I U --- U I, onde r €
{2,...,n— 1}, seja

o<
@ =wo+ [ fEa(®)dt
o
para cada z € [,41. A construcdo da fun¢do y, em /41 leva em conta a inclusdo
|:$0,x—c] chLiu---Ul,
n
(CC S Ir+1).

Afirmacdo 1: Existe C' > 0 tal que |y,(x)| < C para todo = € I e para todo
n € N*.

De fato, dados x € Iy e n € N*, temos

c

< / U a (1))dt

0

[yn(z) — yo| =

/w U F(t ()t

SM(x—C—x(]) < Mc < b,
n

ou seja, yn () € [yo— b, yo +b]. Consequentemente, fica estabelecida a Afirmagao
1.

Afirmacdo 2: A sequéncia (¥, )nen+ € uniformemente equicontinua.

De fato, basta observar que

< <

/:_n F(t, yn(t))dt — /;_n Ft, yn(t))dt

0 0

‘yn(l‘) - yn(z)| =

c

/Z U f(t ()t

K2
n
<

< [ 1o

< Mz — 2|
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para quaisquer x, z € Igp e n € N*,

Em vista das Afirmagdes 1 e 2, o Coroldrio 3.1 garante a existéncia de N C N
infinito de modo que (y,),en seja uniformemente convergente. Seja y € C(1p)
tal que

= li C(Ip).
y=limy, em C(lo)

Afirmacao 3: A fungdo y: [y — R é derivavel e satisfaz
{Z’f; = f(z,y(x))
y(zo) = wo-

Realmente, para cada n € N’, ponhamos

() =wo+ [ "ty ()t + / T ya(t))dt

(x € Iy) e tomemos € > 0. Como f é uniformemente continua, existe 6 > 0 tal
que

F(ts) = fluv)] < =

sempre que (t,s), (u,v) € K,
ng € N* tal que

t—u| < dels—wv| <d. Poroutro lado, existe

sup |yn(z) —y(x)| <90
xz€ly

sempre que n € N’ e n > ng. Logo,
[ stmnae - [ rieuo)a
X0 o

< [ 1f g ()t — F(t,y(1))] dt

o

€

< =z — x|
c

<e

sempre que n € N, n > ng e z € I. Dai,

ti, [ ft ()t = [ fey@)at

neN’

para cada x € Ij.
Além disso,

-

li "ty (t)dt =0
Jim, | f(tyn(t)) ;
pois
(=)
rT—— |-
mn

c

/x U Ft (1)t < M
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para todo n € N*. Portanto,

v@) =w+ [ " fty(t)) dt

para todo x € Iy. Assim, pelo teorema fundamental do Célculo, y: Iy — R é
derivével e satisfaz a equac@o diferencial ordinaria g—x = f(z,y(z)), com condi¢do
inicial y(xo) = yo, seguindo a Afirmagéo 3.

De modo anédlogo, podemos construir y no intervalo [z — ¢, xo]. Isso completa

a demonstracgao. |
3.4 Exercicios
(3.1): Mostre que se a > 0, entdo a convergéncia da sequéncia de fungdes (f,),

3.2):

3.3):

3.4):

3.5):

onde para cada n € N*,

foia €0,400) — € R,

r+n
¢ uniforme no intervalo [0, a], mas néo é uniforme no intervalo [0, +00).

Para cada n € N*, seja gy, : [0, +00) — R a fungdo definida por

nr, se 0<z< %;
In(x) =

1 1
oy se <.

a) Mostre que g, — 0 pontualmente em [0, +00).

u
b) Mostre que g, 7 0 em [0, +00), mas g, — 0 em [c, +00) para todo
c> 0.

Seja f: [0, 400)—R uma funcéo. Prove que li_>m f(z)=a€R se, e somente
X oo

se, a sequéncia (fy,)nen+, dada por f,(x) = f(x + n), converge uniforme-
mente para a fungdo constante g(x) = a em [0, +00).

Para cada n € N*, seja f,: [0,1] — R uma fun¢do. Suponha que ( f,,)nen=
seja uma sequéncia equicontinua e que para cada x € [0, 1], exista M, > 0
tal que

[fn(2)] < M,

para todo n € N*. Prove que (f,,)nen+ possui uma subsequéncia uniforme-
mente convergente.

Considere F C C([0, 1]). Prove que F € limitado se, e somente se, existe
M > 0talque |f(z)| < M paratodo f € F e para todo x € [0, 1].
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(3.6): Exiba uma sequéncia de fungdes f,, : [0, 1] — R que convirja uniformemente
em (0, 1) mas ndo em [0, 1].

(3.7): Prove que um conjunto de polindmios de grau < k, uniformemente limitado
num intervalo compacto, é equicontinuo nesse intervalo.

(3.8): Seja K: [a,b] X [a,b] — R uma fun¢do continua e considere o espaco
C([a, b]) munido da norma

11l = sup{[f(#)[;% € [a, b]}

para cada f € C([a,b]). Considere também o operador T': C([a,b]) —
C([a,b]) que, a cada f € C([a,b]), associa T'f: [a,b] — R, definido por

b
Tf(@) = [ K@)y
(x € [a,b]). Prove que T'(B) é compacto, onde

B={f e C(a,b]); |IF]] < 1}.



Capitulo 4

Topologia Fraca e Topologia
Fraca Estrela

Como vimos no Capitulo 2, a nocdo de compacidade em espacos normados é
rigida demais para permitir um principio para obtencio de subsequéncias conver-
gentes. De fato, para que toda sequéncia limitada em um espaco normado E tenha
uma subsequéncia convergente (segundo a norma de E), é necessdrio e suficiente
que F seja um espaco de dimensdo finita. Este fato nos leva a perguntar se pode-
mos considerar uma outra estrutura em E, que esteja relacionada com as operagdes
vetoriais de ' e que permita obter principios de obten¢@o de subsequéncias con-
vergentes. Como veremos, essa estrutura serd uma topologia em E mais fraca do
que a topologia que provém da norma de F.

As duas topologias mais fracas que a topologia da norma, de grande impor-
tdncia em Andlise, sdo a topologia fraca e a topologia fraca estrela. A primeira
esta presente em todo espaco normado e, a fim de obtermos resultados sobre a
existéncia de subsequéncias convergentes de sequéncias limitadas nessa topolo-
gia, devemos assumir uma propriedade adicional em F. Isso serd dado pelo Te-
orema de Kakutani. A segunda topologia estd presente apenas em espagos duais.
Em contrapartida, a bola unitdria do dual de E é sempre fraca-estrela compacta.
Esse resultado € dado pelo Teorema de Alaoglu-Bourbaki. Observamos que ser
fraca-estela compacto ndo garante bons resultados para obten¢do de subsequéncias
convergentes, mas & Util, por exemplo, quando E € separdvel.

Nosso tratamento serd bastante introdutdrio, uma vez que este livro € destinado
a alunos em nivel de iniciagdo cientifica. Para os leitores interessados em ler mais
sobre o assunto, indicamos [5].

4.1 Nocoes basicas sobre espacos topolégicos

Nesta se¢do, apresentamos alguns rudimentos da teoria dos espagos topoldgi-
cos, com o intuito de esclarecer os conceitos e os resultados que serdo utilizados
nas préximas se¢des. Para os leitores interessados nesse tema, indicamos [2] e [7].

77
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Definicao 4.1. Seja X um conjunto. Uma topologia em X é uma familia T de
subconjuntos de X com as seguintes propriedades:

(a) 0 e X pertencema T;
(b) unides arbitrdrias de membros de T também pertencem a T ;

(c) intersegoes finitas de membros de T também pertencem a T .

Os membros de T sdo chamados de abertos (ou T -abertos). O par (X,T) é
chamado de espago topolégico. Ndo havendo o risco de ambiguidade, denotare-
mos o espago topolégico (X, T ) escrevendo apenas X.

Exemplo 4.1. (a) Seja (M, d) um espago métrico. Entéo
Ta={U C M; paracadaa € U, existe r > 0 tal que B(a;r) C U}

¢ uma topologia em M (Proposi¢do 1.9). Assim, todo espago métrico € um espago
topoldgico. A topologia 7; € chamada de topologia proveniente da métrica d.

(b) Seja X um conjunto arbitrario, e consideremos 7; como sendo a familia de
todos os subconjuntos de X. E fécil ver que 77 é uma topologia em X, chamada
de topologia discreta (Exercicio 4.1)

(c) Seja X um conjunto arbitrério, e consideremos 75 = {0, X }. Entdo 75 é uma
topologia em X, chamada de topologia trivial (Exercicio 4.1).

Definicao 4.2. Sejam T1 e To duas topologias em um conjunto X. Dizemos que Ty
é menos fina do que T se T1 C T5. Nesse caso, escrevemos T1 < 7.

Observacao 4.1. (a) A topologia trivial € menos fina do que qualquer outra topo-
logia em um conjunto X;

(b) Qualquer topologia em um conjunto X é menos fina do que a sua topologia
discreta.

Definicdo 4.3. Seja (X, T) um espago topoldgico. Dizemos que B é um subcon-
Jjunto fechado (ou T -fechado) de X se X \ B é um conjunto T -aberto.

Uma aplicag¢@o imediata das Defini¢cdes 4.1 e 4.3 fornece o proximo resultado
(veja o Exercicio 4.2).

Proposicao 4.1. Seja X um espaco topoldgico. Sdo vdlidas as seguintes condi-
coes:

(@) X e () sdo fechados de X ;

(b) intersecoes arbitrdrias de fechados de X também sdo fechados
de X;
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(¢) unides finitas de fechados de X também sdo fechados de X.

Definicao 4.4. Seja A um subconjunto de um espago topoléogico (X, T). Conside-

remos
X ={B C X;Béfechadoe B D A}.

O fecho (ou aderéncia) de A é o conjunto

=N B

Bex

Quando a topologia T em X estiver subentendida, escreveremos apenas A, em vez
—T
de A" .

Deixamos a cargo do leitor a demonstragdo do préximo resultado (veja o Exer-
cicio 4.3).

Proposicao 4.2. Sejam A1 e Ao dois subconjuntos de um espago topologico X.
Sdo vdlidas as seguintes condigdes:

(a) Ay C Ay

(b) Ay =4y

(©) AjUAy = A1 U Ay;

(d) Ay éfechado se, e somente se, Ay = Ay. Em particular, 0 = 0.

Definicao 4.5. Seja A um subconjunto de um espaco topoldgico X. O interior de
A, indicado por int(A), é a unido de todos os subconjuntos abertos U de X tais
que U C A.

Proposicao 4.3. Sejam A1 e As dois subconjuntos de um espago topologico X.
Sdo vdlidas as seguintes condigdes:

(a) int(A;) C Ay
(b) int(int A;) = int A;;
(c) int(A; N A2) =int(A;) Nint Ay;
(d) Aj € aberto se, e somente se, int(A1) = Ay. Em particular, int(X) = X.
Demonstracao. Veja o Exercicio 4.5. |
Definiciao 4.6. Seja X um espaco topoldgico ndo vazio e consideremos x € X.

Um subconjunto U de X é dito uma vizinhanga de © se x € int U. Denotamos por
Uy o conjunto de todas as vizinhangas de .
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Definiciao 4.7. Sejam X um espaco topologico ndo vazio e x € X. Dizemos que
By C Uy é uma base de vizinhangas de x se, para cada U € Uy, existe V € B, tal
queV C U.

Exemplo 4.2. (a) Seja X um espago topoldgico ndo vazio e, para cada x € X,
ponhamos
B, ={U € Uy; U é aberto}.

Entdo B, é uma base de vizinhangas de x.
(b) Seja M um espago métrico e consideremos x € M. Entdo
B, = {B(x;r);r > 0}
€ uma base de vizinhancas de . Da mesma forma,
B, = {Blz;r];r > 0}
também € uma base de vizinhancas de .
Em vista da Defini¢do 4.7, temos a

Definicao 4.8. Seja (X, T) um espaco topoldgico néo vazio. Dizemos que B C T
é uma base para T se, para cada x € X e cada U € U,, existe V € B tal que
vcUuU.

Exemplo 4.3. (a) A familia de todos os intervalos abertos de R € uma base para a
topologia usual de R;

(b) Seja (M, d) um espago métrico. Entdo
B={B(a;r);ae Mer >0}
¢ uma base para 7.
(c) Seja T a topologia discreta em um conjunto X # (). Entéo
B={{z};ze X}
¢ uma base para 7.

A seguir, apresentamos a no¢do de continuidade para funcdes definidas entre
espacos topoldgicos.

Defini¢ao 4.9. Sejam (X, T1) e (Y, T2) dois espagos topolégicos. Uma func¢do
f: X =Y édita continua em a € X se, para cada Ty-aberto V contendo f(a) €
Y, existe um T1-aberto U contendo a € X tal que

f(U) cv.

Quando f é continua em cada elemento de X, dizemos apenas que f é continua.
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Observacao 4.2. A Defini¢ao 4.9 € a extensao natural da definicdo de continuidade
vista no contexto dos espacos métricos (Exemplo 4.3(b)).

Proposicio 4.4. Sejam (X, T1), (Y, T2) e (£, 7T3) trés espagos topoldgicos. Supo-
nhamos que f: X — Y seja uma funcdo continua em a € X e que g: Y — Z
seja uma fungdo continua em b = f(a) € Y. Entdo (go f): X — Z continua em
a.

Demonstracdo. Seja IV um subconjunto 73-aberto, com (go f)(a) = g(b) €
W. Como g é continua em b, existe um subconjunto 72-aberto V de Y, com b € V,
tal que

g(V) cw.

Da mesma forma, como f é continua em a, existe um subconjunto 7;-aberto U de
X,coma € U, tal que

fo) cv.
Portanto,
(go N)U) Cg(V)CW,
o0 que garante que (g o f) é continua em a. |

No decorrer deste texto, utilizaremos o conceito de densidade no contexto dos
espacos topoldgicos.

Definicao 4.10. Seja X um espaco topoldgico. Dizemos que D C X é denso em
X se
D= X.

Proposicao 4.5. Sejam X um espaco topoldgico, f: X — R uma funcdo continua
e D um subconjunto denso de X. Suponhamos que

f(z) =0 paratodo x € D.

Entdo f(x) = 0 para todo x € X.

Demonstrac¢do. Suponhamos, por absurdo, que exista a € X tal que f(a) #
0. Digamos que f(a) > 0.

Afirmacao: Existe um aberto U de X, com a € U, tal que
f(z) >0

paratodo x € U.
De fato, como

fla)el= (f(;)’ 3f2(a))

e f € continua, existe um subconjunto aberto U de X, com a € U, tal que

flU) ClI.
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Portanto, f(x) > @ > O paratodo z € U, o que estabelece a presente afirmacéo.

Agora, seja U o aberto em X obtido na afirmacdo. Como X = D, temos
U N D # (). Lembrando que f(x) = 0 para todo x € D, que f é positiva em U
e que € nula em D, chegamos a uma contradi¢ao. Logo, f € a fun¢do nula em X.
|

Conforme dissemos no inicio deste capitulo, estamos interessados em munir
os espagos normados com outras topologias vetoriais a fim de estudarmos a nog¢éo
de compacidade com relacdo as mesmas. Nesta direcdo, o enunciado da préxima
proposicao traz os principais ingredientes de que necessitamos.

Proposicao 4.6. Sejam X um conjunto ndo vazio,
{(Xi, Ti);i € I}
uma familia de espacos topologicos e
{fi: X = X;;iel}
uma familia de aplicacdes. Consideremos

B :{ ﬂ f_l(Uj); J é finito e U; é um subconjunto
JjeJ

Tj-aberto de X para cada j € J}.
Sdo vdlidas as seguintes condicdes:

(a) B é uma base para uma topologia T,, em X;

(b) T € atopologia menos finaem X tal que f;: (X,T,) — (X, T;) é continua
para todo i € I;

(¢) Dado um espago topolégico (Y, T), uma aplicacdo g: (Y, T) — (X,7T) é
continua se, e somente se, (fiog): (Y, T) — (X;,Ti) é continua para cada

1€ 1.

A topologia T, é conhecida como a topologia inicial em X definida pela fami-
lia de aplicagées { f;;i € I}.

Demonstracao. Veja o Capitulo I, §2, n® 3 de [2]. [ |
Exemplo 4.4. (a) Sejam (X, 7 ) um espaco topolégico e A C X. A topologia
inicial em A, definida pela inclusdo

i:re€Ar— 1z e X,
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é dita a ropologia induzida por T em A. E simples constatar que
{UNA;U é7T — aberto}

¢ a familia de todos os abertos de A. Com essa topologia induzida, A € dito um
subespago topologico de X .

(b) Seja {(X;,7T;);t € I} uma familia de espagos topoldgicos ndo vazios e consi-
deremos
X = HXZ = {(24)ier; x; € X; paracadai € I}.
el
A topologia produto em X € a topologia inicial em tal conjunto, definida pelas
projecoes

7Tj1X—>Xj

(zi)ier — xj,
onde j € I.

Em Topologia, uma classe importante € a formada pelos espacos de Hausdorff,
que mencionaremos abaixo.

Definicao 4.11. Seja X um espaco topolégico. Dizemos que X é um espaco de
Hausdorff se dados a,b € X, com a # b, existem U € U, e V € U, tais que
uny=0.

Exemplo 4.5. (a) Seja T a topologia discreta em um conjunto X . Entdo (X, 7T ) é
um espaco de Hausdorff.

(b) Todo espaco métrico € um espago de Hausdorff.

Proposicao 4.7. Sejam (X,7T) um espago topolégico de Hausdorff e A C X.
Entdo A é um espaco de Hausdorff com a topologia induzida por T.

Demonstracio. Sejama,b € A C X, com a # b. Como X é um espaco de
Hausdorff, existem dois 7 -abertos U € U, e V € U, tais que U NV = (). Assim,
pelo Exemplo 4.4(a), Uy = U N AeV; = VN A sdo dois abertos em A tais que
a €U, beV,eU NV = 0. Isso mostra que A é um espaco de Hausdorff. W

Observacao 4.3. Antes de apresentarmos o proximo resultado, lembramos que
dois espacos topoldgicos X e Y sdo ditos homeomorfos quando existe uma bije¢ao
continua f: X — Y cujainversa f~!: Y — X também é continua. Seja {X;;i €
I'} uma familia de espacos topoldgicos e ponhamos X = [] X;. Fica a cargo do
leitor a verificagdo de que cada X;, com ¢ € I, é homeolniérfo a um subespaco
topolégico de X.
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Proposicio 4.8. Seja {X;;i1 € I} uma familia ndo vazia de espagos topologicos
ndo vazios. As seguintes condigcbes sdo equivalentes:

(a) X =[] X; é um espaco de Hausdorff;
el

(b) X; é um espaco de Hausdorff para todo i € I.

Demonstraciao. (a) = (b): Esta implicacio segue diretamente da Proposi¢ao
4.7 e da Observagao 4.3.

(b) = (a): Suponhamos que X; seja um espago de Hausdorff para todo ¢ € . Con-
sideremos a = (a;);e; € X eb = (b;)icr € X, com a # b. Nesse caso, existe j €
I tal que a; # bj. Como X; é um espaco de Hausdorff, existem abertos U; e V; em
X;,coma; € Uj, b; € V;, tais que U; N'V; = (). Ponhamos U = w]l(Uj) eV =

-1
(V)
J J
(m; é a projecdo definida no Exemplo 4.4(b)). Logo, U € U,, V € Upe UNYV = 0,
seguindo o desejado. |

Terminamos esta secdo com o conceito de compacidade no contexto dos espa-
¢os topoldgicos.

Definicao 4.12. Sejam (X, T) um espaco topolégico e K C X. Dizemos que:
(a) X € compacto se cada cobertura aberta de X possuir uma subcobertura
finita;
(b) K é um subconjunto compacto de X se K for um espaco topologico com-

pacto com a topologia induzida por T .

A Defini¢do 4.12 estende a Defini¢do 2.2 para o contexto mais amplo dos es-
pacos topoldgicos. No decorrer deste capitulo, aparecerdo exemplos de espagos
topolégicos (X, 7), onde 7 ndo provém de uma métrica.

Proposicao 4.9. (a) Cada subespaco fechado de um espaco compacto também é
compacto;

(b) Cada subespaco compacto de um espaco de Hausforff é fechado.

Demonstracido. (a) Seja X um espago compacto e consideremos um subes-
paco fechado B de X. Suponhamos que {V;;i € I} seja uma familia de abertos

de B tal que
B=JV
iel
Para cadat € I, seja U; um aberto em X de modo que V; = U; N B. Logo,

X=(X\B)U OJU)

el
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Como X € compacto, existem iy, ..., 4%, com k € N*, de forma que
X=(X\B)UuU;, U---UUj,.

Portanto,
B=V,U---uUV;,,

donde concluimos que B € um espago compacto. Dai, resulta a condic¢do (a) do
enunciado.

(b) Sejam X um espaco de Hausdorff e K um subespaco compacto de X. Vejamos
que U = X \ K é um subconjunto aberto de X, resultando assim que K é fechado.
Com efeito, seja a € U. Logo, para cada x € K, existem abertos V, e W, de X,
coma € V,ex € Wy, tais que V, N W, = 0 (X é um espaco de Hausdorff).
Assim, {W, N K;z € K} é uma cobertura aberta do espagco compacto K, donde
existem £ € N* e x1,..., 2y € K tais que

K=WyNK)U---U (W, NK).

Ponhamos V = V., N --- N V,,. Portanto, V € um subconjunto aberto de X, tal
que
acVCX\K=U.

Isso prova que U € aberto e, consequentemente, K é fechado. |

Finalizamos esta se¢io enunciando o importante

Teorema 4.1. (Tychonoff). Seja {X;;i € I} uma familia ndo vazia de espagos
topoldgicos ndo vazios. As seguintes condicdes sdo equivalentes:

(a) X = [[ X; € compacto;
i€l

(b) X, é compacto para todo i € I.

Demonstracao. Veja [2]. |

4.2 Topologia fraca e topologia fraca estrela

Nesta se¢do, I/ e F' denotardo dois espacos normados reais. Em tais espagos,
as topologias definidas por suas normas serdo denotadas por 7z e Tr, respectiva-
mente.

O nosso objetivo aqui € apresentar duas importantes topologias iniciais: a to-
pologia fraca em F e a topologia fraca estrela em E’. Isto constitui uma preparagio
para estudarmos o teorema de Kakutani e o teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki,
que sdo dois resultados cléssicos acerca da compacidade de

By = {w € Bs|[alls < 1}
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ede
B ={p € E';|lo|lpr <1}

segundo as topologias iniciais mencionadas.

Defini¢iio 4.13. A topologia fraca em E, denotada por o(FE, E'), é a topologia
inicial em E definida pela familia de todos os funcionais lineares ¢ € E'.

Na préxima proposi¢do, traduzimos as propriedades gerais mencionadas na
Proposi¢ao 4.6 para a topologia fraca em F.

Proposic¢io 4.10. A ropologia fraca o(E, E') possui as seguintes propriedades:

(@ U C Eéo(E, E’)-aberto se, e somente se, para cada a € U, existem
neN* p1,...,0n € E' er > 0, tais que

Ula;1,...,0n;7) i={x € E;|pi(x) — ¢i(a)| < r para todo
ie{l,...,n}} CU.

(b) Paracada ¢ € E', a fungdo ¢: (E,c(E, E")) — R ¢ continua. Além disso,
o(E, E') é a topologia menos fina em E para a qual isto se verifica;

(¢) Dado um espago topolégico (Y, T ), uma aplicagdo f: (Y, T) — (E,o(E,E'))
é continua se, e somente se, (p o f): (Y,T) — R é continua para todo
pEF.

Demonstracio. Segue imediatamente da Proposicao 4.6. |

A partir de agora, obteremos algumas propriedades bésicas da topologia fraca
em E.

Definicao 4.14. Um subconjunto C de E é dito convexo se, para quaisquer x,y €
C, temos

{1=Nz+ ;A€ [0,1]} C C.

Uma vez que este texto destina-se a uma primeira leitura sobre a topologia
fraca, enunciaremos o préximo resultado sem apresentarmos uma demonstracao.
No entanto, uma excelente exposi¢do do mesmo pode ser encontrada na pag. 83 de

[8].

Teorema 4.2. (Hahn-Banach). Seja C' um subconjunto fechado, convexo e ndo
vazio de E, e suponhamos que a € E \ C. Entdo existem o € E' e a € R tais que
ola) > ae

Cc{zeE;p(x) <al.
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H={xeFE, px)=0o}

Proposicio 4.11. (E,0(FE, E")) é um espago topoldgico de Hausdorff.

Demonstracdo. Sejam a,b € E. Aplicando o Teorema 4.2, com C' = {b},
obtemos ¢ € FE' e a € R tais que

o(b) < o < p(a).

Seja 8 € («, ¢(a)). Entdo
Vi={zx € E;p(x) >} e Vo={ze€E;px)<p}

sdo o(E, E')-vizinhangas abertas de a e bem FE, respectivamente. Como V1 NVy =
(), obtemos o resultado. [ |

Proposicao 4.12. Seja C' um subconjunto convexo de E. As seguintes condicdes
sdo equivalentes:

(a) C é Tg-fechado;
(b) C é o(E, E')-fechado.

Demonstracdo. (b) = (a): Seja C' um subconjunto o(E, E’)-fechado de F,
ou seja, £\ C é o(E, E')-aberto. Como o(E, E’) é menos fina do que 7z, segue
que E \ C é Tg-aberto e, portanto, C' é Tg-fechado.

(a) = (b): Suponhamos que C' seja Tg-fechado. Se C' = E, o resultado ¢ claro.
Caso contrdrio, tomemos a € E'\ C arbitrariamente. Lembrando que C' é convexo,
o Teorema 4.2 garante a existénciade ¢ € E’' e o € R tais que ¢(a) > ae

C Cc{zx € FE;p(x) <a}l.

Portanto,
V={zeE;px)>a}l
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é uma o(E, E')-vizinhanga aberta de a em E, talque V € E\ C. Comoa € E
foi fixado arbitrariamente, concluimos que E \ C é o(E, E')-aberto, ou seja, C' é
o(E, E')-fechado. [ ]

Na Proposi¢do 4.10(b), vimos que o(F, E’) é menos fina do que Tg. O pré-
ximo resultado traz uma condi¢@o necessdria e suficiente para que o (E, E') = Tg.

Proposicio 4.13. As topologias Ty e o(E, E') coincidem se, e somente se, E tem
dimensdo finita.

Demonstracdo. (<): Ja sabemos que o(FE, E') < Tg, o que sempre € vilido.

Agora, supondo que F tenha dimensao finita e que U seja um subconjunto
Tr-aberto de E, mostremos que U é o(E, E')-aberto. Com efeito, sejaa € U e
tomemos s > 0 tal que

B(a;s) C U.
Como E tem dimens3o finita, seja {v1, . .., v, } umabase de E, onde n € N*. Sem
perda de generalidade, podemos supor que ||v;|| = 1 para todo i € {1,...,n}.
Paracadai € {1,...,n}, definamos o funcional linear continuo
T EF—R

n

T = Zﬂ?j?}j — Z;.
J=1

Tomemos 7 = >. Afirmamos que

Ua;mi, ... ;1) ={x € E;|mi(x) — m(a)| < r
paratodoi=1,...,n} C U.

De fato, dado « € U(a; 7y, ..., mpn;T), temos
n
||z —al| =

n
Z Ljvj — Z a;v; Z(%
J :

1
n

<Dl %HI%H—ZW (@) <r-n=s,
j=1

n
onde a = '21 a;jv;. Dai, resulta que
j:

x € B(a;s) CU
e assim U(a; 7y, ...,mp;7) C U. Como a € U foi tomado arbitrariamente, con-

cluimos que U é o(E, E')-aberto, ou seja T < o(E, E'). Logo, o(E, E') = Tg.

(=):  Suponhamos que FE tenha dimensdo infinita e vejamos que

o(E,E") # Tg.
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Ponhamos
Sp={z€E,|[z]|=1}
e
By ={xc B llal| <1},
Afirmacio: gaE(E’E/) = Bp.

Fixemos b € E tal que ||b|| < 1. Seja U uma o(F, E')-vizinhanga arbitraria
de bem E. Entdo existem n € N*, ¢1,...,¢, € E' e r > 0 tais que

Ubs o1, pni1) = {z € Es|pi(z) —pi(b)| <r} CU
(Proposicdo 4.10(a)). Como E tem dimensao infinita, a aplicacdo linear
T:z€ Evr— (p1(z),...,on(zx)) € R"
ndo € injetora. Seja ¢ € E \ {0} tal que
T(c) = (p1(c)y. .., n(c)) = (0,...,0).
Paracada A € Recadai € {1,...,n}, temos

|0i(b + Ac) = @i(D)] = [Al[wi(c)| = 0 <,

ou seja,
{b+ A AER) C U
Definamos
g: AER—— ||b+ Ac|| € R.
Claramente, g é continua e g(0) = ||b|| < 1. Por outro lado, as relagdes

1o+ Acl| = [|Ael] = [Iol] = [ fle]| = [[ol],
vélidas para todo A € R, implicam

li A) = .
/\_1>1_T‘_1009( ) o0
Portanto, pelo teorema do valor intermedidrio, existe A\g € R tal que g(Ag) = 1, 0
que significa que
(b+ Xoc) e UNSE.

Uma vez que b foi tomado arbitrariamente em B(0, 1), acabamos de demonstrar

que B(0;1) C ?UE(E’E Ve, consequentemente,

Bp = B(0;1) U Sp 595,
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Por outro lado, como S C Bg, também temos

o(E,E")

?E ) C E%(EvE/)

:BEa

onde esta dltima igualdade vem do fato de By ser convexo e Tg-fechado (Propo-
sicdo 4.12. Dai, a afirmacdo estd devidamente verificada.

O fato que demonstramos acima assegura que Sg néo € um subconjunto o (E, E')-
fechado de FE, apesar de ser Tp-fechado. Logo, E \ Sg é Tg-aberto, mas ndo é
o(E, E')-aberto. Em resumo, Tg # o(E, E').

Nesse caso, se o(F,E’) = Tpg, entdo E tem dimensdo finita, o que conclui
essa demonstragao. |

Proposicao 4.14. Seja T € L(E, F). Entdo
T: (E7U(E7 E/)) — (F,O'(F, F/))
também é continua.

Demonstracdo. Fixemos ¢ € F’ arbitrariamente. Como T € L(E, F'), entdo
(¢ o T) € E'. Portanto, pela Proposicdo 4.10(b).

(oT):(E,0(E,E")) — R

é continua. Da arbitrariedade de ¢) € F’, segueque T': (E,0(E,E")) — (F,o(F,F"))
é continua. (Proposicao 4.10(c)). |

Observacao 4.4. A reciproca da Proposicdo 4.14 também € valida, mas isso ndo
serd utilizado aqui. A validade desse fato decorre do importante Principio da limi-
tacdo uniforme, que pode ser encontrado no Capitulo 6 de [8].

O restante desta sec¢do € dedicado ao estudo da topologia fraca estrela em E’,
que serd definida a seguir. Antes disso, estabelecemos a

Defini¢iio 4.15. O mergulho canénico de E em E" = (E') é a aplicagdo

J:E—FE"
r— J(z): ' —>R
o= (J(2),9) = o(x).
Observacio 4.5. Seja J o mergulho candnico de E em E”. Temos que:

(a) J € continua: de fato, para cada z € F, valem as relagdes

[(J(2), )| = le(@)] < llellellzllz < |l2|le,
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onde ¢ € E" e ||¢||gr < 1, ou seja,

17 (@)l|gr = sup{|(J(z), p)|; 0 € E" e |[ollpr < 1} < [|2]| -

(b) J é uma isometria, ou seja,

17 (@)[|zr = [|=]|

para todo x € E (veja a Observagdo 8.1 na pdgina 77 de [8]). Em particular, J é
uma aplicacdo injetora.

Definicao 4.16. Dizemos que E é um espaco reflexivo se o mergulho candnico
J: E — E" for uma aplicacdo sobrejetora.

Exemplo 4.6. (a) Da Algebra Linear, sabemos que todo espaco normado de di-
mensao finita € reflexivo;

(b) Para cada p € [1, +00), é possivel demonstrar que o espago ¢, introduzido no
Exemplo 1.12, é reflexivo (veja o Exemplo 11.3 na pagina 107 de [8].

A topologia fraca estrela em E’ serd definida com o auxilio do mergulho cand-
nico de F em E”.

Definicio 4.17. A ropologia fraca estrela em FE', denotada por
o(E',E), é a topologia inicial em E' definida pela familia de funcionais linea-
res

{J(x): E' - R;z € E} C E”,
onde J é o mergulho canodnico de E em E".

No proximo resultado, veremos o conteido geral da Proposicdo 4.6 traduzido
para a topologia fraca estrela.

Proposicio 4.15. A topologia fraca estrela o(E', E) possui as seguintes proprie-
dades:

(a F C E' ¢ U(E’ , E)-aberto se, e somente se, para cada oy € F, existem
neN, x,...,x, € Eer >0, tais que

V(po; w1, xn; 1) = ={p € B p(xi) — po(z)| <r
paratodoi € {1,...,n}} C F.

(b) Para cada x € E, J(z) : (E',0(E',E)) — R é uma fungcdo continua. Além
disso, o(E', F) é a topologia menos fina em E' para a qual esse fato pode ser
verificado.

(¢) Dado um espago topoldgico (Y, T), uma aplicagdo f: (Y, T) — (E',o(E', E))
é continua se, e somente se, (J(z))o f: (Y,T) — R é continua para todo x € FE.
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Observacao 4.6. (a) Neste ponto da nossa discussdo, hd trés topologias em FE’:
a topologia Tz, a topologia fraca o(E’, E”) e a topologia fraca estrela o (E’, E).
Pelas Proposigdes 4.10 e 4.15, sempre ocorre

o(E'E) <o(E' E") < Tg.

(b) Se E é reflexivo, entdo o (E', E) = o(E', E").

De fato, basta observar nesse caso que {J(z): £/ — R;z € E} é o conjunto
formado por todos os funcionais lineares de E”.

(c) Se E tem dimensao finita, entdo
o(E',E)=0(E',E") = Tg.

Realmente, como F tem dimensdo finita, segue 0 mesmo para £’. Portanto,
a primeira igualdade acima vem do item (b) desse exemplo, enquanto a segunda
segue da Proposicdo 4.13.

Terminamos esta se¢do apresentando o dltimo ingrediente necessario a com-
preensdo dos dois resultados centrais deste capitulo.

Proposicio 4.16. (E',o(E', E)) é um espaco topolégico de Hausdorff.

Demonstracdo. Sejam 1, s € E’, com ¢ # 9. Consideremos a € E de
modo que ¢1(a) < ¢2(a). Assim, tomando v € (¢1(a), p2(a)), vem que

Vi =(J(a) H((~o0,@) e Vo= (J(a)) (o, +00))

sdo o(E', E))-vizinhangas abertas de @1 € 9, respectivamente, com V; N Vo = ().
Isso mostra o desejado. |

4.3 O teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki

Na Secao 3 do Capitulo 2, estudamos o teorema de Riesz, que garante que a
bola
By = {w € B;|[alls < 1}

de um espaco normado E é Tr-compacta se, e somente se, I/ tem dimenséo finita.
Na presente se¢do, o objetivo é demonstrar que

Bp ={p € E ol <1}

é o(F', E)-compacta mesmo que E (e portanto E’) seja um espago normado de
dimensao infinita. Esse é, precisamente, o contetido do préximo resultado.
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Teorema 4.3. (Banach-Alaoglu-Bourbaki). Seja E um espaco normado. Entdo

By ={p € E|lollp < 1}
é um subconjunto compacto de E' com respeito a sua topologia fraca estrela.

Demonstracdo. Paracada x € FE, seja [, = [—||z||,||=||] e consideremos o
espaco topoldgico

RE = {(t2)zer;ts € Rparatodoz € E}

munido da sua topologia produto. Sendo cada I, um subconjunto compacto de R,
o Teorema 4.1 garante que
I=]] &

zeE

é um subconjunto compacto de RZ.
Consideremos a aplicacao linear injetora

o: B — RF

Nesse caso, ®(Bpgr) C I, pois
[W(@)] < [l - [lz[| < [|z]],

sempre que z € E e 1) € Bpr.

Afirmacdo 1: A aplicagio ®: (E',0(E’, E)) — R¥ ¢ um homeomorfismo
sobre a sua imagem.

Em primeiro lugar, mostraremos que ®: (E',o(E, E')) — RE ¢ continua.
Para tanto, é necessario e suficiente que, para cada x € F, a aplicacg@o,

(rpz0®): (E',0(E',E)) — R
seja continua, onde 7, é a projecao
(ty)yer ERE v t, € R.
(Proposi¢do 4.6(c)). Com efeito, dado x € F e 1) € E’, temos
(2 0 ) () = ma(®(Y)) = (V¥ (Y))yer) = ¥(2) = (Jr(z),¢)

onde Jg € o mergulho candnico de E em E”. Logo, 7, o ® = J(z). Sendo
o(E', E) atopologia inicial em E’, definida pela familia de aplica¢des

{J(z): E' - R;z € E},
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segue que (7 o ®): (E',0(FE’,F)) — R é continua para todo x € FE, o que
estabelece a continuidade de ®: (E',o(E', E)) — RE.
A fim de concluirmos a demonstracio dessa afirmacdo, devemos constatar que

d71: Im® c RY — (F',0(F',E))

também € continua. Pela Proposi¢do 4.15, esse fato equivale a continuidade de
cada aplicacdo
(J(z))o®L: Im® c RF — R,

onde x# € E. Realmente, dados = € E e ) € E’', temos

((J(2)) 0 @) (¥ (W)yer) = (J (@), 2 (¥ (y))yer))
= (J(2),¥) = ¥(2) = 7 ((V(y))yer);

ou seja, (J(x)) o @1 é a restri¢do da projegdo 7, a imagem de ®. Recordando
que a topologia produto em R¥ é a topologia inicial definida pelas projecdes
(72 )zer, segue a continuidade de cada aplicagdo (J(x)) o @1, onde » € E.
Assim, ®~1: Im® Cc RF — (E',0(E', E)) é continua, donde concluimos que
®: (E', E) — R¥ é um homeomorfismo sobre a sua imagem.

Afirmacdo 2: ®(Bp) = {®(¥);¢¥ € E'e|l¢||pr < 1} é um subconjunto
fechado de R”.

Tomemos F' = (F,).cr € ®(Bpgr) (fecho com respeito a topologia produto
de R¥) e vejamos que F' € ®(Bp/). Inicialmente, consideremos a fungio
f+E—R

Vejamos que f é linear. Para tanto, fixemos z1,x2 € E e «, 8 € R. Tomemos
€ > 0 e observemos que

Ue =1, ((Fyy — &, Fyy + ) N1y (Fry — €, Fyy +€))
N ﬂ';jﬁ-ﬁxz((Fazﬁﬁzz — &, Fazy 182y +€))
= {(to)ecr € R |ty — Fu| < €, |tuy — Fo,| < ¢
€ ltawy 1822 — Fowy 12| < €}

é uma vizinhanca aberta de ' em R”. Assim,

l9(22) = Fa,| <,
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lg(ax1 + Bra) — Fauy1pas| <&,

donde obtemos

|flaz1 + Bro) — af (1) — Bf(22)| = [Fawi+pas — @Fuy — BEy,|
= |[Fouy+p2, — 9(az1 + Br2)] — a[Fyy — g(z1)] — B[Fy — g(x2)]|
< |Fow 482, — 9(a@s + Br2)| + | [Fey — g(@1)| + B[ Fe, — g(22)]
< (1+ |a]+1|8))e.

Como ¢ > 0 foi tomado arbitrariamente, concluimos que

flazy + Bxa) —af(xr) — Bf(x2) =0,

isto é, f é linear.
A constatacio de que f é continua segue do fato de I C R ser compacto, de
R¥ ser um espaco topolégico de Hausdorff e da inclusio ®(Bg/) C I. Realmente,

(f(@)ecp = (Fe)oer = F € ®(Bg) c T =1,

ouseja, f(x) € I = [—||z||, ||x||] para cada = € E. Dai, f é continuae || f||p <
1. Das informagdes obtidas até aqui, vem que

F = (f(2))ser = ®(f),

com f € Bpr, o que significa que F' € ®(Bp/). Logo, ®(Bpg) é um subconjunto
fechado de R e a Afirmacdo 2 estd provada.

Finalmente, como ®(Bp) é fechado (Afirmagdo 2), ®(Bg) C I e I é com-
pacto, segue que ®(Bpr) é compacto. Portanto, a Afirmacao 1 assegura que By €
um conjunto o (E’, E')-compacto. [

4.4 O Teorema de Kakutani

Quando E é um espago normado de dimensao infinita, sabemos que
By = {z € B ||zl|lp < 1}

ndo é um conjunto 7z-compacto. Lembrando que Tz e o(FE, E') sdo topologias
em E segundo as quais cada ¢ € E’ é continuo, e também que o(E, E’) é menos
fina do que 7, podemos nos perguntar se existem subconjunto de £, ndo compac-
tos com respeito a T, que sejam o(E, E’)-compactos. Em particular, sob quais
condigdes, podemos garantir que B é o(FE, E')-compacto? Uma resposta precisa
para essa questdo é dada pelo teorema de Kakutani, que caracteriza a compacidade
fraca de By em termos da reflexividade de E. Tal resultado sera obtido através do
teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, e com o auxilio de dois resultados técnicos,
um demonstrado por Helly e outro por Goldstine.
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Lema4.1. (Helly). Seja E um espaco normado (real). Consideremos p1, . ..,y €
E'eay,...,an € R, onde m € N*. As seguintes condi¢des sdo equivalentes:

(a) Para cada v > 0, existe x, € Bp tal que |;(x,) — o;| < r para todo i €
{1,...,m};

m m
(b) |3 Bici| < || 30 Biwi|| paratodo (Bi,...,Bm) € R™
i=1 i=1 B
Demonstracdo. (a) = (b): Fixemos r > 0e (51,...,8n) € R™ arbitraria-

mente. Por hipétese, existe =, € By, tal que
|pi(xr) — aj| < rparatodoi € {1,...,m}.

Consequentemente,

m
> B
i-1

> Bilei = pilzr)) + Y Bipi(r)
=1

i=1

=1

m
> Bigi
i=1

m
<> 1Billpi(zr) — oul +
=1

< <zil \@") -

)

El

e a arbitrariedade de r > 0 assegura que

<

m
> Biai
i=1

m
> Bigi
=1

E‘/

(b) = (a): Suponhamos que a condicdo (b) seja vélida e consideremos a aplicagdo
linear

T:z€Evw— (p1(2),...,om(z)) € R™.

Afirmacdo: o« € T'(Bg),onde o = (g, ..., ) € R™.

Suponhamos, por absurdo, que essa afirmagdo seja falsa. Como 7'(Bg) é um
subconjunto fechado, convexo e ndo vazio de R, o Teorema 4.2 garante a exis-
téncia de f € (R™)" e s > 0 tais que

TBE) C {A= (M, ) € R™: f(A) < s}
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H={AeR"; f(h)= s}

Da Algebra Linear, existe um tinico = (f1,. .., Bm) € R™ tal que

para todo A = (A1,...,\p) € R™ (veja o Teorema 7.19 na pag. 211 de [6]).
Assim, dado x € Bg, temos —x € Bpg,

> _Biai = f(a) > s > f(T(x)) = fle1(),...,om(2)) = D Bipi(x)
i=1 =1

> B > s> Bipi(—x) ==Y Bipi(),
i=1 i=1 i=1

donde concluimos que

m
> Bii
=1

m
<s< Zﬂiai-
=1

El
No entanto, isso contradiz a condi¢éo (b). Logo, a € T'(Bg).
Finalmente, vejamos que a condi¢do (b) implica a condi¢do (a). De fato, to-

mando r > 0, a afirmacdo que acabamos de demonstrar garante a existéncia de
z, € Bg tal que

(Z lpi(wr) — Oéi|2> 2 =||T(z,) — || <.
i=1

Portanto, |¢;(x,) — a;| < r paratodoi € {1,...,m}, o que fornece o desejado.
n
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Lema 4.2. (Goldstine). Seja E um espaco normado. Entdo
J(Bg) ={J(x);xz € Eellz|lp <1}

é denso em
Bpn ={¢ € E"; ||¢]|pr < 1}

com respeito & topologia fraca estrela o(E", E'), onde J: E — E" denota o
mergulho candnico.

Demonstracio. Sendo J uma isometria (Observacado 4.5(b)) segue que
|J(z)||g» = ||z||p» <1 paratodo = € Bp,

ou seja, J(BE) C Bpgn.

Vejamos que J(Bpg) € denso em Bg segundo a topologia o(E"”, E'). Com
efeito, fixemos &y € Bpr e seja V uma o(E"” | E')-vizinhanga de & em E”. Sem
perda de generalidade, podemos supor que

V= {§ € E" |€(g;) — &o(ws)| <7 paratodoi € {1,...,m}},

ondem € N*; o1,...,0,m € E'er > 0.

Afirmacdo: V N J(Bg) # 0, ou seja, existe x € Bp tal que
[(J(z), pi) — olwi)| <7
paratodoi € {1,...,m}.

Para cada ¢ € {l,...,m}, ponhamos «; = &o(¢;) e seja
a=(ag,...,a,) € R™ Nesse caso, dado 8 = (B4, ..., Bmn) € R™, temos

> Biwi

m m
> Bici| = |& (Z 51‘%) < |0l &~
i=1 i=1 i=1 B
m
< |1 Bigs
=1 E!
Assim, pelo Lema de Helly, a presente afirmagdo estd provada.
Finalmente, {, € J(Bg), ou seja, J(Bg) = Bp. [ |

A partir de agora, estamos em condicdes de apresentar o principal resultado
desta secdo.

Teorema 4.4. (Kakutani). Seja E um espaco normado. As seguintes condigcoes
sdo equivalentes:

(a) F é reflexivo;
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(b) Brp ={x € E;||z|| <1} éo(E, E')-compacto.
Demonstracao. A demonstracio de que as condicdes (a) e (b) sdo equivalen-
tes estd organizada ao longo de quatro afirmagdes.

(a) = (b): Suponhamos que FE seja reflexivo, e denotemos por Jgr o mergulho
canodnico de F em E”.

Afirmagdo 1: J;': (E",0(E",E')) — (E,o(FE, E')) é uma aplicagio conti-

nua.

Denotemos por Jg: 0 mergulho candnico de £’ em E’” e lembremos que, dado
¢ € E', temos

(Jer(9),€) = &)

para todo £ € E”. Fixemos & € E”. Como Jg € bijetora, existe um tnico zg € F
tal que Jg(xo) = &. Portanto, temos

(poJg") (&) = (o Jg")(Je(x0)) = @(x0)
= (Je(z0), ») = &o(¢) = (Je (¥), &0),

ouseja, po Ji' = Jg/(p). Como o(E", E') é a topologia inicial em E”, definida
pela familia de aplicacdes

{Jp(0): B" — Ryp € E'},
concluimos que
(poJzh): (E",0(E", E")) — R

€ continua. Como ¢ € E’ foi tomado arbitrariamente, a Proposi¢do 4.10(c) garante
que
J;t: (E",0(E" E")) — (E,0(E, E"))

é continua, seguindo a Afirmacio 1.
Afirmacio 2: Bpg é o(E, E')-compacto.

Como FE é reflexivo e Jg € uma isometria (Observacdo 4.5(b)), é facil ver que
Jg(Bg) = Bpgr. Assim, pelo teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, concluimos
que Jg(Bg) é o(E", E')-compacto. Portanto, pela Afirmacéo 1,

Ji' (Je(Bp)) = Bp
é o(E, E')-compacto, seguindo o desejado.

(b) = (a): Admitamos que Bg seja o(E, E')-compacta.

Afirmacdo 3: Jp(Bg) = Bpr.
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Como Jg: (E,Tg) — (E", Tg) é continua, a Proposi¢do 4.14 garante que
Jg: (E,0(E,E")) — (E",0(E", E"))

também é. Dessa forma, como o(E”, E’) é menos fina do que o(E”, E""), sabe-
mos que
Jg: (E,0(E,E")) — (E",0(E", E"))

é continua. Por hipétese, By é o(E, E')-compacta, donde deduzimos que
Jg(Bg) €é o(E",E')-compacto.

Sendo (E”,o(E"”, E")) um espaco topoldgico de Hausdorff (Proposigdo 4.16), se-
gue que J(Bg) é o(E", E')-fechado (Proposicdo 4.9(b)). Portanto,

=0 (E"E')

J(Bg) = J(BEg) = B,

onde a segunda igualdade decorre do Lema de Goldstine. Isso conclui a demons-
tracdo da Afirmagdo 3.

Afirmacdo 4: A aplica¢do Jp: E — E” é sobrejetora e, portanto, E é reflexivo.

De fato, seja & € E” tal que & # 0. Como =— € Bpw, utilizamos a

[1€1] g
Afirmagio 3 para obter z¢ € FE tal que Jg(zg) = I gﬁE”’ o que fornece
J = = S
e(lEllzrwo) = |I€]|n Jp(w0) = IISHENW =¢.
Assim, Jg € sobrejetora, seguindo o desejado. |

4.5 Exercicios

(4.1): Prove as afirmagdes do Exemplo 4.2.
(4.2): Prove a Proposicdo 4.6.
(4.3): Prove a Proposicdo 4.8.

(4.4): Sejam X um espago topoldgico e A um subconjunto de X . Mostre que

(@ X\ A=int(X\ A);

(b) X \intA=(X\A).
(4.5): Prove a Proposicédo 4.10.

(4.6): Sejam X um espago topoldgico ndo vazio e A um subconjunto de X. Para
cada x € X, suponha que B, seja uma base de vizinhancas de x. Mostre
que:
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4.7):

4.8):

4.9):

(4.10):

4.11):

4.12):

(4.13):

(a) A ¢ aberto se, e somente se, para cada z € A, existe V € B, tal que

Y C A
(b) A é fechado se, e somente se, para cada x € A, existe V € B, tal que
VNA=0.

() A={r e X;VNA#DparatodoV € B,};
(d) int A = {x € X; existe V € B, de modo que V C A}.

Seja (X, 7T) um espaco topoldgico e considere B C 7. Mostre que as se-
guintes condicdes sdo equivalentes:

(a) B é uma base para T ;

(b) Cada subconjunto 7 -aberto U de X se exprime como uma unido de
membros de B.

Sejam X e Y dois espagos topoldgicos, com X compacto. Suponha que
f: X — Y seja uma funcio continua. Mostre que a imagem de f é um
subconjunto compacto de Y.

Sejam X um espaco topoldgico compacto e f: X — R uma fungéo conti-
nua. Mostre que existem a, b € X tais que

fla) < f(z) < f(b)
paratodo xz € X.

Seja {X;;¢ € I} uma familia de espagos topolégicos e seja

X = ][] X;. Mostre que, para cada ¢ € I, X; € homeomorfo a um su-
i€l

bespaco topoldgico de X.

Seja E' um espaco normado. Mostre que E' tem dimensao infinita se, e so-

mente se, F’ tem dimensdo infinita.

Seja E um espago normado. Dizemos que uma sequéncia (z,,),en+ con-
verge fracamente para = € F se, para cada o(E, E')-vizinhanga )V de x em
E, existe ng € N* tal que

Ty, €V

w
para todo n > ng. Nesse caso, escrevemos x, —> x. Mostre que as
seguintes condi¢des sdo equivalentes:

(@) x, - €

(b) ¢(z,) — p(x) em R para todo ¢ € F'.

Seja E um espaco normado.
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(a) Defina a nogdo de convergéncia de sequéncias em E’ segundo a topo-
logiao(E', E).

(b) Seja (¢n)nen+ uma sequéncia em E’. Mostre que (¢, )nen+ converge
para ¢ € E’ com relagdo a topologia o(E’, E) se, e somente se,
on(x) = p(z) em R paratodo = € E.

(4.14): Seja E' um espaco normado separdvel, isto é, existe um subconjunto enume-
ravel e denso em E. Mostre que toda sequéncia limitada em E’ possui uma
subsequéncia o (E’, E)-convergente.

(Sugestao: veja a demonstracdo do Teorema 3.1).
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