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Questão 01 [ 2,00 pts ::: (a)=1,00 pt; (b)=1,00 pt ]

(a) Sejam a, b ∈ Z e n ∈ N. Mostre que a− b divide an − bn.

(b) Seja n um número natural. Mostre que, se 2n − 1 é primo então n é primo.

Solução

(a) Vamos provar usando indução sobre n.

A afirmação é verdadeira para n = 1, pois a− b divide a− b.

Suponhamos, agora, que a− b | an − bn. Temos que

an+1 − bn+1 = aan − ban + ban − bbn = (a− b)an + b(an − bn)

Como a− b | a− b e, por hipótese, a− b | an − bn, decorre da igualdade acima que

a− b | an+1 − bn+1

Portanto, a afirmação é válida para todo n natural.

(b) Suponhamos que n não é primo. Temos que n = a · b, com 1 < a < n e 1 < b < n. Como pelo item (a),

2a − 1 divide (2a)b − 1 = 2n − 1, onde 2a − 1 ̸= 1 e 2a − 1 ̸= 2n − 1, conclúımos que 2n − 1 é composto.

Portanto, se 2n − 1 é primo então n é primo.

Questão 02 [ 2,00 pts ::: (a)=1,00 pt; (b)=1,00 pt ]

(a) Mostre que se n é um número ı́mpar, então 1 + 2 + 3 + · · ·+ (n− 1) ≡ 0(modn).

(b) Mostre que se n é um número par, então 1 + 2 + 3 + · · ·+ (n− 1) ̸≡ 0(modn).

Solução

Primeiro observe que 1 + 2 + 3 + · · ·+ (n− 1) =
(n− 1)n

2
.

(a) Se n é ı́mpar, então (n − 1) é par e
(n− 1)

2
é um número inteiro. Assim, n | 1 + 2 + 3 + · · · + (n − 1), portanto

1 + 2 + 3 + · · ·+ (n− 1) ≡ 0(modn).

(b) Se n é par, então n = 2k, para algum k ∈ N. Logo
(n− 1)n

2
= (n − 1)k. Como (n, n − 1) = 1 e k < n segue que

n - (n− 1)k, portanto

1 + 2 + 3 + · · ·+ (n− 1) ̸≡ 0(modn).



Questão 03 [ 2,00 pts ]

Um paĺındromo é um número que, escrito da direita para a esquerda ou da esquerda para a direita, o resultado é o

mesmo (por exemplo, 373 e 521125 são paĺındromos). Prove que todo paĺındromo com um número par de algarismos

é div́ısivel por 11.

Solução

Considere a representação decimal de um paĺındromo a com um número par de algarismos.

Assim, a = an10
n + an−110

n−1 + · · ·+ a210
2 + a110 + a0 e

a = a010
n + a110

n−1 + · · ·+ an−110 + an, com n ı́mpar.

Usando a congruência módulo 11 e o fato de que 10 ≡ −1 mod 11, temos que

a ≡ a0 − a1 + · · ·+ an−1 − an mod 11 e a ≡ an − an−1 + · · ·+ a1 − a0 mod 11.

Somando as duas congruências, obtemos 2a ≡ 0 mod 11, e como (2, 11) = 1, a ≡ 0 mod 11.

Portanto a é diviśıvel por 11.

Questão 04 [ 2,00 pts ]

Se p > 3 e os números p e p+ 2 são primos, mostre que 12 | 2p+ 2.

Solução

Ao dividir um inteiro p por 12 os posśıveis restos são: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 e 11. Se p > 3 é um número primo, então

não ocorrem o seguintes restos: 0, 2, 3, 4, 6, 8, 9 e 10, pois isto acarretaria que p é diviśıvel por 2 ou 3. Como p+ 2 também

é primo os restos 1 ou 7 também não podem ocorrer.

De fato,

p = 12k1 + 1 ⇒ p+ 2 = 12k1 + 3 ⇒ 3|p+ 2.

p = 12k2 + 7 ⇒ p+ 2 = 12k1 + 9 ⇒ 3|p+ 2.

Portanto p = 12k3 + 5 ou p = 12k4 + 11. Nestes dois casos,

2p+ 2 = 24k3 + 12 ⇒ 12|2p+ 2.

2p+ 2 = 24k4 + 24 ⇒ 12|2p+ 2.

Questão 05 [ 2,00 pts ::: (a)=1,00 pt; (b)=1,00 pt ]

Seja m > 1 um número inteiro.

(a) Mostre que um elemento [a] ∈ Zm é invert́ıvel se, e somente se, (a,m) = 1.

(b) Mostre que o anel Zm é corpo se, e somente se, m é primo.



Solução

(a) Se [a] é invert́ıvel, então existe [b] ∈ Zm tal que 1 = [a] · [b] = [a · b]. Logo a · b ≡ 1modm, isto é, existe t ∈ Z tal que

a · b− 1 = t ·m ou a · b− t ·m = 1. Portanto (a,m) = 1.

Reciprocamente, se (a,m) = 1, então existem x, y ∈ Z tal que a ·x+m ·y = 1. Logo, [1] = [a ·x+m ·y] = [a ·x]+[m ·y] =
[a] · [x] + [0] = [a] · [x], ou seja, [a] é invert́ıvel.

(b) Se m é primo, então (a,m) = 1 para todo 1 ≤ a ≤ m− 1. Pelo item a), os elementos [1], [2], . . . , [m− 1] são invert́ıveis

e Zm é corpo.

Reciprocamente, se m não é primo, existem inteiros 1 < a, b < m tal que m = a · b. Assim, [0] = [m] = [a] · [b] com
[a] ̸= 0 e [b] ̸= 0. Ou seja, [a] e [b] não são elementos invert́ıveis e Zm não é corpo.


