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Questao 01 [ 2,00 pts ]

2

n ndmeros inteir itivos (x,y, 2 m (x = it isfazem uagao x = z° sa nomi-
As ternas de eros inteiros positivos (z,y, z), co , 1, que satisfazem a equacio 22 + 32 sao deno

nadas ternas pitagoricas primitivas e o triangulo retangulo de catetos x e y e hipotenusa z é chamado um triangulo
pitagorico primitivo. Um resultado bastante conhecido é:
2

“As ternas pitagéricas primitivas (x,y, z) sdo da forma z = a? — b?,y = 2ab, z = a® + b? com a, b niimeros inteiros

positivos com a > b.”

Use o resultado acima para provar que se = e y sao os catetos de um triangulo pitagdrico primitivo, entao a area

desse triangulo é um multiplo de 6.

Solugao
Temos que a drea do triangulo é dada por A = %, onde
z =a? —b%y = 2ab, logo A = (a® — b*)ab, com a > b > 0.
Se a e b sdo impares entdo a® — b? é par, caso contrério, temos a ou b é par.
Portanto A = (a® — b*)ab é sempre par.
Por outro lado, qualquer inteiro é da forma 3k, 3k 4+ 1 ou 3k + 2, com k € Z.
Se = 3k + 1 ou 3k + 2 temos que 22 = 3t + 1, com k,t € Z.
Se @ e b nao sao miltiplos de 3 temos que a®> —b? =3t1 +1 — 3ty — 1 = 3(t1 — t2), caso contrdrio, a ou b é miltiplo de 3.
Portanto A = (a® — b?)ab é sempre multiplo de 3.

Como A é multiplo de 2 e de 3 concluimos que A é miltiplo de 6.

Questao 02 [ 2,00 pts ::: (a)=1,00; (b)=1,00 ]

Uma pessoa recebeu 91 reais em notas de 2 e b reais.
(a) Qual é o niimero méximo de notas que ela pode ter recebido? E qual é o ntimero minimo?

(b) O ntimero de notas recebidas de 2 reais pode ter sido igual ao nimero de notas de 5 reais?

Solugao

(a) Indicando por x o nimero de notas de 2 reais e por y o numero de notas de 5 reais temos que
2¢ + 5y =91

Resolvendo a equagao diofantina, encontramos a solugdo minimal z = 3 e y = 17 e a solugdo em N é dada por
r= 345t
y= 17—2¢

Como x + y = 20 + 3¢, o nimero méximo de notas é igual a 44 e o nimero minimo é igual a 20.

onde 0 <t <8.



(b) Temos que x = y quando ¢t = 2, obtendo x = y = 13.

Questao 03 [ 2,00 pts ::: (a)=1,00; (b)=1,00 ]

Dados a, b, m € Z, com m > 1.
a) Prove que: a congruéncia aX = bmodm possui solugio se, e somente se, (a,m)|b.

b) Resolva a congruéncia 6X = 15mod 21.

Solugao

a) Suponha que a congruéncia aX = bmodm tenha uma solugao xo, isto é, m|axo — b, 0 que equivale & existéncia de y tal que
azo — b = my. Portanto a equagao diofantina aX — mY = b possui solu¢ao. Logo (a,m)|b.

Reciprocamente, suponha que (a,m)|b. Logo a equagao diofantina aX — mY = b admite uma solugado xo e yo. Ou seja,

axo = b+ myo e consequentemente, xo é solugdo da congruéncia aX = bmodm.

b) Como (6,21) = 3 e 3|15, entdo a congruéncia 6X = 15mod 21 tem trés solugdes médulo 21. Por inspe¢io zop = 6 é uma

solucao da congruéncia. Portanto 6, 13 e 20, sao as trés solucoes nao congruentes. Logo todas as solucoes sao dadas por

{6 +21t|t € Z} U {13 + 21s|s € Z} U {20 + 21r|r € Z}

Questao 04 [ 2,00 pts ::: (a)=1,00; (b)=1,00 ]

(a) Dado um nimero primo p, prove que p divide a? — a, para todo a € Z.

(b) Sejam p um nimero primo e a e b ntimeros inteiros. Mostre que

(a+bP =d” 4+ modp

Solucao

(a) Se p =2, temos que a®> —a = a(a — 1) é par ¢ assim 2 divide a* — a.

Suponhamos p impar. Nesse caso, como

(—a)? — (—a) = —(a? — a) basta provar o resultado para a > 0. Vamos provar usando indugao sobre a.
O resultado vale para a = 0 pois p divide 0.

Supondo o resultado valido para a, provaremos para a + 1.

Pela férmula do Binomio de Newton,

p _ D p p—1 p
(a+1)P—(a+1)=a —a—|—(1>a +-~~+<p_1>a

Usando a hipétese de indugao e o fato que (11’) aP 7l (pfl)a é divisivel po p, concluimos que p divide (a+1)? —(a+1).
(b) Temos que, para todo a € Z, a? = a mod p, pois p divide a? — a.
Dai,
(a+b)P=a+b=d”+b" modp



Questao 05 [ 2,00 pts ::: (a)=1,00; (b)=1,00 ]

Seja p > 3 um nimero primo e b € N. Prove que:
a) b + (p— 1)1b = 0mod p

b)(p—1)!=pE-1)mod(14+2+3+---+(p—1))

Solugao
a) Pelo Pequeno Teorema de Fermat b* = bmodp. Pelo Teorema de Wilson, tem-se (p — 1)! = —1modp, que acarreta
(p — 1)!Ib = —bmod p. Somando as duas congruéncias , obtemos
b + (p—1)1b=(b—b)modp = 0modp
plp—1) p—1 s o . .
b) Note que, 1 +2+---+ (p—1) = 5 Como (p, T) = 1 é suficiente provar a congruéncia dada médulo p e médulo
-1
pT. Pelo teorema de Wilson tem-se (p — 1)! = —1 modp, que acarreta (p — 1)! = (p — 1) mod p.

Agora, (p—1)!~(p—1) = (p~1)((p~2)!~1). Como 2~ Li(p — 1), entéio 2= Li(p= 1)1 = (p— 1)), ouseja, (p— 1)1 = (p— 1) mod %.



