A
V. [
A A KL/

AAAA MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL
PROFMAT Avaliacao 2 - MA14 - 2015 - Gabarito SBM
Questao 01 [ 2,00 pts ]

1000
O ntmero inteiro ( 00 ) é divisivel por 77 Justifique sua resposta.

Solugao
Tem-se que
1000 \  1000!
500 /  500!500!
1000 1000 1000
7 72 73

E7(1000!) = [

E7(500!) = [@] + {500] + {@} =T71+10+1=82

72 73
1000
E; =164—-2-82=0
500

1000
Portanto, 7 nao divide .
500

} =1424+20+2 = 164

Questao 02 [ 2,00 pts ]

Um nutimero natural é chamado de numero perfeito se ele é igual a soma de seus divisores naturais distintos dele

mesmo. Prove que se 2P — 1 é um niimero primo, entao 2P~ 1(2P — 1) é um nimero perfeito.

Solucao

Suponha que 2P — 1 é primo e n = 2P71(2P — 1). Logo p > 1 e, consequentemente, n é par.

Como 2P — 1 é fmpar, temos que (2P~ 1,27 — 1) = 1. Considerando S(n) a soma de seus divisores naturais tem-se que:
S(n) = S(2°P71 (2P — 1)) = S(2P"HS(2* — 1) = 2;__11 2P = 2n e assim S(n) —n = n.

Portanto n é perfeito.

Questao 03 [ 2,00 pts ]

Determine a maior poténcia de 2 que divide 32998 — 1.

Solugao

32008 32008 —1.

O ndmero — 1 é par, logo 2 |

Observamos que, se r é natural entao

2" | 32098 1 «—= 32998 = 1 mod 2"



Temos que:

3 =—1mod 4, logo 3°°® =1 mod 4.

3 =1 mod 8, logo 3*°% = (3%)'°* = 1 mod 8.

3% = (3")? = (81)*> = 1 mod 16, logo 3*°%® = (3%)*°! =1 mod 16.

3% = (3% = (81) = (17)*> = 1 mod 32, logo 3*°% = (3°)*' = 1 mod 32.

3% = (3%)? = (81)% = (17)? = 33 mod 64

3'% = (33)° = 1 mod 64

32008 = 316-12548 — 38 — 33 110d 64

32008 _ 1 = 32 mod 64

. 4 .. ~ .. , . a . . ~ T
Assim, 2,22,2%, 2%, 25 dividem 3%°°% — 1 e 2° néo divide 3%°°® — 1. Além disso, qualquer poténcia maior do que 2° néo dividira
o ndmero em questio pois, caso contrario acarretaria que 2° também dividiria.

Portanto, a maior poténcia de 2 que divide 3208 — 1 é 2°.

Outra solugao:

Podemos fatorar 32998

— 1 da seguinte forma:
32008 _ (39251 _ | — (38 _)(3¥W0 4 38249 | g8 L g8l )

Observe que a soma 35250 4 38249 4 38248 4 | 381 4 1 tem 251 parcelas, todas fmpares: logo, é um nimero {mpar, nio

sendo, portanto, divisivel por 2. Por outro lado,
3 —1=03"-1)3"+1)=80-82=2"-5-41.

Ent#o, a maior poténcia de 2 que divide 3% — 1 é 25.

Questao 04 [ 2,00 pts ::: (a)=1,00 pt; (b)=1,00 pt ]

(a) Sejam a, b€ Z e n € NU{0}. Prove, usando indugdo matemética, que a + b divide a?"+1 4 p2n+1,

(b) Seja m um nitmero natural maior do que 1. Mostre que, se 2" + 1 é primo, entdo n = 2" para algum ntimero

natural m.
Solucao
(a) A afirmacao é verdadeira para n = 0, pois a + b divide a + b.

2n+1 + b2'n+1

Suponhamos, agora, que a + b divide a ,onde n > 0.

Considerando a2 +D+1 4 p2( D+ temos que



a2(n+1)+1 +b2(n+1)+1 _ a2n+3 +b2n+3

a2n+la2 4 b2n+lb2

2 1 2 2 1,2 2 2 1 2 2 1
a® e 4 7 — 2T 4 2T

—_ a2n+1(a2 _ b2) + b2(a2n+l + b2n+1).

Como a + b divide a* — b* = (a + b)(a — b) e, por hipétese, a + b divide
2n+D+1 4 p2(nt )+

a®" ! 4 p? T segue da igualdade acima que a + b divide a

estabelecendo assim o resultado para todo n € NU {0}.

(b) Suponhamos 2" + 1 primo, onde n > 1.
Considerando a decomposicao de n em fatores primos podemos escrever

n=2".pf...pi* =2" ¢, ondem>0et=p - ppt

é impar.
Como ¢ é impar, usando o item (a), concluimos que

22" 41 (22) +1=2"4+1,0onde 22" +1#1,logo 22" +1=2"+1¢e

assim n = 2™. Portanto n = 2™ e comon > 1, m € N.

(b) (solugao alternativa) Suponhamos 2" + 1 primo, onde n > 1.

Se n tiver um divisor primo p diferente de 2, teremos n = p - k com k € N.
Como p é fmpar, usando o item (a) , concluimos que 2% + 1 divide

(2FP +1=2"+1,onde 28 +1#1 (k#0) e 28 +1#2" +1(k #n), o que
dé uma contradigdo. Portanto, 2 é o tnico divisor primo de n , isto é, n = 2™

para algum nimero natural m.

Questao 05 [ 2,00 pts ]

Sejam x,y, m,n inteiros, com m,n > 0, e p um nimero primo. Mostre que, se x = y mod p e m = n mod (p — 1),

entao " = y" mod p.

Solugao

Suponha =y mod p e m =n mod (p — 1). Segue que z™ = y™ mod p e provaremos que ¥y = y" mod p.

i) Se ply, entdo ply™ — y", isto é, y™ = y" mod p.



ii) Suponha que p nao divide y. Por hipétese m = nmod (p — 1), ou seja, existe k € Z tal que m =n+ k- (p—1). Como p

ndo divide y, pelo pequeno teorema de Fermat, y?~* = 1 mod p e portanto y* ®~1 = 1 mod p.

Segue que, y™ = y"+k‘(”_1) =y"- yk‘(p_l) = y" mod p.

Agora, como " = y" mod p e y"* = y™ mod p, por transitividade, concluimos que z"* = y™ mod p.



