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Questao 01 [ 2,00 ]

Considere um cilindro sélido de altura 2R, cujas bases sao dois circulos de raio R, do qual sdo retirados dois cones

sélidos de altura R e que tém por base as bases do cilindro, formando-se assim um sélido S. Considere ainda uma esfera

deraio R, e que, assim como o sélido S, esta sobre um plano.

(a) Prove que, intersectando a esfera e o sélido S por um plano paralelo ao plano que apoia estes sélidos, como na
figura, obtém-se secbes com mesma area.

(b) Supondo conhecidas as expressdes do volume do cone e do cilindro, prove que o volume de uma esfera de raio
4
R é dado por gwR?’.

Solugao

(a) Vamos denotar por z a distancia do plano ao vértice V' dos cones e ao centro O da esfera. Suponhamos inicialmente o
plano abaixo de V' e O.

Como na figura, os triangulos VC1 P; e V(U2 P> sao semelhantes, logo

Clpl o VC1
CoP, V(O

Como V(1 =x, CoP> = Re V(U2 = R, temos

l’L‘ [
I E..C1P1—x.



Com isso, a secao do sélido S é a coroa circular entre os circulos de raios x e R, logo, sua area é dada por
Sessios = mR? — ma® = w(R® — 2?).
A secao da esfera pelo plano serd o circulo de raio C'Ps da figura. Como o tridngulo OC5P5 é reto em C3, temos
2 =2 D
OP;s” =CP;s” +0C5,
e, como OCs =z e OP;s = R,
—2
R2 =CP;s" + ZC2,
logo
CP’ = R? —2”.
Com isso, a drea da se¢do da esfera pelo plano serd dada por
Sessfoestora = m(R> — 2°) = Sesséos,

como queriamos provar.
O raciocinio é idéntico para planos acima do vértice e do centro da esfera, bastando alterar a figura.
Para o plano que passa pelo vértice dos cones e pelo centro da esfera, as segdes em ambos os sélidos serdo circulos de

raio R e, assim, terao mesma area.

(b) Pelo Principio de Cavalieri, a esfera terd o mesmo volume do sélido S. Mas este sélido tem volume dado pelo volume

do cilindro de base de raio R e altura 2R, subtraido de dois cones sélidos de base de raio R e altura R. Assim,
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Questao 02 [ 2,00 ]

Em um tetraedro ABCD, AB =z, CD = y e as demais arestas medem z. Determine a distancia entre as arestas

AB e CD em funcdo de z, y e z.

Solugao

Sejam M e N pontos médios de AB e CD, respectivamente.

Os triangulos ACB e ADB sao congruentes (LLL) e isdsceles, logo, as alturas CM e DM sao congruentes. Assim, o tridngulo
DMC é isésceles, e, como N é ponto médio de C'D, M N serd altura de DM C'. Da mesma forma, M N é altura do tridngulo
isésceles ABN. Com isso, MN é o segmento da perpendicular comum as arestas AB e CD, logo a distancia entre estes
segmentos é M N. Vamos entdo calcular este comprimento.

O triangulo AM D é retangulo em M, logo, denotando h = DM,

e e



portanto
T
h? =27 - .
4

Denotando d = M N, como DN M ¢é um tridngulo retangulo em N, temos

o))

logo
e entao ) )
2_ 2 T Yy
d" =z 7 T
Com isso,
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Questao 03 [ 2,00 ]

BE 1 CF _1
BC ~3°BC 14
AF e ED intersectam-se em P. Determine a que fracdo da drea do quadrado ABC'D corresponde a drea do triangulo
BPE.

Sobre o lado BC' de um quadrado ABC D marcam-se os pontos FE e F' tais que . Os segmentos

Solugao
Seja a a medida da aresta do quadrado. Assim,
1

a
E=-BC=-
3803

- l—= a
CF=-BC=-.
4 4
Como EFP = DAP, FEP = ADP (alternos internos nos dois casos) e EPF = DPA (opostos pelo vértice), os tridngulos

APD e FPFE sao semelhantes. Denotando por h e H as alturas desses tridngulos, relativas as lados EF' e D A, respectivamente,

temos _
h _EF
H DA
D C
'
L H DN o
e
A B
Como DA=ae
—_— == == = a a ba

temos entao

h j— p—
H
e, portanto,



Mas h+ H = a, logo H = a — h e entao

logo

que implica

ou ainda

Assim, a drea de BPFE é

Como a 4rea de ABCD é a2, a area do triangulo BPE é % da

Questao 04 [ 2,00 ]

1
=3

.BE -

5
h= ﬁ(a’ - h)7
5
h"r Eh a,
17 5
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5
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drea de ABCD.

Um poliedro convexo com 32 vértices possui apenas faces triangulares. Determine o ntimero de arestas e faces deste

poliedro.

Solucao

Vamos denotar por F' o nimero de faces e A o nimero de arestas. Como este poliedro tem apenas faces triangulares, temos

2A =3F

(isto é, cada face contabiliza 3 arestas, sendo que, cada aresta é contada duas vezes, uma para cada face em que estd contida).

Com isso,

Pelo Teorema de Euler, temos

logo

e, entao,

implicando F' = 60.

Com isso, temos

Questao 05 [ 2,00 ]

3
A=JF.
32—A+F=2,

32—%F+F:2

(a) Usando apenas a identidade fundamental da trigonometria e as férmulas de arcos duplos prove que:

2 cos?(z) — 1, para todo z real.

(b) Sabendo que cos (£) = %, calcule cos(x).

cos(2z) =



Solugao

(a) Usando a relacao fundamental da trigonometria e as férmulas de arcos duplos temos que:

cos” () + sen’(z) = 1

cos(2z) = cos®(z) — sen®(z).

Somando as equagdes anteriores segue que:
cos(2z) + 1 = 2cos®(z).

Logo, cos(2x) = 2cos®(z) — 1.

(b) Usando o item (a) temos que:

B 20\ ., o (2z (17
cos(m)—cos(Q)—2cos (2) 1—2(3) =-3



