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Questao 01 [ 2,00 pts ]

Sejam S, =Y ke Cy =Y k.
k=1 k=1
. 1
(a) Prove, por indugdo em n, que S, = %

(b) Prove, por inducdo em n, que C,, = S2.

Solucao
. =, n-(n+1)
(a) Seja P(n) a proposicao Z k= —
k=1
1
Temos que P(1) é verdadeira, uma vez que Z k=1=
k=1

1-(141)
5

Suponha agora que P(n) seja verdadeira. Provaremos que P(n) implica P(n + 1). De fato,

n+1 n
Sk o= > k+(n+1)
k=1 k=1
- w + (n + 1)
2
o n>+n+2n+2
- 2
o n® +3n+2
- 2
_ (n+1)-(n+2)
= —"
2 1)2 n 2 1)2
(b) Temos que mostrar que C,, = S2, ou seja, que Cp, = % Seja entao P(n) a proposigao Z k= %
k=1
. 12 (1+41)2

Temos que P(1) é verdadeira, pois Z K =1=

4
k=1

Suponha agora que P(n) seja verdadeira. Provaremos que P(n) implica P(n + 1). De fato,

n+1 n
YK = Y E )
k=1 k=1
2, 12
= Ty (TF 1)
2 2
ot (P +2n+1) +4n® 4+ 12n° + 12n 4+ 4
- 4
n' +6n% +13n2 +12n +4

4
(n+1)?°- (n+2)?
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Questao 02 [ 2,00 pts ]

Um quadrado ABCD tem lado igual a n. Seus lados foram divididos em n partes iguais e, pelos pontos de diviséo,

tragaram-se paralelas a diagonal AC. Determine a soma dos comprimentos dessas paralelas, incluindo AC.

Solucao

Sejam A; os pontos pertencentes ao segmento AB, com i = 1,2,...,n — 1, tais que AA; = A;A; ., = A,_1B e A, = B.
Considere também B; os pontos pertencentes ao segmento BC', tais que BB; = ﬁH_l = B,_1C e B, = C, C; os pontos
pertencentes ao segmento CD, tais que CC; = miﬂ =C,_1D e C, = D, e D; os pontos pertencentes ao segmento DA,
tais que DDy = D; D,y = D,_1A e D, = A.

Observe que, para cada ¢ = 1,2,...,n—1, A;B,—; e D,_;C; sao paralelos a AC, logo A;B,,—; e D,_,C; sdo diagonais de
quadrados de lado i, portanto A;B,_; = D,—;C;. Desta maneira, temos que os segmentos A; B, _; formam uma progressao

aritmética de razao v/2 e primeiro termo V2.
Portanto a soma S dos comprimentos destas diagonais somadas a diagonal AC é

n—1

= 2-(I\/i+2\/§+3\f24..+(n—1)\/§)+n\/§
= 2 et -1V Y s

= n/2-(n—1)+nv2

= n’V2.

Questao 03 [ 2,00 pts |

Uma loja vende bombons de 7 sabores: avela, chocolate branco, chocolate preto, coco, menta, morango e nozes. Eles

sao vendidos em caixas com 12 unidades.

(a) Supondo que seja possivel o cliente escolher o sabor de cada uma das 12 unidades, quantas sdo as escolhas

possiveis para uma caixa?
(b) Se um cliente quiser colocar na caixa pelo menos um bombom de cada sabor, quantas sdo as escolhas possiveis?
(¢) Se um cliente quiser comprar uma caixa com pelo menos trés e no méximo cinco bombons de aveld, quantas
sdo as escolhas possiveis?

(Nao é necessdrio que haja todos os tipos nas caixas)

Solucao
(a) Seja xx o nimero de bombons do k-ésimo sabor que o cliente escolheu. Devemos, entao, determinar valores inteiros e nao-
negativos para xx, k = 1,2,3,4,5,6,7, tais que &1 4+ x2 4+ 3+ x4 + 25 + 26 + 7 = 12. Isto pode ser feito de CR3* = C{2 = 7956

modos.



(b) Se o cliente quiser colocar pelo menos um bombom de cada sabor na caixa, devemos considerar que 7 sabores ji estdo
escolhidos e fixados. Portanto resta determinar a quantidade de escolhas para preencher os 5 lugares remanescentes, ou seja,
devemos determinar valores inteiros e nao-negativos para z, k = 1,2,3,4,5,6,7, tais que ©1 + z2 + 3 + x4 + x5 + 26 + 7 = 5.

Isto pode ser feito de CRS = C}; = 462 modos.

(c) Nesta situagao, o cliente poderd comprar exatamente 3, ou exatamente 4, ou exatamente 5 bombons de avela. Devemos,
entdo, determinar valores inteiros e ndo-negativos para zx, k = 1,2, 3,4, 5, 6, tais que:

- No primeiro caso, 1 + 2 + o3 + x4 + x5 + 6 = 9, que pode ser feito de CRg = 0?4 = 2002 modos;

- No segundo caso, 1 + &2 + 3 + x4 + 5 + 6 = 8, que pode ser feito de CR§ = C%5 = 1287 modos;

- No terceiro caso, x1 + z2 + 3 + 4 + x5 + 6 = 7, que pode ser feito de C’RZ- = 0172 = 792 modos.

Portanto, a quantidade de escolhas possiveis é dada por 2002 + 1287 + 792 = 4081.

Questao 04 [ 2,00 pts ]

Considere a sequéncia (a,,) definida por a; =9 e 3a,+1 + a, =4, paran > 1.

Sejam S, a soma dos n primeiros termos dessa sequéncia e b,, = a,, — 1.
(a) Mostre que (b,,) é uma progressio geométrica, deixando claro quem é o primeiro termo e a razéo.

1
(b) Determine o menor inteiro positivo ng tal que |S, —n — 6] < Ta5 Para todo n > ny.

Solugao

(a) Como b, =an,—1ear =9, entdoby =a1 —1=9-1=38
Por outro lado, 3ant1 +an =4 3(bpt1+ 1) + (bn +1) =4 & bypg1 = —%bn.
Portanto (b,) é uma PG de razao f% e primeiro termo igual a 8.

(b) Como S, é a soma dos n primeiros termos da sequéncia (a») € an = by + 1, temos:

Sn = ai1+ax+...+an
= i+ +be+)+...+(bn+1)
= (bi+bat...+bn)+n

Mas (b,) é uma PG, logo

SH:M—&—TL, comq:—leblz&
q—1 3
Assim,
1\" 1\"
S":6—6<—§> + n e, portanto, \Sn—n—6|:6(§> .
Visto que

s(N'Z 2 o1 2 (1Y
3) 243 7 125 7 729 \3) "’

teremos ng = 7.

Questao 05 [ 2,00 pts ]
Dispoe-se de n moedas “viciadas” My, Ms, ..., M,. Sabe-se que, em um langamento, a probabilidade de se obter cara
na moeda M;,i =1,2,...,n, é p, = ——— . Seja P; a probabilidade de se obter um ntimero impar de caras quando

(20 +1)
sao langadas ¢ moedas simultaneamente.



(a) Determine Pl, P2 e P3.
(b) Conjecture uma expressao para P, e, em seguida, demonstre-a por indugéo.

(C) Determine P2015.

Solugao
1
Sejam M;,i =1,2,...,n, cada uma das moedas, p; = m,i =1,2,...,n, a probabilidade de se obter cara jogando a moeda
7
M; e P; a probabilidade de haver um nimero impar de caras jogando-se as moedas M1, Ma, ..., M;.

1
(a) Para i =1, temos que P = p - 3 pois é a probabilidade de haver 1 cara no langamento de Mj.

Para i = 2, temos que P> é a probabilidade de M; ser cara e M ser coroa ou M; ser coroa e M ser cara:

1 1 1 1 2
P=P - (1- 1-— pp==11-= 1—=] ===
2 1 ( p2) + ( p1) - p2 3( 5>+( 3) 5 5

Para i = 3, temos que Ps; é a probabilidade de M;, M2 e M3 serem caras ou M; ser cara e M2 e M3 serem coroas ou

M, ser coroa e Ms ser cara e M3 ser coroa ou M7 e Ms serem coroas e M3 ser cara:

Py=pi-p2-ps-+p1-(1—=p2)- (1 =p3)+ (L —=p1) p2- (1 =p3)+ (L —p1) - (1 —p2) - ps =

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 3
,,,,, . (1=2).(1=2= 1—=).=2.(1=2= 1—=).-(1=2).2 =2,
575 () (7)) (5) 5 (2)+ (5) (1-5) 77
(b) Sendo P, = 1 P, = 2 e P3 = 3 odemos conjecturar que P, = —
1Ty Ty ens Tl ) d BPTER R
Vamos provar essa igualdade pelo principio da indugao finita.
Tese: P, = n Hipétese: P, __n-1
T g RO I o T
n—1 n—1 . , - , .
Temos P,_1 = = . Porém, P, é a probabilidade de haver um ndmero impar de caras em
2(n—1)+1 2n —1
My, Ms, ... ,M,_1 e M, ser coroa ou haver um numero par de caras em My, Ma,..., M, _1 e M, ser cara. Portanto,
Pn: nfl(lfpn)+(1fpn71)pn1:> 1
n— n— n
P = 1-— 1-— =P, =P, = .
" 2n—1( 2n—|—1)+( 2n—1)2n+1 T T oan 41
2015 2015

Portanto, Pao15 = - '
(c) Portanto, Paois 2(2015) + 1 4031



