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MESTRADO PROFISSIONAL EM MATEMATICA EM REDE NACIONAL

PROFMAT Avaliagao 1 - MA12 - 2015.1 - Gabarito SBM

Questao 01 [ 2,0 pts ]

Os nimeros harmonicos H; sao definidos por

n
Mostre, por indugao em n, que Hon > 1+ 57 para todo n = 0.

Solugao

Seja P(n) a proposicao: Hon > 1+ g, para todo n > 0.

Paran:OtemosqueHgo:H1:1:1—|—g.

N | 3

Suponha agora que P(n) é verdadeira para n = k, ou seja, Hor > 1+

Resta provar que P(k) implica P(k + 1).

De fato,
pa| i pal 1 k 1 k+1
+
j= 2k+1 j= 2k+1

e assim P(k + 1) é verdadeira.

Questao 02 [ 2,0 pts |

(a) Os lados de um tridngulo retangulo formam uma progressdo geométrica crescente. Determine a razao dessa

progressao.

(b) Os lados de um tridngulo estdo em progressdo geométrica. Entre que valores pode variar a razao?

Solugao

(a) Sejam a,aq e aq®, com ¢ > 1 os comprimentos dos lados do triangulo retangulo.
Entao segue que a® + (aq)® = (ag?)?, ou seja, 1+ ¢ = ¢*.

Fazendo t = ¢ obtemos a equacio t> —t — 1 = 0, cuja tnica solugio

1++V5 1++5
5 .

e, portanto, ¢ = 3

positiva é t =




(b)

Podemos supor que os comprimentos dos lados sdo a,aq e ag®, com g > 0.
Pelas condigoes de existéncia de um triangulo devemos ter
a < aq+aq2,aq< a+aq2 e aq2 < a+aq.

Dividindo todas as inequagoes por a e levando-se em conta que ¢ > 0, temos que:

-1
- 1< g+ ¢? vale desde que ¢ > %ﬁ;
- ¢ < 1+ ¢° vale sempre; e
1 5
- ¢* < 14 q vale desde que g < +2\[.
Portanto, os comprimentos dos lados de um triangulo sao termos de uma progressao geométrica de razao g se, e somente
se,
1—+5 1 5
v _ o< 1t V5
2 2
Questao 03 [ 2,0 pts ]

Considere a,, a quantidade de sequéncias de n termos, todos pertencentes a

{0,1}, que nao possuem dois termos consecutivos iguais a 0.

(a)
(b)
()

Determine aq e as.
Encontre uma relagao de recorréncia de segunda ordem para a sequéncia a,.

Resolva a equagdo do item (b), usando o item(a), para obter uma expressao de a,, que dependa apenas de n.

Solucao

(a)

a1 = 2, pois as sequéncias 0 e 1 tém um termo e ndo possuem dois termos consecutivos iguais a 0. Além disso, as = 3,

pois as sequéncias 01,10 e 11 tém dois termos e ndo possuem dois termos consecutivos iguais a 0.

Para n > 3 temos que a, = an—1 + an—2, pois as sequéncias com n termos podem ser obtidas a partir daquelas que tém

n — 1 termos acrescentando o termo 1 e daquelas que tém n — 2 termos acrescentando 10.

Devemos resolver a equagao de recorréncia a, = an—1 + an—2 com a1 =2 e az = 3.

A equacdo caracteristica é 7> = r + 1 e as suas raizes sdo dadas por

1+v5  1-+5

e ro =
2

2
Entao, a, = C} (1 +2\/5> + Cs (1 _2\/5) .

Para determinar as constantes C7 e Cs, podemos usar a; = 2 e az = 3 e assim obtemos o sistema

() () -

T =

2 2
2 2
1 5 1—+5
2 2
Resolvendo o sistema, encontramos C7 = # e Cy = #

Assim, segue que

n

- 5+1?8\/5 <1+2\/5>" + 5—1:3\/5 (1 —;/5)" '



Questao 04 [ 2,0 pts ]

Determine as taxas efetivas anuais equivalentes a:

(a) 24% ao ano, com capitalizacdo semestral.
(b) 40% ao ano, com capitalizagdo trimestral.

(c) i ao ano, capitalizado k vezes ao ano.

Solugao

Pela férmula das taxas equivalentes, temos que se a taxa de juros relativa a um determinado periodo de tempo ¢ igual a

i, entao a taxa de juros relativa a n periodos de tempo é I, onde 1 +1 = (1 +4)".

(a) A taxa é de 24%/2=12% ao semestre. Logo 1 + 1 = (1 +14)? e como i = 0,12, temos que [ = 1,12 —1=1,2544 — 1 =
95,44% .

(b) Nesse caso a taxa é de 40%,/4=10% ao trimestre. Logo 1+ I = (1 +14)* e como i = 0,1, temos que I = 1,1* — 1 =
1,4641 — 1 = 46,41% .

(c) A taxa relativa ao perfodo de capitalizacao é i/k.

Logol—f—[:(l—l—%) eassim]:(l—&—%) ~1.

Questao 05 [ 2,0 pts ]

Mostre que (a,) é uma progressao aritmética se, e somente se, existirem numeros reais A e B tais que S, =

a1 +as + -+ a, = An? + Bn, para todo n inteiro positivo.

Solugao
Suponha que (a,) seja uma progressao aritmética de razao r e primeiro termo a;. Mostraremos entdo que existem nimeros

reais A e B tais que S,, = An? + Bn.
(a1 + an)n

5 , com a, = a1 + (n — 1)r. Logo

Sabemos que S, = a1 +az2+ -+ a, =

= Sp = gnQ + (a1 — g)n

[a1 4+ a1+ (n—1)r|n

Sn = 5

r T ,
Tomando A = 3 e B=a — 2 temos que S,, = An? + Bn, como queriamos.

Reciprocamente, suponha que S, = a1 +a2+---+a, = An? + Bn. Note que an, = Syp — Sp—1, paran > 1, e a1 = S1. Assim,
an=S8n —Sy_1=An>+Bn—[A(n—1)> + B(n—1)] = 2A)n — A+ B = (A + B) + 2A(n — 1).

Tomando a1 = A+ B e r = 2A, temos que (a,) é uma progressao aritmética de razdo 2A e primeiro termo A + B.



