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PROFMAT ENQ2014.1 - Gabarito e Pauta de Corregao hs! SBM

Questao 1 [ 1,0 pt ]

O méximo divisor comum de dois inteiros positivos é 20. Para se chegar a esse resultado pelo processo das divisoes

sucessivas, os quocientes encontrados foram, pela ordem, 1, 5, 3, 3, 1 e 3. Encontre os dois ntimeros.

Solugao

Utilizando o processo das divisoes sucessivas, para os inteiros positivos a, b, obtém-se:
ea=b-14+7m0<r<b
e b=r-54+r;0<r <r
e r=7r1-34+r20<r2 <1
o 1y =72-347130<1r3 <1
e ro=7r3-14+714;0< 1y <73
e r3=174-3

Portanto, 74 = (a,b) = 20 e r3 = 60. Substituindo esses valores nas equagoes anteriores encontra-se a = 6180 e b = 5200.

Pauta de correcgao
e Demonstrar saber o que é o processo das divisdes sucessivas [0,25]
e Realizar todas as etapas do processo para este caso [0,25]
e Encontrar os valores corretos dos restos [0,25]

e Obter os valores corretos de a e b [0,25]

Questao 2 [ 1,0 pt ::: (a)=0,5; (b)=0,5 ]

Dado um poligono regular convexo de n lados inscrito em um circulo de raio R, seja l,, o comprimento dos lados e

seja a, a distdncia do centro do circulo aos lados do poligono (a, é o apdtema do poligono).

(a) Calcule 12 e a12 em fungéo de R.

(b) Use o item (a) para obter o valor de tg 75°.

Solucao
(a) Dados um circulo de raio R e um dodecdgono regular nele inscrito, considere um tridngulo cujos lados sejam dois raios do
circulo e um dos lados do dodecagono. Este triangulo tem dois lados de medida R e um de medida l12. O angulo do triangulo

oposto ao lado de medida l12 é central, correspondendo a um arco de medida 360°/12 = 30°. Assim, pela lei dos cossenos,

(lh2)>=R*+R*—2-R-R-cos30°,



logo,
(l12)2 = R2(2 - \/§)>

lio = R\/2 — V3.

A altura do triangulo considerado acima, relativa ao lado de medida 12, tem medida a2, e divide o triangulo em dois

e, com isso,

triangulos retangulos cujos catetos medem a1z € l12/2, e cuja hipotenusa é R. Assim,

R® — L2\? 2
- 7 + (a12) )

logo,
@ = w2 (B2
12 5
— R2_p2 2—/3
) 4
— R2.M
= T
Portanto,
RV2+ 3
am:#.

(b) O primeiro triangulo considerado no item (a), é isésceles e tem o angulo do vértice de medida 30°. Logo, seus outros
dois angulos medem 75°. O tridngulo retangulo utilizado em (a) para o célculo de a2 tem entdo catetos adjacente e oposto

de medidas

RV2—1/3 RV2+/3
l12/2:f e (JJQZf7

a2 _ (RV2+\/§)/2 _ V2+V3
h2/2 (RV2-V3)/2 V2—V3

Multiplicando numerador e denominador da expressio acima por /2 + /3, obtém-se

respectivamente. Assim,

tg 75° =

tg 75° = 2+ /3.

Pauta de corregao
Item (a)

e Encontrar o valor correto de l12 [0,25]
e Encontrar o valor correto de a2 [0,25]
Item (b)
e Identificar tridngulo retdngulo com angulo interno de 75° [0,25]

e Obter o valor correto de tg 75° [0,25]

Questao 3 [ 1,0 pt ]

Um quadrilatero tem os seus vértices sobre cada um dos lados de um quadrado, cujo lado tem medida 1. Sabendo

que as medidas dos lados desse quadrildtero sao a, b, c e d, prove que

2<a®+ 2+ +d%<4.



Solucao
Denote por ABCD o quadrado de lado 1 e por M NOP o quadrilatero inscrito no quadrado tal que PM = a, MN =b, NO = ¢
e OP = d, conforme mostra a figura.

Denote ainda por # = AM,y = BN,z = CO et = DP. Como o quadrado ABCD tem lado 1, tem-se que MB =
1—2,CN=1-y,0D=1—z2e PA=1—t. Usando o Teorema de Pitdgoras nos tridngulos retangulos AM P, M BN, NCO

e ODP, conclui-se que

Somando, obtém-se
A+ E =+ (1 -2+ [+ (1 - )T
+ 24+ 1= 2)+ [+ (1 -1)7
=22 —22+1)+(2y° -2y +1)
+(22° =224 1)+ (26" — 2t + 1)
= f(x) + f(y) + f(2) + (1),

onde f(x) = 20> —2x+1, x € [0, 1]. Agora é necessario calcular os valores de méximo e minimo da fungao f(z) = 22%—2z+1, = €
[0,1]. Visto que f é uma funcao quadrética de coeficiente lider positivo, o valor minimo ocorre no vértice (desde que esse vértice
esteja dentro do intervalo) e o valor méximo ocorre em um dos extremos do intervalo. Como f(0) = f(1) = 1, a simetria da

pardbola assegura que o vértice estd dentro do intervalo e ocorre em = = 1/2. Como f(1/2) = 1/2, obtém-se que
1
3 < flz) <1, Vzel01].

Desta forma, como a® + b + ¢* + d* = f(x) + f(y) + f(2) + f(t), conclui-se que

11,1 1
2=g oty S+ A+ <11+ 1+1=4,

Pauta de correcao

e Perceber que as medidas a,b, ¢ e d s@o hipotenusas de tridngulos retangulos e usar o Teorema de Pitdgoras: [0,25].

e Perceber que a soma a® + b? + ¢? + d* pode ser escrita da forma f(z) + f(y) + f(2) + f(t), onde f(u) = 2u® — 2u + 1:
[0,5]

e Usar méximos e minimos de fun¢des quadréticas no intervalo [0, 1] para concluir as desigualdades: [0,25].



Questao 4 [ 1,0 pt ::: (a)=0,5; (b)=0,5 ]

De uma caixa contendo 50 bolas numeradas de 1 a 50 retiram-se duas bolas, sem reposi¢ao. Determine a probabi-
lidade de:

(a)
(b)

o nimero da primeira bola ser divisivel por 3 e o nimero da segunda bola ser divisivel por 5.

o numero da primeira bola ser divisivel por 4 ou o nimero da segunda bola ser divisivel por 6.

Solucao

(a)

Das 50 bolas numeradas que constam na caixa, 16 bolas correspondem a numeros divisiveis por 3 e 10 bolas correspon-

dem a numeros divisiveis por 5. Entretanto ha 3 bolas (15, 30 e 45) que correspondem a nimeros divisiveis por 15,

sendo, portanto, divisiveis tanto por 3 quanto por 5.

O evento retirar da caixa duas bolas, sem reposicao, de modo que o nimero da primeira seja divisivel por 3 e da segunda

seja divisivel por 5, pode ser distribuido em dois eventos:

Evento A: O nimero da primeira bola é divisivel por 3, mas nao por 5, e o nimero da segunda bola é divisivel por 5:
PUAY= 55 * 35 = 250

FEvento B: O ntimero da primeira bola é divisivel por 3 e também por 5, e o nimero da segunda bola é divisivel por 5:

_3 . 9 _ 2T
50 T 49 T 2450
157

Assim, a probabilidade de o ntimero da primeira bola ser divisfvel por 3 e o da segunda ser divisfvel por 5 é 55=5.

P(B)

Das 50 bolas numeradas que constam na caixa, 12 bolas correspondem a ntimeros divisiveis por 4 e 8 bolas compreendem
a numeros divisiveis por 6. Entretanto ha 4 bolas (12, 24, 36 e 48) que compreendem a nimeros divisiveis por 12, sendo,
portanto, divisiveis tanto por 4 quanto por 6.

A probabilidade de retirar da caixa duas bolas, sem reposi¢do, de modo que o nimero da primeira seja divisivel por 4
ou o da segunda seja divisivel por 6, pode ser calculada retirando-se da probabilidade total a probabilidade do evento
o numero da primeira bola nao ser divisivel por 4 e o da seqgunda ndo ser divisivel por 6, que nao satisfaz a condi¢ao
inicial apresentada . Tal evento deve ser analisado sob dois outros eventos que o compoem:

FEvento C: O nimero da primeira bola nao ¢é divisivel por 4 mas é divisivel por 6, e o nimero da segunda bola nao é
divisivel por 6:

4 42 168 84

50 C49 T 2450 1225
FEvento D: O nimero da primeira bola nao é divisivel por 4 e nem ¢ divisivel por 6, e o nimero da segunda bola nao é

P(C)

divisivel por 6:

_%X£_1394_ 697
© 507 49 2450 1225
Desse modo, a probabilidade de o nimero da primeira bola nao ser divisivel por 4 e o da segunda nao ser divisivel por

. . 781
6 ¢ 1555

divisivel por 4 ou o da segunda seja divisivel por 6 é:

P(D)

. Logo, a probabilidade de retirar da caixa duas bolas, sem reposicao, de modo que o nimero da primeira seja

781 444
1225 ~ 1225

Pauta de corregao
Item (a)



e Calcular corretamente a probabilidade de um dos dois eventos (A ou B) [0,25]

e Calcular corretamente a probabilidade do outro evento e encontrar a resposta correta [0,25]
Item (b)

e Calcular corretamente a probabilidade de um dos dois eventos (C ou D) [0,25]

e Calcular corretamente a probabilidade do outro evento e encontrar a resposta correta [0,25]

Questao 5 [ 1,0 pt ]

Para todo n inteiro positivo, seja

11 1
H’I’L:]- — - “e. — .
gt

Prove, por indugao em n, que n + Hy +---+ H,_1 = nH,,, para todo n > 2.

Solucao

Seja P(n) a proposi¢ao: n+ Hy + -+ + H,—1 = nHy,, para todo n > 2.

Para n = 2 temos que 2 + H; :2+1:3:2~g:2- (1—1—%) = 2H>.

Suponha agora que P(n) é verdadeira para n = k, ou seja,

k+H+ -+ Hip—1 = kHy.

Resta provar que P(n) continua vélida para n =k + 1.

De fato, (k+ 1)+ Hi+ -+ Hy 1+ Hpp1yo1 =(k+Hi+--+He )+ He +1 =
kH,+Hip+1=(k+1)Hy+1=(k+1) (Hk.+ %H) = (k+1)Hpy1

e assim P(k + 1) é verdadeira.

Pauta de correcgao
e Provar para n = 2 [0,25]

e Provar para n =k + 1 [0,75]

Questao 6 [ 1,0 pt ::: (a)=0,25; (b)=0,75 ]

Considere o prisma ABCDEF de bases triangulares da figura.

(a) Mostre que os tetraedros ABCE e CDEF tém o mesmo volume.

(b) Mostre também que os tetraedros CDEF e ACDE tém o mesmo volume e conclua que o volume de um

tetraedro é a terga parte do produto da drea da base pela altura.

Informacao: Assuma o fato de que dois tetraedros com bases de mesma area e alturas congruentes tém volumes

iguais.



Solucao

(a) Considerando o tetraedro ABC'E com base ABC, sua altura é igual & do prisma. Considerando CDEF com base DEF,
sua altura também é igual & do prisma. Como ABC e DEF si@o congruentes, pela definicdo de prisma, as bases dos

tetraedros tém mesma drea. Como as alturas sdo congruentes, ABCE ¢ CDEF tém mesmo volume.

(b) Como ACDF é um paralelogramo, os tridngulos ACD e CDF sdo congruentes, logo tém mesma drea. Observe que
estes dois triangulos estdo contidos em um mesmo plano 7. Considerando AC'D como base de ACDE, a altura deste
tetraedro é a distancia de F a w. Sendo CDF a base de CDEF, a altura é a distancia de B a . Mas, pela defini¢ao de
prisma, BE é paralelo a 7, logo, as distancias de B e E a w sao iguais, e, entao, os tetraedros tém mesma altura. Como

a area da base é igual, os volumes sdo iguais.
O volume do prisma é dado por Area(ABC) - h, onde h é sua altura. Os volumes dos trés tetraedros ABCE, CDEF e
ACDE, nos quais o prisma pode ser decomposto, sdo iguais, logo
Area(ABC) - h = Volume(ABCE) + Volume(CDEF) + Volume(ACDE)
= 3Volume(ABCE),

logo Volume(ABCE) = L Area(ABC) - h.

Pauta de correcao
Item (a)

e Concluir a igualdade dos volumes, utilizando que as bases ABC' e DEF sado congruentes e que as alturas relativas a

estas bases sao iguais [0,25]
Item (b)

e Perceber um dos seguintes fatos: [0,25]

— que as bases ACD e CDF tém a mesma area;

— que a altura de ACDE relativa ao vértice E é congruente a altura de CDEF relativa a E.
e Perceber o outro desses dois fatos e concluir a igualdade dos volumes [0,25]

e Concluir que o volume do tetraedro é um terco do volume do prisma, utilizando a decomposi¢ao do prisma nos tetraedros
ACDE, CDEF e ABCE e o fato de que tém mesmo volume. [0,25]



Questao 7 [ 1,0 pt ]

Mostre que a” = a mod 21, para todo inteiro a.

Solugao

Seja a um inteiro qualquer. Observe que 21 = 3 x 7, com (3,7)=1 e assim [3,7]=21. Como 3 e 7 sdo primos, pelo Pequeno
7

=amod 7 e a® = a mod 3. Tomando a congruéncia a® = @ mod 3, elevando ao quadrado,
7

Teorema de Fermat, tem-se que a

segue que a® = a® mod 3. Em seguida, multiplicando por a, vemos que a” = ¢® mod 3, donde a” = @ mod 3. Agora, como

a” =amod 3 e a” =amod 7, segue que a” = a mod [3,7], isto é, a” = a mod 21.

Alternativa 1: Pode-se também mostrar que a” = @ mod 3 usando a outra forma do Pequeno Teorema de Fermat: Se 3 | a
tem-se que a = 0 mod 3 , portanto a’” = a mod 3. No caso 3 ta, (a,3) =1 e pelo Pequeno Teorema de Fermat a? =1 mod 3.
Elevando ao cubo e em seguida multiplicando por a tem-se que a” = a mod 3.

Alternativa 2: Pode-se usar também classes residuais: Seja a um inteiro qualquer. Segue que ¢ = 0 mod 3, ¢ = 1 mod 3
oua =2mod 3. Se a =0mod 3 tem-se que a’ = a mod 3. Se a = 1 mod 3 tem-se que a” = 1 mod 3, donde a” = a mod 3.

No caso a = 2 mod 3, elevando ao quadrado, segue que a” = 2 mod 3, onde 27 = 2 mod 3, portanto ¢’ = a mod 3.

Pauta de correcao
e Provar que ¢’ = a mod 7 [0, 25]
e Provar que ¢’ = a mod 3 [0, 5]

e Concluir que a” = a mod [3,7] [0, 25]

Questao 8 [ 1,0 pt ::: (a)=0,5; (b)=0,5 ]

Sejam f: X - Y eg:Y — X duas fungoes. Prove que:
(a) se go f é injetiva, entdo f é injetiva.

(b) se fog é sobrejetiva, entao f é sobrejetiva.

Solugao

(a) O objetivo é mostrar que, dados x1,z2 € X satisfazendo f(z1) = f(z2), entdo 1 = z2. Assuma f(z1) = f(x2). Como
g :Y — X é uma fungao, tem-se que g(f(x1)) = g(f(z2)), isto é, (go f)(x1) = (go f)(x2). Como go f: X — X é
injetiva por hipdtese, conclui-se que 1 = x2, ou seja, f : X — Y ¢é injetiva.

(b) O objetivo é mostrar que, dado qualquer y € Y, existe z € X tal que f(z) = y. Visto que fog:Y — Y é sobrejetiva,
dado qualquer y € Y, existe y1 € Y tal que (fog)(y1) = v, isto é f(g(y1)) = y. Denotando por = g(y1) € X, conclui-se
que, dado y € Y, existe z = g(y1) € X tal que f(z) =y, isto é, f é sobrejetiva.

Pauta de correcao

Item (a)
e Usar corretamente as defini¢oes de injetividade e composicao de fungdes [0,25]
e Concluir corretamente a solucéo do item [0,25]
Item (b)
e Usar corretamente as defini¢oes de sobrejetividade e composicao de fungoes [0,25]

e Concluir corretamente a solucéo do item [0,25]



