AV2-MA 14 - 2011

Questio 1.

(1,5) Sejam a e b dois numeros naturais tais que (a,b) = pg, em que p e q sdo dois ntimeros primos distintos. Quais
sdo os possiveis valores de

(a) (a%,b)?
(b) (a°,b)?
© (a?,b%)?

UMA SOLUCAO
Suponhamos que a = p"g°c e b = p*q”d, onde c e d sdo primos entre si e também com p e 4. A hipétese (a,b) = pq
implica que min{r,u} =1 emin{s,v} = 1.

(a) a2 = p¥ q*c?, onde c? é primo com p, g e d. Logo, (a2, b) = p™in{2rutgmin{2s2} Tanto min{2r, u} como min{2s,v}
podem e s6 podem assumir os valores 1 e 2. Portanto, sdo possiveis (a%,b) = pq, (a%,b) = p?q, (a%,b) = pq?, ou

(a%,b) = p*q*.
(b) (a3,b) = p'q*, com 1 = min{3r,u} et = min{3s,v}. Logo, ! € {1,2,3} et € {1,2,3}.

(c) (a%,0%) = plgt,com 1 € {2,3} et € {2,3}).
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Questio 2.
(2,0) Ache o resto da divisao por 17 do ndmero

§=114216 4316 ... g5l6

UMA SOLUCAO

Pelo Pequeno Teorema de Fermat temos que

mod 17

216 — 1, sel7ndo dividea
| 0, se17dividea

Como 85 = 17 x 5, temos que de 1 a 85 ha 5 mdltiplos de 17 e 85 — 5 = 80 ndo multiplos de 17 (i.e., primos com 17),
logo
5 =80x1mod 17 = 12 mod 17.

Portanto, o resto da divisdo de S por 17 é 12.
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Questdo 3.

, 2357
(1,5) E possivel repartir exatamente ( 58 > objetos entre 49 pessoas?

UMA SOLUCAO

Temos
_ <2357> 2357!

528 ) ~ 182915281

Portanto, o expoente da maior poténcia de 7 que divide a é dado por
E;(2357!) — E;(1829!) — E;(528!).

Agora
2357 =7 x 336 +5, 336 =7 x48+0, 48=7x6+6.
1829 =7 x261+2, 261 =7x37+2, 37 =7 x542.
528 =7x75+4+3, 75=7x10+5, 10=7x1+3.
Assim,
E7(2357!) = 336 + 48 + 6 = 390,
E7(1829!) =261 +37+5 =303 e
E;(528!) =75+10+1 = 86.
Logo,
E7(2357!) — E7(1829!) — E;(528!) = 390 — 303 — 86 = 1.

Portanto, 49 = 72 nao divide a e a resposta do problema é ndo.
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Questio 4.

(2,0) Dispomos de uma quantia de x reais menor do que 3000. Se distribuirmos essa quantia entre 11 pessoas, sobra
um real; se a distribuirmos entre 12 pessoas, sobram dois reais, e se a distribuirmos entre 13 pessoas, sobram

3 reais. De quantos reais dispomos?

Sugestio: Pode ser util utilizar o seguinte fato: ¢ é solugdo da congruéncia ay = b mod m se, e somente se, ¢ é

solucdo da congruéncia ry = b mod m, onde r é o resto da divisdo de a por m.

UMA SOLUCAO

O ntimero x de Reais é uma solugdo do seguinte sistema de congruéncias:

X =1mod 11
X =2mod 12
X =3mod 13

Com as notac¢des do Teorema Chinés dos Restos, temos N = 11 x 12 x 13 = 1716, Ny = 12 x 13 = 156, N, =

11 x 13 =143 e N3 = 11 x 12 = 132. Precisamos determinar uma solug¢éo do sistema:
N1Y; =1 mod 11
N>Y, =1 mod 12
N3Y; =1 mod 13

Utilizando a sugestdo, podemos resolver o sistema:

2Y; =1 mod 11
11Y5 = 1 mod 12
2Y3 =1 mod 13

que possui a solucdo (y1,y2,y3) = (6,11,7) (achada por inspe¢do). Assim, as solugdes do sistema de congruéncias

sdo da forma
X=N; Xy; X1+ NoXyp X2+ N3 xy3 x3=156x6x1+143 x 11 x 24132 x 7 x 3 = 6854 mod 1716.

A menor solugdo é dada pelo resto da divisdo de 6854 por 1716 que é 1706. A proxima solugdo é 1706 + 1716 = 3422,
que ultrapassa 3000. Portanto, a solucdo procurada é 1706.

Outra solugdo. Usando-se nimeros negativos pode-se perceber, por inspecdo, que —10 é solucdo do sistema de
congruéncias. Entdo basta somar N = 1716 para se obter a primeira solugdo positiva (igual a 1706) e a seguinte, que

ultrapassa 3000.

Recomendacio aos professores. No material da disciplina optou-se pelo estudo de congruéncias sem a utilizacdo
dos negativos. Pretende-se rever essa decisdo para o ano que vem, visto que os negativos sdo tteis e perfeitamente
naturais na abordagem deste assunto. De qualquer forma, a banca entende que esta solu¢do também deve ser

considerada correta.
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Questdo 5.

(1,0) Sabendo que 7* = 2401, ache os algarismos da dezena e da unidade do ntimero 7°9°%.

UMA SOLUCAO

Efetivamente, precisamos encontrar o resto da divisao de 7%°°°° por 100.

Como 99999 = 4 x 24444 + 3 e 7* = 1 mod 100, temos que
(74)24444 = 1 mod 100.
Assim,

79999 — (74)24444 73 = 1 x 78 mod 100 = 43 mod 100.

Portanto, os algarismos sdo 4, da dezena, e 3, da unidade.
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Questdo 6.

Considere Z,, param > 2.

(0,5) (a) Mostre que Z,, tem sempre um ntimero par de elementos invertiveis. Sugestdo: Analise a paridade de

¢(m), quando m > 2.
(0,5) (b) Mostre que se [a] é invertivel em Z,,, entdo —[a] = [m — a] é invertivel e [a] # —|a].
(0,5) (c) Mostre que a soma de todos os elementos invertiveis de Z,, é igual a 0.

(0,5) (d) Mostre que a soma de todos os elementos de um sistema reduzido qualquer de residuos médulo m é

sempre multiplo de m.

Observagdo: em cada item, pode-se usar a afirmagdo cuja demonstragdo é pedida em um item anterior sem necessa-

riamente té-la demonstrado.

UMA SOLUCAO

(a) Sem = pi'...py", entdo ¢(m) = p‘frl P Ypy—1)...(pr — 1), que é obviamente par se m > 2. Como o

numero de elementos invertiveis de Z,, é ¢(m), o resultado segue.

(b) Se [b] é um inverso de [a], é imediato ver que (—[a])(—[b]) = [a][b] = 1, logo —[a] é invertivel.
Se [a] é invertivel, entdo (a,m) = 1. Suponhamos por absurdo que [a] = —[a], logo [2a] = 2[a] = [0], 0 que implica
que 2a = tm, para algum t € IN. Como m divide 2a e (m,a) = 1, segue-se que m divide 2, o que implica que m = 2,

absurdo.

(c) Os elementos invertiveis se apresentam aos pares, um simétrico do outro, a soma é portanto zero.

(d) Se ay, ... 1a<p(m)
vertiveis de Z,, logo

¢ um sistema reduzido de residuos médulo m, temos que [a1],.. ., [a,(,)] 530 0s elementos in-

[ar 4+ +agem] =[]+ + [ap0m] = (0],

o que implicaquea; +---+a é um multiplo de m.

@(m)



