AV1-MA 12-2012

Questio 1.

Uma venda imobilidria envolve o pagamento de 12 presta¢gdes mensais iguais a R$ 10.000,00, a primeira no
ato da venda, acrescidas de uma parcela final de R$ 100.000,00, 12 meses apds a venda. Suponha que o valor

do dinheiro seja de 2% ao més.

(@) Se o comprador preferir efetuar o pagamento da parcela final junto com a tltima prestacdo, de quanto

deverd ser o pagamento dessa parcela?

(b) Se o comprador preferir efetuar o pagamento a vista, qual devera ser o valor desse pagamento tinico?

Sdo dados alguns valores aproximados de 1, 02":

n | 1,02"

-12 | 0,788

-1 | 0,980

12 | 1,268
UMA SOLUCAO

(a) O valor de R$100.000,00 trazido um més para tras é igual a

100.000, 00 x

1
T = 0,980 x 100.000, 00 = 98.000, 00.

(b) Trazendo os valores para a data de compra, o comprador pagara

10.000,00  10.000,00 10.000,00 = 100.000,00

10. e
0000, 00+ 1,02 1,022 + 1,021 + 1,0212

Isso é igual a

10.000,00 x (141,021 +1,0272 4+ ... +1,027 1) 4100.000,00 x 1,022

1—1,02712 12
= 10.000,00 x 1102 T +100.000, 00 x 1,02
1-0,788
~ 10.000,00 x =09t 100.000, 00 x 0,788

= 106.000,00 + 78.800,00 = 184.800,00.

Portanto, se o dinheiro vale 2% ao més, pagar o esquema de prestagdes do enunciado equivale a pagar (aproxima-
damente) R$ 184.800,00 a vista.
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Questio 2.

A figura abaixo mostra uma linha poligonal que parte da origem e passa uma vez por cada ponto do plano

cujas coordenadas sdo niimeros inteiros e ndo negativos.

(a) O conjunto dos pares de ntimeros inteiros e ndo negativos tem a mesma cardinalidade que os ntiimeros

naturais? Por qué?

(b) Mostre que o comprimento da linha poligonal da origem até o ponto (1, 1) é n? + n, para qualquer inteiro

néo negativo 7.

(c) Qual é o comprimento da linha poligonal da origem até o ponto (10,13)?

]

0 1 2 3 o 5

UMA SOLUCAO

(a) Chamemos de Z ¢ o conjunto dos inteiros nao negativos. Entao o conjunto dos pontos de IR?> com coordenadas
inteiras e ndo negativas é o produto cartesiano Z2, = Z>g x Z>q.

Imaginemos que a linha é percorrida com velocidade 1 a partir do instante 1 em (0,0). A figura mostra que se
no instante k a curva estd num ponto de Z2, entdo no instante k + 1 ela estard em um outro ponto de Z2,. Por
inducéo, estabelece-se uma fungdo f : N — iéo em que f (k) é o ponto de Z?2 ; alcancado no instante k. B

Como todos os pontos sado atingidos, f é sgbrejetiva. Como a linha nao f)assa mais do que uma vez em cada

ponto, f ¢ injetiva. Assim, existe uma bijecao entre N e Z2 ;, mostrando que IN e Z2 , t¢ém a mesma cardinalidade.

(b) Por inspecdo a afirmagdo é verdadeira para n = 0, pois n? 4+ n = 0 e realmente sdo 0 passos para chegar no
ponto de partida (n,1n) = (0,0). Agora suponhamos que a afirmacdo é valida para (1, 1), isto é, que realmente sdo
n? 4 n passos até se chegar em (1, 1) (hipétese de inducao). Queremos mostrar que a afirmagio é vélida quando
aplicada para n + 1, isto é, que sdo (n + 1)? + (n + 1) passos até se chegar em (n+ 1,1+ 1).

De (n,n) até (n+ 1,1+ 1) sdo necessdrios: n passos (para encontrar um dos eixos; mais especificamente, para
encontrar a abscissa, se n é par, e para encontrar a ordenada, se n é impar) mais 1 passo (para avancar nesse eixo)
mais n + 1 passos (para voltar a diagonal, que é o conjunto dos pontos da forma (x, x)). Assim, sdo necessarios
n+1+ (n+1) = 2n +2 passos para ir-se de (1,1) a (n + 1,1 + 1). Pela hip6tese de indugao, ja foram n? + n passos
para se chegar em (1, ). Portanto sdo (n? + n) + (21 + 2) passos até (n + 1,1+ 1). Mas

P 4n)+@2n+2)=m+2n+1)+(n+1)=n+1)>+(n+1),



como queriamos demonstrar.

Solugdo alternativa 1. Para se chegar ao ponto (1, 1), é preciso percorrer todos os pontos de coordenadas inteiras
do quadrado [0, 7] x [0, 7], exceto os situados em um dos lados. Existem (1 + 1) pontos de coordenadas inteiras

no quadrado, dos quais 7 nao sao visitados. Logo, o comprimento da poligonal é (n +1)> — 1 —n = n? + n.

Solugdo alternativa 2. A linha poligonal da origem até o ponto (1, 1) é formada por n segmentos de comprimento
1, por segmentos de comprimento 2k, para k variando de 1 a n — 1 e um segmento de comprimento n. Logo, seu

comprimento é
(n—1)n

5 +n=n*+n.

n4+20 424 .. +n—1)+n=n+2-

(c) Primeiro, investiga-se se (10,13) ocorre a 3 passos de distancia (para mais ou para menos) de (10,10) ou de
(13,13), no trajeto definido pela curva. Vemos que (10,13) esta 3 unidades verticalmente acima de (10,10) e 3
unidades horizontalmente & esquerda de (13,13). Quando (1, n) é par, como é o caso de n = 10, a linha poligonal
prossegue na vertical para baixo, portanto no sentido contrario ao que esperariamos se fosse encontrar (10,13) em
3 passos. Quando (n,n) é impar, como é o caso de n = 13, a linha poligonal prossegue horizontalmente para a
esquerda. Neste caso, encontrard (10,13) ap6s 3 passos.

Portanto, como sdo 13? + 13 = 169 + 13 = 182 passos até (13, 13) e mais 3 passos até (10, 13), entdo sdo 185 passos
até (10,13).
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Questdo 3.

Mostre, por indugao finita, que se n é um inteiro positivo entdo 7" — 1 é divisivel por 6.

UMA SOLUCAO

Paran =1,7" —1 =7 —1 = 6, que é divisivel por 6. Entdo a afirmacédo vale para n = 1. Suponhamos que a
afirmacao seja valida para n, isto é, suponha que 7" — 1 seja multiplo de 6. Vamos mostrar, com essa hipétese, que
7"+1 — 1 também é mdltiplo de 6.

Ora, 7"t1 -1 =711 70 4 7" 1 =7"(7 1)+ (7" —1) = 6-7" + (7" — 1). O primeiro termo é mltiplo de
6, porque tem um fator 6, e o segundo também §é, pela hipétese de indugdo. Entdo a soma é mdltiplo de 6 e temos

demonstrado o que querfamos.
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Questio 4.

Considere a recorréncia X7 — 4x, = 91, com as condi¢des iniciais xg = x1 = 0.
(a) Encontre a solugdo geral da recorréncia homogeénea x4 — 4x;, = 0.
(b) Determine os valores de A e B para os quais x,, = A + nB é uma solugdo da recorréncia x,, 17 — 4x, = 9n.

(c) Encontre a solugdo da recorréncia original.

UMA SOLUCAO

(a) Se x4 — 4x, = 0 entdo x,, 2 = 4x,. Entdo xp,, = 4"x¢, para todo m > 0, e xp, 11 = 4" x1, para todon > 0.

Escrevendo de outra maneira, a solugédo é
2 2 3 3
X0, X1,4x0,4x1,4°x0,4°x1,47x0,4°x1, . . .

Também pode-se dizer que x;, = 2"x(, paran > 0 par, e x,;, = % -2"xq1, paran > 0 impar.

(b) Se x, = A+ nB entdo x,.2 = A+ (n+ 2)B. Se, além do mais, (x,) é solugdo de x,.5 — 4x, = 9n, entdo
In=xy4p—4x, =A+ (n+2)B—4A—4Bn=—-3A+2B—3nB.

Para que —3A + 2B — 3nB seja igual a 9n basta que —3A + 2B = 0 (primeira equacdo) e que —3B = 9 (segunda
equacdo). Da segunda equacdo sai imediatamente que B = —3, e, colocando esse valor na primeira, que A = —2.

Entdo x, = —2 — 3n é uma solugdo da equagdo ndo homogeénea.

(c) Agora vamos combinar a soluc¢do geral da homogénea com a solugéo particular da ndo homogénea para obter
a solucdo de x,1p —4x; = 9ncom xg = x; = 0. Seja X, = —2 — 3n a solugdo calculada em (b), que satisfaz
Xu4+2 —4X, = 9n. Essa solucdo ndo satisfaz as condiges iniciais pedidas, pois Xy = —2 e X; = —5. Entdo seja
(X,) solugdo da homogeénea satisfazendo Xy = +2 e X1 = +5. Vamos verificar que (x,) definida por x, = X, + X,
satisfaz ao mesmo tempo as condigdes iniciais e a relagdo de recorréncia ndo homogénea.

Ora,xg =Xg+Xxg=-2+2=0ex; =X +x1 = —-5+5=0. Além disso,

Xpao —4xy = (X2 — 4%,) + (Xypyo — 4%,) =9n+0=9n.

Assim, a solugéo do problema proposto é a sequéncia dada por x, = 22" —3n — 2 = 2"t — 35 — 2, para n par,

Xy = % -2" —3n — 2, para n impar.



OUTRA SOLUCAO

Esta é a solucdo que muitos esperavam, que usa equagao caracteristica.
(a) A equagao caracteristica é r> — 4 = 0, cujas raizes sdo —2 e +2. Logo a solugéo geral da recorréncia é x,, =
C-2"+D-(=2)".

Obs. Note que, embora esta resposta seja diferente da resposta (a) da solucdo anterior, ambas estdo corretas, mas

estdo expressas em termo de outras constantes.
(b) Idéntica a resposta (b) da solugdo anterior.

(c) Somando as duas, obtemos a solucao geral
Xy =C-2"+D-(=2)"—-2-3n.
Usando as condig¢des iniciais xg = 0 e x; = 0, temos

C+D—-2=0
2C-2D-2-3=0

Resolvendo o sistema, obtemos C = % eD = —}1. Logo, a solugdo é
9 1
xn - 127’_1(—2>n_2_3n

Nao é dificil verificar que as duas solu¢des apresentadas sdo a mesma, mas escritas de formas diferentes.
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Questdo 5.

Para todo ntimero natural n > 2, considere o niimero N formado por n — 1 algarismos iguais a 1, n algarismos

iguais a 2 e um algarismo igual a 5, nesta ordem.

(a) Mostre que o niimero N pode ser escrito na forma

A-10*" +B-10" +C
9 7

onde A, B e C sdo constantes independentes de 7. Indique os valores de A, B e C.
(b) Mostre que N é um quadrado perfeito.

(c) Quantos algarismos tem v/ N? Diga quais sdo esses algarismos.

UMA SOLUCAO

(a) Usando a expansdo na base decimal, podemos escrever N como
N =101 4102 4+ ... 410" +2-10" +2-10" " +... +2-10" +5.

Entao
N=10"""(1+10+4... 410" %) +2-10- (1+10+...+ 10" 1) +5.

Somando as duas PGs entre parénteses,

o 101 10" —1
N=10"" == +20- 55— +5
_10%" —10"*! +20-10" — 20 + 45
B 9
_10%"+10-10" 4 25

5 :

Portanto A=1,B=10e C = 25.

Obs: Outra forma de fazer é multiplicar N por 9 usando o algoritmo de multiplicagdo e ver que fica o ntimero
10...010...025, onde o bloco de zeros mais a esquerda tem n — 2 elementos e o bloco de zero mais a direita tem
n — 1 elementos.

(b) Queremos saber se N = p2, com p € IN. Como 10%" + 10 - 10" + 25 = (10" + 5)?, entdo

10" +5\°
N = .
(57)

Resta saber se 10" 4 5 é divisivel por 3. Mas isso é verdade, porque como 10" +5 = 10...05, com um blocode n — 1

zeros, a soma dos algarismos desse ntimero é igual a 6.



10"+5
3 -

algarismos. Ao dividir por 3, passa a ter n algarismos. Entdo p tem n algarismos.

(c) A raiz de N é o nimero p = Como 10" +5 = 10...05, com um bloco de n — 1 zeros, entdo tem n + 1

Para saber qual é o nimero, podemos escrever

_10-1 6
P=773 3

O termo da esquerda é 33...3 (n vezes) e o da direita é igual a 2. Entdo p = 3...35, onde 3 aparece repetido n — 1

vezes.



