A
AA N

o "- SBM
PROFMAT GABARITO MA13 Geometria I - Avaliacao 2 - 2013/2 AL/

Questao 1. (pontuacdo: 2)

As retas r, s e t sdo paralelas, como mostra a figura abaixo. A distancia entre r e s é igual a 3 e a distancia entre
s et éigual a 1. O tridngulo equildtero ABC possui os vértices A, B e C sobre as retas r, s e t, respectivamente.

Determine o lado do triangulo ABC.

Uma solugao:
Seja AB = BC = CA = 4a. Sendo D o ponto de intersegdo da reta s com o lado AC temos, pelo teorema de
Tales, AD =3a e DC =a .

Vamos calcular a drea de ABC de duas formas.
= 4/3a2.

b) A drea de ABC é a soma das éreas dos tridngulos BDA e BDC' que possuem base comum BD = x e alturas 3

.3 1
e 1, respectivamente. Entao, S = % + % = 2z. Assim, 4v/3a? = 2z.

a) A drea de um tridngulo equilatero de lado 4a é S =

(40)*V3
4

Que relagao ha entre a e 7



A relagdo de Stewart no tridngulo ABC com a ceviana AD fornece

16.a2.3a + 16a%.a = 2°.4a + a.3a.4a
ou seja, r = av/13.
Como 4v/3a® = 2z entao 4v/3a? = 2a+/13, ou seja, a =
24/39
7

V39
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Entao o lado do triangulo é AB = 4a =

Outra solugao
Seja y o lado do tridngulo e sejam « e 3 os angulos que BA e BC fazem com uma reta perpendicular as paralelas,

respectivamente.
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Como cosa = — entao sena = 4 /1 — — = 4 5— e como cos = — entao senf = /1 — — = Y 5
Y Y Y Y Y Y

Como ZABC = 60° entao o + 8 = 120°. Assim, cos a.cos § — sen a.sen § = —

Dali, fazendo as substituicoes, temos

1
3
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ApOs as necessarias manipulacoes algébricas encontramos y = 3= "3

Mais uma solugao

Primeiro tragamos duas perpendiculares as retas paralelas, passando por B e C, como na figura:
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Assim z = y + z e, aplicando trés vezes o teorema de Pitdgoras, temos

r=Yy-+z
P=x22+1
P=y*+9
12=224+16

Apesar de nao linear, este sistema pode ser facilmente resolvido. De fato,

VEZE-1=12-9+I2-16
Elevando ao quadrado, isolando o termo que aparecerd ainda com a raiz quadrada e elevando novamente ao
2v/39
7

quadrado, chegamos a solugao [ =

Obs: Ha varias outras solugoes.

Questao 2. (pontuacdo: 2)

Um poliedro convexo P possui 8 vértices, apenas uma face pentagonal e todas as outras faces triangulares.

(1,0) a) Determine o nimero de faces triangulares de P.

(1,0) b) Determine o numero de diagonais de P.

Uma solugao:

a) Como P possui 8 vértices e uma face pentagonal (5 vértices), entdo hd uma face triangular oposta a essa face

pentagonal. Fazendo um desenho e unindo os vértices dessas duas faces formando triangulos, obtemos o poliedro
abaixo.



Como mostra o desenho, ha 9 faces triangulares.

Outra forma de chegar & mesma conclusao:
No poliedro P temos uma face pentagonal e = faces triangulares: F3 =x e F5 = 1. Como 2A = 3F3 + 5F}5, temos

2A = 3x + 5, ou seja,

3z +5

4=73

3x+5
A relaggo A+2 = F +V fornece T +2 =2+ 148, pois s6 ha faces triangulares e uma pentagonal. A solucao

dessa equagao é z = 9. O poliedro P possui 9 faces triangulares.

b) A face pentagonal possui 5 diagonais. Essas diagonais nao sao diagonais de P. O poliedro P possui 8 vértices,

10 faces e 16 arestas. O ntmero de diagonais de P é

d=C2-16-5=17

Questao 3. (pontuagdo: 2)

O quadrado ABCD esta contido no plano Il e DE é um segmento perpendicular a II. Trace os segmentos EFA,
EB e EC formando a piramide FABCD. Considere AB =2 e DE = 4.



(0,5) a) Calcule o cosseno do dngulo que a reta BE faz com II.
(0,5) b) Calcule o cosseno do angulo que o plano EAB faz com II.
(1,0) ¢) Calcule o cosseno do angulo entre os semiplanos EBA e EBC.

Uma solugao:

a) O angulo que BE faz com o plano da base da piramide é o angulo DBE = a. Como AB = 2 entao BD = 2v/2
e, no triangulo EDB, retangulo em B temos, pelo teorema de Pitdgoras, FB = 2v/6 . Assim,

BD _2v2 1 _ V3
~ BE 2v6 V3 37

b) ED é perpendicular a DA e DA é perpendicular a AB. Entéo, pelo teorema das trés perpendiculares, EA é
perpendicular a AB. Assim, o dngulo que o plano EAB faz com o plano da base da piramide é o angulo DAE = s.

No tridangulo retangulo DAE calculamos AE = 21/5 e, em seguida,

AD 2 5

©SB=AET3E " 5
¢) O plano que contém AC e é perpendicular a BE corta BE em P. O angulo entre os semiplanos EBA e EBC
é o angulo APC = 4.
Sejam PA = PC =z (BDE é o plano mediador de AC). No tridngulo EAB o segmento PA é a altura relativa a
hipotenusa.
, 10

2
Como, AE.AB = EB.PA, temos 2v/5.2 = 2/6.z, ou seja, © = \/\/65 Assim, z° = 3

No triangulo APC, usando a lei dos cossenos relativa ao vértice P, temos:

AC? = PA? + PC? —2.PA.PC.cosf

Entao,
(2v2)? = 2% 4+ 22 — 2.x.x.cos0 = 8 = 22% — 2x%cosf = 4 = 2 — z%cos b

10 10 1
Logo 4 = — — —cos# 6=—-.
0go 3 3 cost = cos 5



Questao 4. (pontuacdo: 2)

A figura abaixo mostra duas circunferéncias de raio 1, tangentes entre si e inscritas em uma semicircunferéncia de
didmetro AB.

(0,5) a) Calcule o comprimento do segmento AB.

(1,5) b) Calcule a area da regido sombreada.

Uma solugao:

Observando a figura a seguir, sejam: O, o centro da semicircunferéncia, OC o raio da semicircunferéncia perpen-
dicular a AB, K, o centro da circunferéncia da direita, K F e KF, raios dessa circunferéncia perpendiculares a OB

e OC respectivamente, e OD, o raio da semicircunferéncia que passa por K.
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a) OEKF é um quadrado de lado 1. Como D é o ponto de tangéncia entre a circunferéncia da direita e a
semicircunferéncia, entdo OD = OK + KD = /2 + 1.
Assim, AB = 2(v/2 +1).

b) Seja S a drea da regido sombreada. Para calcular a drea dessa regido, transferimos a sua metade da esquerda
da para a regido EBD como mostra a figura acima. Assim, S é a drea sombreada na figura acima, que é igual a area

do quadrante circular OBC' subtraida da drea do quadrado OEK F' e da area do setor KEDFK.



V2r —2

Simplificando, obtemos S = >

Questao 5. (pontuacdo: 2)

Considere uma esfera de centro O e raio 1, e seja AB um diametro dessa esfera. Um cone de revolugdo possui
vértice A e base de centro B e raio 1. A figura abaixo mostra a se¢@o nesses sélidos por um plano que contém a reta
AB.
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(1,0) a) Mostre que a circunferéncia que é a intersegao da superficie da esfera com a superficie lateral do cone tem

raio igual a —.
sy
(1,0) b) Calcule o volume da parte comum entre a esfera e o cone (relacionado com a drea sombreada da figura).
Obs: Vocé pode usar o resultado do item a) mesmo que nao o tenha demonstrado.
Uma solugao:

Como na figura abaixo, seja BD o raio da base do cone e C'E o raio da circunferéncia I', interseccao da superficie

da esfera com a superficie lateral do cone.




BD 1
/DAB = tao t = — = -
Se o entao tan o BA 5

EB
O triangulo AEB é retangulo em E. Assim, fazendo EB = b, temos tan o = A e, portanto, FA = 2b.

O teorema de Pitdgoras no triangulo AEB fornece b = 5
O segmento CE = r é altura relativa a hipotenusa do tridngulo AEB. Assim, FB.EFA = AB.CE, ou seja,

b.2b = 2.r e entdo r = b% = 5

b) A parte comum entre a esfera e o cone dado é formada por um cone de altura C'A cuja base é a circunferéncia
I', reunido com o segmento esférico com base na circunferéncia I' e contendo o ponto B.
Como OFE =1e CFE = %, entao CO = %
. , . 8
Assim a altura do cone é H = CA = % +1= 3

2
A altura do segmento esférico é h =1 — % =z

O volume da parte comum entre a esfera e o cone dado é

1 .h?
V=_rr2H+ 2 (3R—h)
3 3
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