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1. (valor 3,0)

Paulo economizou durante muitos anos e tem, hoje, R$ 500.000,00 aplicados em um investi-
mento que rende juros de 1% ao més. A partir do préximo més, ele pretende fazer uma retirada
mensal de R$ 1.000,00.

a) Seja s, o saldo que resta da aplicagdo, ap6s fazer a n-ésima retirada. Exprima s,1 em

termos de s,. D& também a condicdo inicial da recorréncia obtida. (pontuacio parcial 0,5)

b) Obtenha uma expressdo para s, em fun¢do de n. (pontuacdo parcial 1,5)

c) Qual é a retirada mensal maxima que Paulo pode fazer de modo que o saldo da aplicagcdo
nunca se torne negativo? (pontuagio parcial 1,0)
Uma solucdo:

a) Sp1 = 1,01.s, — 1000, com sy = 500000 (ou s; = 504 000).

b) Uma primeira solu¢do pode ser feita resolvendo-se a recorréncia acima. Uma solugdo da

equacdo homogeénea associada a,,.1 = 1,01.a, é a, = 1,01"L.

Fazendo a substituicdo s, = a,y,, obtemos v, 1 = y, — 118(1)2. Usando a recorréncia recem
encontrada e somando os termos, encontramos
Yn = Y0 (1+ To T 1,01n—1>
- 1000 L mw _ 100000.1,01.(1 ! )
=Y 1_L_y0 -4y . 1’01n

1,01

Dai, s, = @uyn = 1,017 1o — 100000.1, 017 (1 — 1) = 1,017}y — 100 000(1, 01" — 1),

Finalmente, de sy = agyo, obtemos 500000 = ﬁyo, ou seja yo = 500000.1,01. Logo, a
expressdo de s, é

$p, = 500000.1,01™ — 100 000(1,01™ — 1) = 400 000.1, 01™ + 100 000.



Uma segunda solucdo desta questdo pode ser feita utilizando-se o teorema sobre o valor de
1
1_1,01" _

0,01

uma série uniforme. O valor das n retiradas, no més anterior a primeira retirada &€ 1 000.
100000(1 —

Para obter o valor dessas retiradas no més da n-ésima retirada, devemos multiplicar o valor

1
1,01n)'

no instante inicial por 1,01", obtendo 100 000(1,01™ —1). O valor inicial do investimento, nesta

mesma época, é igual a 500 000 x 1,01™. Portanto, o saldo restante apds a n-ésima retirada é

500000 x 1,01™ — 100000(1,01™ — 1) = 400000 x 1,01™ 4 100 000.

c) A maior retirada possivel é o rendimento mensal, igual a 0,01 x 500 000 = 5 000. Podemos
chegar a este resultado resolvendo o item b) para uma retirada genérica p, para a qual obteremos,
apds a n-ésima retirada, o valor (500000 — 100p) x 1,01™ + 100 000.

Para que este valor nunca se torne negativo, devemos ter 500000 — 100p > 0, ou seja,
p < 5000.

2. (valor 2,5)

a) Para que valores de b existe uma progressdo geométrica para a qual a soma dos n primeiros

termos & igual a 3" + b, para todo n natural? (pontuaco parcial 1,0)

b) Quais sdo o primeiro termo e a razdo dessa progressdo? (pontuagdo parcial 1,5)

Uma solucdo:

A soma dos n primeiros termos da progessao geométrica de primeiro termo a; e razdo q é
" —1  aq"
Yg-1 q-1 ¢-1

a1

S, =a

Esta expressdo deve ser idéntica a 3.3" + b. Devemos ter, portanto, ¢ = 3 e q“_—ll = 3. Dai,

a1:6eova|ordebé;_—“i:—3_

3. (valor 2,0)

Prove, por inducio finita, que

il
27374 5 onl

n
>§,

para todo n natural.

Uma solucgo:



Seja P(n) asentenga 1+ 5 + 1 4+ 1+ ... 57 >

N3

P(1) & verdadeira, ja que 57 =1 > 1.

Suponhamos P(n) verdadeira para algum n > 1, ou seja, 1—|—%+%—|—%1+. .. n1_1 >g,n>1
Dai, 1+3+4+3+ ot ot e+ > St e+ > S =l =t
Logo, P(n + 1) também é verdadeira. Portanto, pelo Principio da Indugdo Finita, P(n)

verdadeira para todo n natural.

4. (valor 1,5)

Na figura abaixo temos uma espiral formada por infinitos semicirculos cujos centros pertencem

ao eixo das abscissas. Se o raio do primeiro semicirculo (o maior) é igual a 1 e o raio de cada

semicirculo é igual a metade do semicirculo anterior, determine:

a) o comprimento total da espiral. (pontuacdo parcial 0,75)

b) a abscissa do ponto P assintético da espiral. (pontuacio parcial 0,75)




Uma solugdo:

a) O comprimento total da espiral é 7.1+ 7.2 + 7.4+ =72

1
2
b) A abscissa do ponto Pé2—1+44 -1+ .. =2—- —1 =12

5. (valor 1,0)

a) Se (a,) & uma progressio geométrica de termos positivos, prove que (b,) definida por
b, = log a,, € uma progressdo aritmética. (pontuacdo parcial 0,5)

b) Se (a,,) € uma progressdo aritmética, prove que (b,,) definida por b,, = e*» & uma progressdo
geométrica. (pontuagdo parcial 0,5)

Uma solucdo:
a) Como b,y1 — by = log apiy — log a, = log ““* = log q = constante, sendo ¢ a razo da
progressdo geométrica (a,,), entdo (b,) € uma progressdo aritmética.
An+1 _ ~ ~ . Lo
b) Como bzﬁ = €050 = et = " = constante, sendo 7 a razdo da progress3o aritmética

(ay), entdo (b,) € uma progressiao geométrica.



