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PROFMAT MA12 — Matematica Discreta — AV1 — 2014 r KL/ SBM

Questao 1 [ 2,0 pt ]

(a)
(b)

()

(d)

Defina progressao geométrica de primeiro termo a e razéo q (¢ # 0 e g # 1).

Conjecture uma férmula para o termo geral a, em funcdo de a,n e q. Em seguida, prove essa férmula por

indugao em n.

Se S, =a; +az + -+ an, conjecture uma férmula para S, em funcao de a,n e g. Em seguida, prove essa

férmula por inducao em n.

A partir dos itens (b) e (¢), obtenha uma férmula para S,, em funcédo a,a,, e g.

Solucao

(a)

Uma progressiao geométrica com primeiro termo a e razio q(q¢ # 0 e ¢ # 1) é uma sequéncia de nimeros cujo primeiro
termo é a e tal que, cada elemento, a partir do segundo, é igual ao anterior multiplicado pela razao.

Em simbolos, a1 =a e ap, =an—1-¢q,sen > 2.

Calculemos alguns termos pela definigao:

Gx=a1-q=aqaz3=a2-¢q=aq-q=aq’, a1 =az -q¢=aq>-q=aq.

n—1

A partir destes cdlculos, conjecturamos que a, = aq™ ™", para todo n > 1.

Vamos provar esta conjectura por inducao em n.

, 21 . 1—1
Para n = 1 é claramente vélida, pois a1 = a = aq® = aq' ™.

Agora suponhamos que o resultado é vilido para um certo n = k > 1, ou seja, ar = ag® .

Para n = k + 1 segue que apy1 = ary1-1-q¢=0ar-q= ag® ' ¢ = ag® e portanto estd provada a conjectura.
Temos que S, = a1 + a2 +az+ -+ + an—1 + an e usando o resultado acima podemos reescrever a soma
Sn=a+aq+ag>+ -+ ag” ? + ag"'. Multiplicando ambos os lados por ¢ segue que

qSn = aq + aq® + ag® + - ag" "' + ag".

Logo temos que S, — ¢S, = a — aq™, ou seja, (1 — q)S» = ¢(1 — ¢") e podemos conjecturar que

1 _ n
Sn = a(liq), para todo n > 1.
—q
Vamos provar este resultado por indugdo em n.
1—
Para n =1 é facil ver que S1 = a1 =a = M.
—q

Agora suponhamos que o resultado vale para um certo n = k.

Para n =k + 1 temos que

a(l —q¢" a—aq” +ag" —ag"*!
Sk+1:a1+"'+ak+ak+1zw+aqk: q q q —
1—gq 1—gq
a(l —¢"*") ) .
T 1-4 e portanto estd provada a conjectura.
—4q
1 _ n
Pelo item (b) temos que an = ag™ " e pelo item (c) Sn = M_
—q

Logo segue que
g _all—q") a—aq" a—aq"'q _
"1-q  1-q¢  1-qg = 1-g

a — anq




Questao 2 [ 2,0 pt ]

Um comerciante contraiu um empréstimo de R$ 8000,00 a juros semestrais de 10%. O pagamento foi realizado em

duas parcelas, uma de R$ 5808,00 apés um ano da contratagao do empréstimo e a outra seis meses apds a primeira.
(a) Calcule o valor da segunda parcela do empréstimo.

(b) Caso o comerciante optasse por quitar a divida em 3 parcelas semestrais fixas, a primeira a partir do 1° semestre

apds a contratacao do empréstimo, qual seria o valor das parcelas?

Solugao

(a) Considerando os esquemas de pagamentos da figura, ambos sdo equivalentes, ou seja, R$ 8000,00, na data zero, tem o

mesmo valor de R$ 5808,00 dois semestres apés (data 2), mais um pagamento P, na data 3.

8000,00
0
5808,00 T
0 1 2 3

Igualando os valores, na época zero, dos pagamentos em ambos os esquemas, obtemos:

9808\ P gp00=288 ., P _ 8000 = 4800+

P
8000 =
1,12 " 1,13 1,21 " 1,331 1,331

=
= 3200 = L:>P—4259 20
© 1,331 o ’

(b) Considerando os esquemas equivalentes de pagamentos da figura, o pagamento de R$ 8000,00 na data zero tem o mesmo

valor de 3 parcelas semestrais P, a partir do primeiro semestre apds a contratagao.

8000,00
0
T f TP
0 1 2 3

Igualando os valores dos pagamentos de ambos os esquemas, na data zero, obtemos:

P P P 1,21P+1,1P+ P
_ = 8000 = =
RBERCAERE 1,331

8000 =

10648
3,31

= 10648 = 3,31P = P = = P = 3216,92

Questao 3 [ 2,0 pt ]

Resolva a equagao de recorréncia T, = 4T, _1 + 2™,Ty = 9.



Solugao
Uma solu¢do nao-nula de T,, = 4T,,—1 é, por exemplo, T,, = 4". Agora fazemos a substituigio T, = 4"y, e obtemos
A"y, =4-4" "Ly, + 2", ou seja, yn = yn_1 + 27", paran > 1.

Dai temos que

Y1 =yo-|—2_1
Y2 = Y1 +272
Y3z = Y2 +27°
Yn = Yn—1 +2 n'

Somando as parcelas da esquerda e da direita, das igualdades acima, temos
ity tys oty =y0+2  Fm 2 b2y 27
Cancelando os termos obtemos
Yn=yo+2 ' +27 4270 4 427 =y +
Como T, = 4"y, e To =9, temos yo =9 e y, = 10 — 27 ". Portanto,

T, =4"(10—27") =10-4" — 2",

Questao 4 [ 2,0 pt ]

Considere a sequéncia a; = 2,a2 = 3 e a, = ap—1 + an—2, para n > 3. Prove, por inducao em n, que:

(a) an > (i) , para todo n > 1.

1 n
(b) a, < (1(7)) , para todo n > 4.

Solugao

(a) Seja P(n) a proposicao: an > (%)n, para todo n > 1.
Para n =1 temos que a; =2 > %. Além disso, para n = 2, temos que az = 3 = % > % = (%)2.

Suponhamos agora que P(n) é verdadeira até n = k > 2, ou seja, an > (%)n, paran = 1,...,k. Devemos provar que P(n)

continua valida para n = k + 1. De fato,

o —aera s (N (AT (A (1B 2 (3) B 8) s s
(S 5 “\5 8)  \5 8 5) 5 \5 ‘
e assim P(k + 1) é verdadeira.

(b) Agora seja Q(n) a proposigao: a, < (%)n7 para todo n > 4.

83521
10000

1419857 __ (%)o

= (%)4. De modo anélogo, para n = 5 temos que a5 = 13 < Jggos5- =

Para n = 4 temos que a4 = 8 <

Suponhamos agora que Q(n) é verdadeira até n =k > 5, ou seja, an < (%)n, paran =4,... k.

Devemos provar que Q(n) continua valida para n = k + 1. De fato,

wer = oo < (D) ()T 2 (1) (1 0) - ()2 () (amy
kot = Gk T Gh 10 10 —\10 17) ~ \10 17 10 10 \10 '

e assim Q(k + 1) é verdadeira.



Questao 5 [ 2,0 pt ]

Quantas solugoes inteiras e positivas (z > 0 e y > 0) possui a equagdo 2z + 3y = 20147

Solugao
Inicialmente observemos que se (xo, yo) é uma solugdo inteira (zo, yo € Z) da equagio 2z+3y = 2014, entdo (zo—3t, yo+2t),t €
7., sao todas as solugoes inteiras da mesma. Com isso é suficiente obter uma solugao inteira.

E ficil ver que (1007,0) é uma solugdo. Entdo as solugoes inteiras sdo dadas por z = 1007 — 3¢,y = 2t,¢t € Z. Como

desejamos apenas solugdes positivas (z > 0 e y > 0), devemos ter 1007 — 3t > 0 e 2t > 0. Resolvendo ambas as inequagoes

obtemos 0 < t < ——. Mas como = 335,66... e t deve ser inteiro segue que 1 <t < 335.

3
Portanto a equacao 2z + 3y = 2014 possui 335 solugdes inteiras positivas, a saber z = 1007 — 3t,y = 2¢,1 <t < 335.

Outra solucao

E facil que uma solucdo da equagado é xo = 1007 e yo = 0, mas essa solucdo nado é positiva. A partir dela podemos criar
véarias solugoes x = 1007 — 3n,y = 2n, com n inteiro positivo, que formam progressdes aritméticas de razao —3 e 2 em x e y,
respectivamente.

Como desejamos que x também seja positivo devemos ter 1007—3n > 0, ou seja, n < 335. Portanto a equagao 2x+3y = 2014

possui 335 soluces inteiras positivas, a saber x = 1007 — 3n,y = 2n,1 < n < 335.



